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Prefacio

La sexta edicién de Estadistica matemdtica con aplicaciones, al igual que las primeras cinco
ediciones, estd disefiada para un curso, con base en el célculo de introduccién a las matema-
ticas de la estadistica de dos semestres o tres trimestres. Esta edicién realza los cambios que
se hicieron en la quinta edicién para reflejar los cambios que, en aifios recientes, han tenido
lugar en el pensamiento estadistico y en la ensefianza de la estadistica.

Se ha puesto més énfasis en el uso de las computadoras al efectuar cdiculos estadisticos. Se
han afiadido varios ejercicios nuevos, muchos de los cuales requieren el uso de una computado-
ra. Ademas, se ha afiadido nuevo material al capitulo 15, entre el que se encuentra el modelo
de andlisis de la varianza en dos sentidos con interaccién y una revision de las comparaciones
miltiples. También, se han afiadido los apéndices. que resumen las propiedades de las funcio-
nes de distribucién y densidad de probabilidad especiales que aparecen en el texto.

Agradecemos tantos comentarios constructivos que recibimos del Dr. John E. Freund y
de los siguientes revisores: D. S. Gill, California State Polytechnic University, Pomona: Jo-
seph Walker, Georgia State University; Susan Herring, Sonoma State University: y Geetha
Ramachandran, California State University. Sacramento. También queremos hacer un reco-
nocimiento a las valiosas contribuciones del difunto Dr. Ronald E. Walpole a la tercera y cuar-
ta ediciones.

Asimismo deseamos expresar nuestro aprecio a Robert E. Krieger Publishing Company
por la autorizacién para basar la tabla I en la obra Poisson’s Exponential Binomial Limit de
E. C. Molina; a Prentice Hall, Inc. por la autorizacién para reproducir parte de la tabla IV
de Applied Multivariate Statistical Analysis de R. A. Johnson y D. W. Wichern; al profesor E.
S. Pearson y a los fiduciarios de Biometrika por la reproduccién del material en las tablas V
y VI; a los editores de Biorneirics por la autorizacion para reproducir ¢l material de “Critical
Values for Duncan's New Multiple Range Test™ de H. L. Harter para la tabla IX; a American
Cyanamid Company por la reproduccién del material de Some Rapid Approximate Satistical
Procedures de F. Wilcoxon y R. A. Wilcox para la tabla X; a D. Auble por la fundamentacién
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v Prefacio

de la tabla X] en su “Extended Tables for the Mann-Whitney Statistics,” Bulletin of the Insti-
tute of Educational Research at Indiana University; al editor de Annals of Mathematical Statis-
tics por la reproduccion del material en la tabla XII: y a MINITAB® por la reproduccién de
las salidas impresas de computadora que se muestran en el texto.

A los autores también les gustaria expresar su aprecio al personal de Prentice Hall, en es-
pecial a Elaine Wetterau, por su atenta cooperacién para la produccion de este libro.

Irwin Miller
Marylees Miller

Hampton, New Hampshire
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CAPITULO

Introduccion

1.1 INTRODUCCION
1.2 METODOS COMBINATORIOS
1.3 COEFICIENTES BINOMIALES

1.1 INTRODUCCION

En afos recientes, el desarrollo de la estadfstica se ha hecho sentir en casi todas las fa-
ses de la actividad humana. La estadfstica ya no consiste meramente en la recopilacién
de datos y su presentacidn en gréficas y tablas; ahora se considera que abarca la cien-
cia de basar las inferencias sobre datos observados y la totalidad del problema de to-
mar decisiones en presencia de la incertidumbre. Esto cubre un terreno considerable
puesto que nos encontramos con incertidumbres cuando lanzamos una moneda, cuan-
do un dietista experimenta con aditivos para los alimentos, cuando un actuario deter-
mina las primas para el seguro de vida, cuando un ingeniero de control de calidad
acepta o rechaza productos manufacturados, cuando un profesor compara las habilida-
des de los estudiantes, cuando un economista pronostica tendencias, cuando un perié-
dico predice una eleccidn, y asf sucesivamente.

Serfa presuntuoso decir que la estadistica, en su estado actual de desarrollo, pue-
de manejar todas las situaciones que implican incertidumbres, pero constantemente se
desarrollan nuevas técnicas y la estadistica moderna puede, al menos, proporcionar el
marco de referencia para examinar estas situaciones en forma l6gica y sistematica. En
otras palabras, la estadfstica proporciona los modelos necesarios para estudiar las si-

tuaciones que implican incertidumbres. en la misma forma que el célculo provee los
modelos para describir, digamos, los conceptos de la fisica newtoniana.

Los origenes de las matemdticas de la estad(stica se pueden encontrar en los es-
tudios sobre probabilidad de mediados del siglo xix, motivados por el interés en los
juegos de azar. La teorfa as{ desarrollada para “cara o cruz” o *rojo o negro™ pronto
encontré aplicaciones en situaciones donde los resultados eran “nifio o nifia”, “vida o
muerte” o “aprobar o reprobar”, y los estudiosos empezaron a aplicar la teoria de la
probabilidad a los problemas actuariales y a algunos aspectos de las ciencias sociales.
Mis tarde, L. Boltzmann, J. Gibbs y J. Maxwell introdujeron la probabilidad y la esta-
distica a la f(sica, y en este siglo se han encontrado aplicaciones en todas las fases del
quehacer humano que en alguna forma implican un elemento de incertidumbre o ries-

1
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2 Capitulo 1: Introduccion

go. Los nombres relacionados de manera méas prominente con el desarrollo de la esta-
distica matemadtica en la primera mitad de este siglo son los de R. A. Fisher, J. Neyman,
E. S. Pearson y A. Wald. Més recientemente, el trabajo de R. Schlaifer, L. J. Savage y
otros més han dado impetu a las teorias estadisticas basadas, esencialmente, en méto-
dos que se remontan al clérigo inglés Thomas Bayes del siglo xIx.

El enfoque a la estadistica que se presenta en ¢ste libro es csencialmente ¢l en-
foque cldsico, con métodos de inferencia ampliamente basados en ¢l trabajo de J. Ney-
man y E. S. Pearson. Sin embargo, en ¢l capftulo 9 se introduce ¢l enfoque més general
de la teoria de decisiones, y en ¢l capftulo 10 se presentan algunos métodos Bayesia-
nos. Este material se puede omitir sin que resulte una pérdida de continuidad.

1.2 METODOS COMBINATORIOS

En muchos problemas de estadfstica debemos enumerar todas las alternativas posibles
en una situacién dada o al menos determinar cudntas posibilidades diferentes existen.
En relacién con esto tiltimo, a menudo usamos el siguiente teorema. algunas veces co-
nocido como el principio basico de conteo, 1a regla de conteo para eventos compues-
tos, o la regla de multiplicacion de opciones.

TEOREMA 1.1 Si una operacién consta de dos pasos, de los cuales el primero se
puede llevar a cabo en 1, maneras y para cada una de éstas el segundo se puede
hacer en n, maneras, entonces la operacién completa se puede efectuar en n, - i1,
maneras.

Aqui “operacion” representa cualquier clase de procedimiento, proceso o método de
seleccion.

Para justificar este teorema, definamos al par ordenado (x;, y',) como el resulta-
do que surge cuando el primer paso resulta en la posibilidad x, y el segundo paso en la
posibilidad y,. Entonces, el conjunto de todos los resultados posibles estd formado por
los siguientes n| * n, pares:

(xioyh (21 v (200 Ymy)
(-"2' .VI)! (x21 yZ)*"" (x2s Ynz)

(I,,', yl)' (xn, * yl)' e (I,,] . yu;)

EJEMPLO 1.1

Supongamos que alguien quiere ir de vacaciones en autobiis, en tren ¢ en avién por
una semana a alguno de los cinco cstados centrales del Noreste. Encuentre el nimero
de maneras diferentes posibles de hacerlo.

www.LibrosEnPdf.org



Seccion 1.2: Métodos combinatorios 3

Solucion

El estado en particular se puede escoger de 7, = 5 maneras y los medios de
transporte se pueden escoger de n, = 3 maneras. Por consiguiente, el viaje se
puede efectuar de 5-3 = 15 posibles maneras. Si se desea una lista de todas las
posibilidades, un diagrama de drbol como el de la figura 1.1 proporciona un en-
foque sistemdtico. Este diagrama muestra que hay n, = 5 ramas (posibilidades)
para ¢l numero de estados, y para cada una de estas ramas hay n, = 3 ramas (po-
sibilidades) para los diferentes medios de transporte. Es evidente que las 15 posi-
bles maneras de tomar las vacaciones estdn representadas por los 15 trayectos
distintos a lo largo de las ramas del drbol. A

Ilinois

Fgura 1.1 Diagrama de drbol.
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4  Capitulo 1: Introduccion

EJEMPLO 1.2

(Cuéntos resultados posibles existen cuando tiramos un par de dados, uno rojo y uno
verde?

Solucion

El dado rojo puede caer en una de seis maneras, y para cada una de éstas el da-
do verde también puede caer de seis maneras. Por consiguiente el par de dados
puede caer de 6-6 = 36 maneras. A

El teorema 1.1 se puede ampliar para abarcar situactones donde una operacién
consta de dos 0 més pasos. En este caso

TEOREMA 1.2 Si una operacién consta de k pasos, de los cuales el primero se
puede llevar a cabo de n; maneras, para cada una de éstas el segundo paso se pue-
de efectuar de n, maneras, para cada uno de los pnmeros dos el tercer paso se
puede hacer en n, maneras, y asi sucesivamente, entonces la operacion completa
se puede realizar en n; - n, + ... + 1, maneras.

EJEMPLO 1.3

Un inspector de control de calidad desea seleccionar una parte para la inspeccion de
cada uno de cuatro recipientes diferentes que contienen 4, 3, 5 y 4 partes, respectiva-
mente. ;De cudntas maneras diferentes se pueden escoger las cuatro partes?

Solucion

El nimero total de manerases4-3-5-4 = 240, A

EJEMPLO 1.4

(De cudntas maneras diferentes se puede contestar todas las preguntas de una prueba
de falso o verdadero que consta de 20 preguntas”?

Solucién
En total hay

2:2:2:2....:2.2 =2 = 1048576

maneras diferentes como se pueden responder todas las preguntas: s6lo una de
éstas corresponde al caso donde todas las respuestas son correctas ¥ solo una co-
rresponde al caso donde todas las respuestas son incorrectas. A

Frecuentemente, ¢stamos interesados en situaciones donde los resultados son las
maneras diferentes cn las que un grupo de objetos se pueden ordenar o arreglar. Por
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Seccion 1.2: Métodos combinatorios 5

ejemplo, quizd deseamos saber de cudntas maneras diferentes los 24 miembros de un
club pueden elegir a un presidente. un vicepresidente, un tesorero y un secretario, o
podriamos desear saber de cudantas mancras diferentes seis personas se pueden scntar
a la mesa. Los diferentes arreglos como ¢stos se conocen como permutaciones.

EJEMPLO 1.5
(Cudntas permutaciones hay de las letras a, b y ¢?

Solucién

Los arreglos posibles son abc, ach. bac, bea. cab y cba, asi que el nimero de per-
mutaciones diferentes es seis. Mediante el teorema 1.2 podriamos haber llegado
a esta respuesta sin enumerar realmente las diferentes permutaciones. Puesto que
hay tres opciones para seleccionar una letra para la primera posicién, después dos
para la segunda posicién, dejando sdlo una letra para la tercera posicion, el ni-
mero total de permutacioneses 3-2-1 = 6. A

Al generalizar el argumento que se utilizo en el gjemplo anterior, encontramos
que n objetos diferentes se pueden arreglar de n(n — 1fn ~ 2)- ... -3-2-1 maneras
diferentes. Para simplificar nuestra notacién, representamos este producto con el sim-
bolo n!. el cual se lee "“factorial n". Por lo tanto, 1! =1, 2! =2.1 =2,
N =3.2.1=6,4"=4-3.2.1=24 5! =5.4.3.2.1 = 120 y asi sucesivamen-
te. También, por definicién 0! = 1,

TEOREMA 1.3 El nimero de permutaciones de n objetos diferentes es n!.

EJEMPLO 1.6

De cudntas maneras difercntes se pueden presentar al piblico los cinco jugadores ti-
tulares de un equipo de baloncesto?

Solucién
Hay 5!=5-.4.3.2.1 = 120 maneras e¢n las que sc pueden presentar.

EJEMPLO 1.7

El ndmero de permutaciones de las cuatro letras a. b, ¢ y d es 24, pero jcudl es el nd-
mero de permutaciones si s6lo tomamos dos de las cuatro letras o, como usualmente se
expresa, si tomamos las cuatro letras dos a la vez?

Solucién

Tenemos dos posiciones gue llenar, con cuatro opciones para la primera y des-
pués tres opciones para la segunda. Por consiguiente, mediante el teorema 1.1, el
nimero de permutaciones es 43 = 12, A

Al generalizar el argumento que usamos en ¢l ejemplo anterior, ¢ncontramos
quc n objetos diferentes tomados r a la vez, para r > 0, se pueden arreglar de
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6  Capitulo 1: Introduccién

n(n — 1)+ ... «{n = r + 1) maneras. Se representa este producto mediante , #,, y ha-
cemos , Py = 1 por definicién. Por consiguiente, podemos escribir lo siguiente:

TEOREMA 1.4 El nimero de permutaciones de n objetos diferentes tomados r a
[a vez es

n!
nFr = (n — )

parar =0, 1, 2,..., n.

Demostracién. La férmula ,P, = n{n — 1)- ... -(n = r + 1) no se pue-
de usar para r = 0, pero tenemos

Parar =1, 2,..., n, tenemos
Pro=nln—n—-2)-...-(n—r+1)

nn—1n—=2)...-(n—r+ 1Yn—1r)
(n—r2

n!
T n =)

En los problemas concernientes a permutaciones, suele ser mds fdcil proceder con
el uso del teorema 1.2 como en el ejemplo 1.7, pero la férmula factorial del teorema
1.4 es mis fdcil de recordar. Muchos paquetes de software de estadistica proporcionan
valores para , P, y otras cantidades combinatorias mediante sencillas instrucciones. De
hecho, estas cantidades también estdn preprogramadas en muchas calculadoras manua-
les de estadistica (o cientificas).

EJEMPLO 1.8

De entre los 24 miembros de un club se sacan cuatro nombres para los puestos de pre-
sidente, vicepresidente, tesorero y secretario. ; De cudntas maneras diferentes se pue-
de hacer esto?

Solucion
El niimero de permutaciones de 24 objetos diferentes tomados 4 a la vez es
24!
ubP, = w0 24-23-22-21 = 255,024 A
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Seccibon 1.2: Métodos combinatorios 7

EJEMPLO 1.9

(De cuédntas maneras puede una seccion local de la Sociedad Americana de Quimica
programar a tres oradores para tres reuniones diferentes, si todos ellos estan disponi-
bles en cualquiera de cinco fechas posibles?

Solucién

Puesto que debemos escoger tres de cinco fechas e importa ¢l orden en que se
escogen (asignadas a los tres oradores), obtenemos

También podemos argumentar que ¢l primer orador se puede programar en cual-
quiera de cinco maneras, el segundo orador de cuatro maneras y el tercer orador
de tres maneras, de modo que la respuesta es 5-4-3 = 60. A

Las permutaciones que ocurren cuando los objetos se arreglan en un circulo se
llaman permutaciones circulares. Dos permutaciones circulares no se consideran dife-
rentes (y se cuentan sélo una vez) si los objetos correspondientes en los dos arreglos
tienen los mismos objetos a su izquicrda v a su derecha. Por ejemplo. si cuatro perso-
nas estdn jugando bridge, no obtenemos una permutacién diferente si todos se cambian
a la silla que estd a su derecha.

EJEMPLO 1.10
Cudéntas permutaciones circulares hay de cuatro personas que juegan bridge?

Solucion

Si consideramos arbitrariamente la posicién de uno de los cuatro jugadores como
fija, podemos sentar (arreglar) a los otros tres jugadores en 3! = 6 maneras di-
ferentes. En otras palabras, hay seis permutaciones circulares diferentes. &

Al generalizar el argumento que se utilizé en el ejemplo anterior, obtenemos el
siguiente teorema.

TEOREMA L5 El nimero de permutaciones de n objetos diferentes arreglados
en un circulo es {n — 1)

Hasta ahora hemos supuesto que los n objetos, de los que seleccionamos 7 obje-
tos y formamos permutaciones, son todos diferentes. Asf, por ejemplo, no se pueden
usar las diversas formulas para determinar el nimero de maneras en las que podemos
arreglar las letras ¢n Ja palabra “book™ (libro) o de cudntas maneras se pueden arre-
glar tres copias de una novela y una copia de olras cuatro en un entrepano.

www.LibrosEnPdf.org
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EJEMPLO 1.11

¢Cudntas permutaciones diferentes hay de las letras de la palabra “book™?

Solucion

Si por el momento distinguimos entre las dos o etiquetdndolas o, y 0,. entonces
hay 4! = 24 permutaciones diferentes de los simbolos b, 0,, 0, y k. Sin embargo,
si quitamos los subindices, entonces bo,ko, y bo.ko,, por ejemplo, ambos dan co-
mo resultado boko. y puesto que cada par de permutaciones con subindice resulta
en s6lo un arreglo sin subindices, ¢l nimero total de arreglos de letras en la pa-

labra “book” es gzi = 12. A

EJEMPLO 1.12

;De cudntas maneras diferentes se pueden arreglar, en un entrepaiio, tres copias de
una novela y una copia de cada una de otras cuatro novelas?

Solucion

Si designamos las tres copias de la primera novela con 4, a, y a,, y las otras cua-
tro novelas con b, ¢, d y e, encontramos que con subindices hay 7! diferentes per-
mutaciones de a,. a,, a4, b, ¢, d y e. Sin embargo, puesto que hay 3! permutaciones
de a,, a, y ayque llevan a la misma permutacion de a, @, a, b, ¢, d y ¢, encontra-

7!
mos que sélo hay 3 7:6+5+4 = B40 maneras en las que siete libros se pue-

den arreglar en un entrepafio. A

Al generalizar el argumento utilizado en estos dos ejemplos, obtenemos ¢l si-
guiente teorema.

TEOREMA L6 El nimero de permutaciones de n objetos de los cuales n, son de
una clase, n, son de una segunda clase,..., n, son de la késima clase y n; +
n+-+n =nen +n,

n!
nll'nzl' . .nk!

EJEMPLO 1.13

¢De cudntas maneras se pueden colgar, una junto a la otra, dos pinturas de Monet, tres
pinturas de Renoir y dos pinturas de Degas en la pared de un museo sin hacer distin-
cién entre las pinturas de los mismos artistas?

www.LibrosEnPdf.org
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Solucién
Al sustituir n = 7, n, = 2,n, = 3 y n; = 2 en la férmula del teorema 1.6, ob-
tenemos
7!
w204

Hay muchos problemas ¢n los que nos interesa determinar el nimero de mane-
ras en las cuales r objetos se pueden scleccionar de entre n objetos diferentes sin im-
poriar el orden en el cual son seleccionados. Tales sclecciones (arreglos) se conocen
como combinaciones.

EJEMPLO 1.14

.De cuédntas maneras diferentes puede una persona, que reline datos para una organi-
zacién de investigacion de mercados, seleccionar tres de 20 familias que viven ¢n un
complejo departamental dado?

Solucion
Si nos interesa el orden en el cual se selecciona a las familias, la respuesta es
mP3 = 20-19-18 = (),840

pero entonces cada conjunto de tres familias se contaria 3! = 6 veces. 8i no nos
6,840

interesa el orden en que se seleccionan las familias, sélo hay = 1,140 ma-

neras en que la persona que retine los datos puede hacer su trabajo. A

Realmente, “combinacion™ significa lo mismo que “subconjunto”, y cuando pedi-
mos el mimero de combinaciones de r objetos seleccionados de un conjunto de n obje-
tos diferentes, simplemente pedimos el nimero total de subconjuntos de r objetos que
se pueden seleccionar de un conjunto de n objetos diferentes. En general, hay r! per-
mutaciones de los objetos en un subconjunto de r objetos, asi que las , P, permutacio-
nes de r objetos seleccionados de un conjunto de n objetos diferentes contienen cada
subconjunto r! veces. Al dividir P, por r! y representar el resultado por medio del

. n
slmbolo( ) tenemaos entonces
r

TEOREMA 1.7 El nimero de combinaciones de n objetos diferentes tomados r a

la vez es
(n) _ n!
r ri(n — r)!

parar=0,1, 2,.... n

www.LibrosEnPdf.org
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EJEMPLO 1.15

¢En cudntas formas diferentes pueden seis lanzamientos de una moneda, producir dos
caras y cuatro cruces?

Solucién

Esta pregunta es lo mismo que preguntar de cuintas maneras podemos seleccio-
nar los dos lanzamientos, en los cuales ocurrirdn caras. Por consiguiente, al apli-
car el teorema 1.7, encontramos que la respuesta es

6 6!
(2) T o21.4t 15

También se puede obtener este resultado con el proceso, bastante tedioso, de
enumerar las diversas posibilidades, HHTTTT, TTHTHT, HTHTTT, ..., donde H
representa cara y T representa cruz. A

EJEMPLO 1.16

Cudntos comités diferentes, de dos quimicos y un fisico, se pueden formar con los cua-
tro quimicos y los tres fisicos del profesorado de una pequefia universidad?

Solucién
. . 4 4!
Puesto que dos de los cuatro quimicos se pueden seleccionar de 2 = 3191 =6
3 3!
maneras y uno de los tres fisicos se puede seleccionar de ( 1) =13 = 3 ma-
neras, el teorema 1.1 muestra que el nimero de comités es 6-3 = 18. A

Una combinacién de r objetos seleccionados de un conjunto de n objetos diferen-
tes se puede considerar una particién de los n objetos en dos subconjuntos que contie-
nen, respectivamente, los r objetos que se seleccionan y los n — 7 objetos restantes. A
menudo, nos centramos en el problema mds general de dividir un conjunto de n obje-
tos distintos en & subconjuntos, lo cual requiere que cada uno de los n objetos debe
pertenecer a uno y sélo a uno de los subconjuntos.t No importa el orden de los obje-
tos dentro de un subconjunto.

EJEMPLO 1.17

.De cudntas maneras se¢ puede dividir un conjunto de cuatro objetos en tres subconjun-
tos que contengan, respectivamente, dos, uno y uno de los objetos?

Solucién

A representar los cuatro objetos por a, b, ¢ y 4, encontramos, por enumeracion,
que existen las siguientes 12 posibilidades:

t Simbdlicamente, los subconjuntos A,. A;..... A, constituyen una particién del conjunto A si
AAUAUUA=AYyA NA =0Oparatodai # |
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ableld abld|c aclb|d acld|b
ad|b|c adlc|b bclald beld|a
bdlalc bdlcla cdlalb cd|bla

El niimero de particiones para este ejemplo se representa con el simbolo

4
(2.1.1)_ 12

donde el nimero de la parte superior representa el mimero total de objetos y los
nimeros dc la parte inferior denotan el nimero de objetos que entran en cada
subconjunto. A

Si no hubiéramos querido enumerar todas las posibilidades en el ejemplo prece-
dente, podriamos haber argumentado que los dos objetos que entran en el primer sub-

. 4 .
conjunto se pueden escoger de (2) = 6 maneras, el objeto que entra en ¢l segundo
. 2 .
subconjunto puede entonces elegirse de (1) = 2 maneras y el objeto que entra en ¢l

1
tercer subconjunto puede entonces elegirse de ( 1) = 1 maneras. Asi, por medio del
teorema 1.2, hay 6+2 -1 = 12 particioncs. Al generalizar este argumento tenemos el si-

guiente teorema.

TEOREMA 1B El niimero de maneras en que un conjunto de n objetos diferen-
tes se pueden dividir o partir en & subconjuntos de n, objetos en el primer sub-
conjunto, ., objetos en el segundo subconjunto...., ¥ n, objetos en el késimo
subconjunto es

( n )_ n!
ny, Ny, g nalente o omyl

Demostracién. Puesto que los n, objetos que entran en ¢l primer subcon-

. h .
junto se pueden escoger de ( ) maneras, los n, objetos que entran en el segundo
m
. n—rm .
subconjunto pueden entonces escogerse de maneras, los # objetos que

ny

X n—n — n
entran en el tercer subconjunto pueden entonces escogerse de -
ny

maneras y asi sucesivamente, resulta por el teorema 1.2 que ¢l niimero total de

particiones es
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( n )=(n)'(n—n,). .(n—nl—nz—---—nk_l)
ne, Na,..., Ay mn n n;

(=]

_ n! (n-—nl)!
B m!-(n — nl)!.nz!-(n —n — nz)!
'(n - =n; == m N
n!-0!
n!
=nl!-nz!-...'nk! M

EJEMPLO 1.18

(De cudntas maneras puede asignarse a siete hombres de negocios, que asisten a una
convencién, una habitacién triple de hotel y dos dobles?

Solucién
Sustituyendon = 7,n; = 3,n, = 2yn, = 2 enla férmula del teorema 1.8, ob-
tenemos

7 7!
(3. 2. 2) RETRCTRC TR L

1.3 COEFICIENTES BINOMIALES

Si n es un entero positivo y multiplicames (x + y)* término por término, cada término
sera el producto de las x y las y. donde una x o una y proviene de cada uno de los n
factores x + y. Por ejemplo, la expansion

(x+y)3=(x+yXx+yXx+y)
=xexrxtxex'y+xey-x+xeyey

tyxex +yexeytyeyex +oyeyey
=x*+ 3x%y + 3y + y°

produce términos de la forma x°, x%y, xy* y y*. Sus coeficientes son 1,3, 3 y 1, y el coe-
ficiente de xy*, por ejemplo, es G) = 3, el nimero de maneras en que podemos esco-
ger los dos factores que proveen las y. En forma similar, el coeficiente de x’y es

(::) = 3, el nimero de maneras en que podemos escoger el dnico factor que provee

la y, y los coeficientes de X’ y y* son (g) =1y (g) = 1.
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Mis generalmente, si # es un entero positivo y multiplicamos (.r + y)‘ término

. . _ " .
por término, el coeficiente de x" 'y’ cs( ) cl nimero de maneras en que podemos esco-
r
. . n
ger r factores que provean las y. En consecuencia, nos referimos a , ] como un coefi-

ciente binomial. Ahora podemos enunciar el siguiente teorema.

TEOREMA 1.9

n n . o
(.r +yy = Z‘ﬁ(r)ﬂ_'}’ para cualquier entero positivo n

(Para los lectores que no estén familiarizados con la notacién X en el apéndice A s¢
da una breve explicacién.)

A menudo se puede simplificar el cdlculo de los coeficientes binomiales al utili-
zar los tres teoremas siguientes,

TEOREMA 1.10 Para cualesquier entcros positivosny r=0,1.2,..., n,
(=02
r n-~r

Demostracion. Podriamos argumentar que cuando seleccionamos un sub-
conjunto de r objetos de un conjunto de n objetos diferentes, dejamos un subcon-
junto de n — r objctos; de ahi que, hay tantas maneras de scleccionar r objetos
como maneras de dejar (o seleccionar) n — r objetos. Para demostrar el teorema
en forma algebraica, escribimos

(n i r) - (n - r) 'i (n = 7)) N (n —n!r)!r!

_n! _ (n) v
T — r)! T A\r

El teorema 1.10 implica que si calculamos los coeficientes binomiales para r =

n n—1
0,1,...,2

tes binomiales restantes se pueden obtener al utilizar el teorema.

cuando n es paryparar=0,1,...,

, cuando n es impar, los coeficien-
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EJEMPLO 1.19

oo (4) = 1.() = 205 (4) = . emnene () (9
O=02)=)=+v (O=(*)-()-1 a

Dado (3) =1, G) =5,y (;) = 10, encuentre G) (i) y (g)
(:)=(5i3)=(;)= 10*(i)=(5i4)=(f)=5,y
()-(:29)-()-1

Es precisamente en esta forma como el teorema 1.10 podrd usarse en relacién con
la tabla VIL ¥

EJEMPLO 1.21

Encuentre (20) (”)
12/ \10/
Solucion

20
Puesto que ( ) 2) no se da en la tabla VII, utilizamos el hecho de que (?g)
20
= (280) , buscamos ( 3 ), y obtenemos (fg) = 125,970. Asimismo, para encon-
17 - 17y (17 17
trar ( ] 0), utilizamos el hecho de que ( 1 0) = ( y ), buscamos ( p ) y obtene-

17
mos (10) = 19,448. F'y

TEOREMA 1.11 Para cualquier entero positivonyr=1,2,...n — 1,
()=071+C20)
r r r—1

t Los nimeros romanos se refieren a las tablas estadfisticas al final del libro.
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Demostracién. Al sustituir x = 1 en(x + yY', escribamos

Q+3r=0+y1 +yF ' =0+ 41 + !

e igualemos el coeficiente de ¥ en (1 + y)' con aquellos en (1 + y)'™! +

Y1 + y)y~L. Puesto que el coeficiente de y" en(1 + y)' es (:) y el coeficiente de
ven{l + yP™' + y{1 + yy'~' ¢s la suma del coeficiente de y’ en (1 + y)'~’, esto

-1 1
cs.(n ),yelcoeﬁcicntc dey 'en(l + y)"“.eslocs,(r: _ ).oblencmos

ey

lo cual completa la demostracion. v

Alternativamente, tome cualquiera de los n objetos. Si no incluiré entre los r abje-

tos, hay (”

1 . . . L n—1
maneras de seleccionar r objetos; si va a incluirse, hay { ma-
r r—

. . - n—1 n—1
neras de seleccionar los otros r 2 1 objetos. Por consiguiente. hay ( ) + ( i )
r r—
maneras de seleccionar los r objetos, esto es,

(1)=071)-020)
= +
r r r— 1

El teorema 1.11 también se puede demostrar al expresar los coeficientes binomia-
les, en ambos lados de la ecuacién, en términos de factoriales y entonces proceder de
manera algebraica, pero dejaremos esto al lector en ¢l ¢jercicio 1.12. En el ¢jercicio 1.11
se da una aplicacién importante del teorema 1.11, donde proporciona la clave para la

comslruccion de lo que se conoce como ¢l tridngulo de Pascal.
Para enunciar el tercer teorema sobre los coeficientes binomiales, hagamos la si-

. . n . .
guiente definicidn: ( ) = ( siempre que /1 5¢a un entero positivo y 7 sea un entero po-
r

sitivo mayor que n. (Evidentemente, no hay forma en que podamos seleccionar un
subconjunto que contenga més elementos que todo el conjunto mismo.)

TEOREMA 1.12

én(n:)(k . r) - (m:n)
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Demostracién. Usando la misma técnica que en la demostraaén del teo-
rema 1.11, demostremos este teorema al igualar los coeficientes de y en las ex-
presiones de ambos lados de la ccuacién

L+t =0+ 1 +yr
+ n
k

aeortoor=|(3)+ () (2]
(@) 4 (s ()]

es la suma de los productos que obtenemos al multiplicar el término constante
del primer factor por el coeficiente de y* en el segundo factor. el coeficiente de
y en el primer factor por el coeficiente de y*~' en el segundo factor, ..., y el coe-
ficiente de y* en el primer factor por el término constante del segundo factor. Asf,
el coeficiente de y* en (1 + yy"(1 + y) es

()G = () = G 22) =+ (R)G)
N ,:t, (T)(k Z r)

El coeficiente de y* en (1 + yy"*"es (m ) y el coeficiente de ¥* en

y esto completa la demostracion. v

EJEMPLO 1.22
Verifique el teorcma 1.12 numéricamente param = 2, n = 3y k = 4,

Solucion
Al sustituir estos valores, obtenemos

(50 ()E) - G)G) + G)E) + (06) = G)

y puesto que (i) (i) y (i) son igual a 0 de acuerdo a la definicién en la pa-

gina 15, la ecuacién se reduce a
DG+ G)E) =)
1/A\3
lo cual s¢ comprueba, puestoque 2-1 + 1-3 = 5. A

Al utilizar el teorema 1.8, podemos ampliar nuestra exposicién a coeficientes mul-
tinomiales, esto es, a los coeficientes que resultan de la expansién de (x; + x;
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+ - + 5, )". El coeficiente multinomial del término x7' +x3 + ... - x* en la expan-
sién de (x; + x; + -+ + x.)" es

( " ) n!
Fis T2,004 Iy rlerten!

EJEMPLO 1.23
. Cuil es el coeficiente de xj x,x3 en la expansion de {x; + x; + x3 )b?

Solucion
Si sustituimos n = 6,r, = 3,r, = 1yry = 2 en la formula anterior, obtenemos

6!
.. 0 A

EJERCICIOS

1.1 Una operacién consta de dos pasos, de los cuales el primero se puede hacer de
n, maneras. Si el primer paso se hace de la manera /iésima, ¢l segundo paso se
puede hacer de n,, maneras.t

(a) Use un diagrama de drbol y encuentre una férmula para el nimero total
de maneras en que se puede cfectuar la operacion total.

(b) Un estudiante puede prepararse durante 0. 1, 2 o 3 horas para un examen
de historia en un dia dado. Use la formula obtenida en la parte (a) para
verificar que hay 13 maneras en las que el estudiante puede prepararse du-
rante 4 horas cuando mucho para la prueba en dos dfas consecutivos.

1.2 Con respecto al ejercicio 1.1 verifique que si ny; es igual a la constante n,, la
férmula cbtenida en la parte (a) se reduce a aquella dei teorema 1.1,

1.3 Con respecto al ejercicio 1.1, supongamos que hay un tercer paso, y si el primer
paso se realizo de la i¢sima manera y ¢l segundo paso de 1a jésima manera. el
tercer paso se puede hacer de ny; maneras.

(a) Use un diagrama de drbol para verificar que toda la operacién se puede
hacer de
m ny
3y
1

= J-

maneras diferentes.

(b) Con respecto al inciso (b) del ejercicio 1.1, use la formula del inciso (a) pa-
ra verificar que hay 32 maneras en las que el estudiante puede prepararse
durante 4 horas, cuando mucho, para la prueba en tres dias consecutivos.

1.4 Demuesire que si ny es igual a la constante i1, y ny, €s igual a la constante n,,
la férmula del inciso (a) del ejercicio 1.3 se reduce a la del teorema 1.2.

T El uso de subindices dobles se explica cn el apéndice A.
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L5

L6

1.7

1.8

19

En una serie final del campeonato entre dos equipos de baloncesto. el ganador

es el primer equipo que gane m juegos.

(a) Contando separadamente el nimero de series finales que requieren m,
m + 1,....y2m — 1 juegos, muestre que el nimero total de resultados
diferentes (secuencias de juegos ganados y juegos perdidos de uno de los

equipos) es

() (o) e ()

(b) (Cudntos resultados diferentes hay para una final de “2 de 3", una final de
“3 de §” y una final de “4 de 7"?

Cuando n es grande, se puede aproximar n! por medio de la expresién
—_— n
V2mn (;)

llamada la férmula de Stirling. donde ¢ es la base de los logaritmos naturales.
(Se puede encontrar una derivacién de esta férmula en el libro de W. Feller ci-
tado entre las referencias al final de este capitulo.)

(a) Utilice la férmula de Stirling y obtenga las aproximaciones para 10! y 12!,
también encuentre los porcentajes de error de estas aproximaciones al
compararlas con los valores exactos, dados en Ia tabla VII.

(b) Use la férmula de Stirling y obtenga una aproximacién para el niimero de
manos de bridge de 13 cartas que se pueden dar con una baraja ordinaria
de 52 cartas de juego.

Use la féormula de Stirling (véase ¢l ¢jercicio 1.6) para aproximar 2n! y n!,
muestre que

()

n
o

En algunos problemas de la teoria de la ocupacién nos interesa el nimero de
maneras en que ciertos objetos distinguibles se pueden distribuir entre personas,
urnas, cajas o celdas. Encuentre una expresion para el nimero de formas en
que se pueden distribuir r objetos distinguibles entre n celdas y tsela para en-
contrar el mimero de maneras en que se pueden distribuir tres libros diferen-
tes entre 12 estudiantes, en una clase de literatura inglesa.

En algunos problemas de la teorfa de la ocupacién nos interesa de cuédntas ma-
neras se pueden distribuir ciertos objetos indistinguibles entre personas, urnas,
cajas o celdas. Encuentre una expresién para el nimero de maneras en que se
pueden distribuir r objetos indistinguibles entre n celdas y dsela para encontrar
el nimero de maneras en que un panadero puede vender cinco hogazas (indis-
tinguibles) de pan a tres clientes. (Sugerencia: Podrfamos argumentar que
L|LLL|L presenta el caso donde los tres clientes compran una hogaza, tres ho-
gazas, y una hogaza, respectivamente, y que LLLL| |L representa el caso don-
de los tres clientes compran cuatro hogazas, ninguna hogaza y una hogaza. Asf,
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debemos buscar ¢l nimero de mancras en que podemos arreglar las cinco H y
las dos barras verticales.)

En algunos problemas de la teoria de la ocupacién nos interesa el nimero de
maneras en que ciertos objetos indistinguibles se pueden distribuir entre indivi-
duos, urnas, cajas o celdas con al menos uno en cada celda. Encuentre una ex-
presion para el nimero de maneras en que r objelos indistinguibles s¢ pueden
distribuir entre n celdas con al menos una en cada celda y vuelva a trabajar en
la parte numérica del ejercicio 1.9, donde cada uno de los tres clicntes obtiene
al menos una hogaza dec pan.

Cuando no hay tablas disponibles, a veces es conveniente determinar los cocfi-
cientes binomiales por medio del sigwiente arreglo, llamado tridngulo de Pascal:

donde cada hilera empieza con un I, termina con un 1, y cada uno de los de-
mds elementos es la suma de los dos elementos mds cercanos de la hilera que
estd inmediatamente arnba. En este tndngulo, el elemento résimo en la nésima

. . o fn= . -
hilera es ¢l coeficiente binomial ( ) Construya las dos hileras siguientes

(séptima y octava) del tridngulo y escriba las expresiones binomiales de

(x + yPylx+y).
Demuestre el teorema 11.1 mediante la expresién de todos los coeficientes bi-
nomiales en términos de factoriales y después simplifique en forma algebraica,

Al expresar los coeficientes binomiales en términos de factoriales y simplificar
en forma algebraica. demuestre que

(a) (:) - fl:_r;j—l(rj 1)‘
o ()ert (),
o (000

1.14 Sustituya los valores apropiados para x y y en la férmula del teorema 1.9, para

demostrar que

(@) 20(’:) e
(b) zn(—l)(’:) =0
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L1S

L16

117

1.18

119

1.20

121
1.22

o 50~ p-e

Por medio de la aplicacién repetida del teorema 1.11, demuestre que

Use el teorema 1.12 para demostrar que
AORIH
r=10 r n

n - .

Demuestre que . r( r) = n2"" ! haciendo x = 1 en el teorema 1.9, después
r=0

diferenciando las expresiones en ambos lados con respecto a y, y finalmente

sustituyendo y = 1. X
Vuelva a trabajar en el ejercicio 1.17 usando el inciso (a) del ejercicio 1.14 y el
inciso (c) del ejercicio 1.13.

Si n no es un entero positivo o cero, la expansion binomiat de (1 + y)' produ-
ce, para —1 < y < 1, la serie infinita

R

donde (J:) _nln—1)- r'-(g —r+1)
cién generalizada de coeficdentes binomiales (que concuerda con la de la péagi-

na 13 para valores enteros positivos de n) para evaluar

w (3)2(3)

(b) V'S escribiendo V'5 = 2(1 + })'? y usando los primeros cuatro términos

de la expansi6n binomial de (1 + 1)

Con respecto a la definicién generalizada de los coeficientes binomiales en el
ejercicio 1.19, demuestre que

@ ()= (1)
o ()= (=) (" ) paso

Encuentre el coeficiente de x’y*z* en la expansion de (x + y + z)°.

parar=1,2,3,.... Use esta defini-

Obtenga el coeficiente de x’y*z3w en la expansion de (2x + 3y — 4z + w).

1.23 Demuestre que
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(o) = G =)+ (™5
ny, ny, L, 0y no— 1,n,.....n nyon, = 1. n

( > )
ﬂl.n ""‘”l 1

expresando todos estos coeficientes multinomiales en términos de factoriales y
stmplificando en forma algebraica.

APLICACIONES

1.24

1.25

1.26

1.27

1.28

Hay cuatro rutas, A, B, Cy D, entre la casa de una persona y el lugar donde
trabaja, pero la ruta B es de un solo sentido, de modo que no puede tomarla
cuando va a su trabajo, v la ruta C es de un solo sentido, de modo que no pue-
de tomarla cuando va rumbo a casa.

(a) Trace un diagrama de 4rbol que muestre las diversas maneras en que la
persona puede ir y venir del trabajo.

(b) Trace un diagrama de 4rbol que muestre las diversas maneras en gue pue-
de ir y venir del trabajo. sin tomar la misma ruta en ambos sentidos.

Una persona con $2 en su bolsillo apuesta $1, contra la misma cantidad, en un
“volado™ o lanzamiento de una moneda y continia apostando $1 en tanto tie-
ne dinero. Trace un diagrama de 4rbol para mostrar las diversas situaciones que
pueden suceder durante los primeros cuatro lanzamientos de la moneda. Des-
pués del cuarto lanzamiento, ;en cudntos casos estard

(a) exactamente sin ganar ni perder;,

(b) exactamente adelante por $27

Suponga que en la Serie Mundial de béisbol (en la cual el ganador es el primer
equipo que gana cuatro juegos) el campeén de la Liga Nacional aventaja al
campeon de la Liga Americana por tres juegos a dos. Construya un diagrama
de drbol para mostrar de cuéintas maneras pueden ganar o perder estos equipos
el juego o los juegos restantes.

El entrenador de un campo de golf almacena dos juegos idénticos de palos de
golf para mujer, reordenando al final de cada dia (a fin de entregar temprano
en la mafnana siguiente) si y sélo si vendié ambos. Trace un diagrama de 4rbol
para demostrar que st ¢l empieza un lunes con dos juegos de palos, hay en to-
tal ocho diferentes maneras en que puede vender durante los primeros dos dfas
de esa semana.

Por muchos siglos, contar el nimero de resultados en los juegos de azar ha si-
do un pasatiempo popular. Esto era de interés no sélo porque el juego (por di-
nero) estaba de por medio, sino también porque los resultados de los juegos de
azar a menudo se interpretaban como designio divino. Asf fue que hace atrede-
dor de mil afios, un obispo, de lo que ahora es Bélgica, determiné que existen
56 maneras diferentes en las que tres dados pueden caer a condicién que uno
esté interesado sélo en el resultado global y no en qué hace cada dado. Asign6
una virtud a cada una de estas posibilidades y cada pecador tenia que concen-
trarse durante cierto tiempo en la virtud que correspondfa a su tirada de dados.
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1.29

1.30

1.31

1.32

1.33

1.M4

1.35

1.36

1.37

(a) Encuentre ¢l nimero de maneras en que tres dados pueden caer con el
mismo ndmero.

(b) Obtenga ¢l nimero de maneras en que dos de los tres dados pueden caer
con el mismo ndmero de puntos y el tercero caiga con un nimero diferente.

(c) Determine el niimero de maneras en que los tres dados pueden caer con
nimeros diferentes.

(d) Usec los resultados de las partes (a), (b) y (c) para verificar los calculos del
obispo de que hay en total 56 posibilidades.

Si la NCAA tiene solicitudes de seis universidades para ser el anfitrién de los
campeonatos interuniversitarios de tenis en 1998 y 1999, ;de cudntas maneras
pueden seleccionar al anfitridén para estos campeonatos

(a) siambos no se van a celebrar en la misma universidad;

(b) si ambos pueden realizarse en la misma universidad?

Las cinco finalistas del concurso sefiorita Universo son las representantes de
Argentina, Bélgica, Estados Unidos, Jap6n v Noruega. ;De cudntas maneras
pueden los jueces escoger a

(a) la ganadora y la primera suplente;

(b) la ganadora, la primera y la segunda suplentes?

En una eleccién primaria, hay cuatro candidatos para el puesto de alcalde, cin-

co para tesorero de la ciudad, y dos candidatos para procurador.

(a} (De cuédntas maneras puede un votanie marcar su boleta para elegir a los
tres funcionarios?

(b) (De cuéntas maneras puede una persona votar si ejerce su eleccion de no
votar por un candidato para alguno o todos estos puestos?

Una prucba de eleccién miiltiple consta de 15 preguntas, cada una permite una
eleccidn entre tres alternativas. ;De cudntas maneras diferentes puede una es-
tudiante marcar sus respuestas a estas preguntas?

El precio de un recorrido turistico por Europa incluye cuatro sitios qué visitar
que deben seleccionarse a partir de 10 ciudades. ;De cudntas maneras diferen-
tes se puede planear tal viaje

(a) sies importante el orden de las paradas intermedias:

(b) sino es importante el orden de las paradas intermedias?

¢{De cuantas maneras puede un director de televisiébn programar los seis dife-
rentes anuncios de un patrocinador, durante los seis espacios de tiempo asigna-
do para anuncios, durante un “especial” de una hora?

;De cudntas maneras puede el director de televisién del ejercicio 1.34 asignar
los seis espacios de tiempo para anuncios si el patrocinador tiene tres anuncios
diferentes, cada uno de los cuales se puede mostrar dos veces?

(De cudntas maneras puede el director de televisién del ejercicio 1.34 cubrir los
seis espacios de tiempo para anuncios si el patrocinador tiene dos anuncios di-
ferentes, cada uno de los cuales se puede mostrar tres veces?

;De cudntas maneras se pueden formar en linea cinco personas para subir a un

autobus? ;De cudntas maneras se puecden formar en linea si dos de¢ las perso-
nas se rehtisan a hacerlo una detrés de la otra?
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1.39

1.40

1.41

1.42

1.43

L4
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L.46

1.47

1.48

1.49

1.50

1.51
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¢De cudntas mancras pueden ocho personas formar un circulo para un baile
folkldrico?

(Cuantas permutaciones hay de las letras en la palabra

(a) “great” (grandioso);

(b} “greet” (saludo)?

Cudntas permutactones hay de las letras de la palabra “statistics™ (estadisti-
ca)? ;Cudntas empiczan y tcrminan con la letra s?

Un equipo colegial juega 10 partidos de futbol durante una temporada. ;De
cudntas mancras puede terminar la temporada con ¢inco juegos ganados. cua-
tro perdidos y un empate?

Si ocho personas estdn reunidas para comer, jde cudntas maneras diferentes tres
de ellas pueden ordenar pollo, cuatro ordenar carne y una ordenar langosta?

En el ejemplo 1.4 demostramos que una prueba de falso o verdadero que cons-
ta de 20 preguntas, sc pucde marcar de 1,048,576 maneras diferentes. ;De cudn-
tas maneras se puede marcar cada pregunta con falso o verdadero de modo que
(a) 7 estén correctas y 13 incorrectas:

{b)} 10 estén correctas y 10 incorrectas,

{c) al menos 17 estén correctas?

Entre los sicte candidatos para dos vacantes cn el consejo de una ciudad hay tres
hombres y cuatro mujeres. ; De cudntas maneras se pueden cubrir estas vacantes
{(a) con dos candidatos cualquiera de los siete:

(b) con dos de las cuatro mujeres;

{c) con uno de los hombres y una de las mujeres?

Entre 10 aparatos de television de un embarque, hay tres que estan defectuo-
sos. (De cuantas maneras puede un hotel comprar cuatro de estos aparatos y
recibir al menos dos de los aparatos defectuosos?

Ms. Jones tiene cuatro faldas, siete blusas y tres suéteres. ;De cudntas maneras
puede escoger dos de las faldas. tres de las blusas y uno de los suéteres para lle-
var en un viaje?

¢Cudntas manos de bridge diferentes pueden contener cinco espadas. tres dia-
manltes. tres tréboles y dos corazones?

Encuentre ¢l nimero de maneras en que una A, tres B, dos C y una F s¢ pue-
den distribuir entre siete estudiantes que toman un curso de estadistica.

Una coleccionista de arte, dueiia de 10 pinturas de artistas famosos, estd prepa-
rando su testamento. ;De cudntas maneras diferentes puede dejar estas pintu-
ras a sus tres herederos?

Un aficionado al béisbol tiene dos boletos para seis juegos diferentes en el ¢s-
tadio de los Cachorros de Chicago. Si tiene cinco amigos a quienes les gusta el
béisbol, (de cudntas maneras diferentes puede invitar a uno de ellos a cada uno
de los seis juegos?

Al final del dia. una pasteleria da todo lo que no se vendié a centros de acopio
de comida para los necesitados. Si. aj final de un dia dado. le quedan 12 paste-

les de manzana, ;de cuantas maneras diferentes puede distribuir estos pasteles
entre seis centros de comida para los necesitados?
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1.52 Con respecto al ejercicio 1.51, ;de cuantas maneras diferentes puede la paste-
leria distribuir los 12 pasteles de manzana si cada uno de los centros de comi-
da va a recibir al menos un pastel?

1.53 Un viernes por la maiiana, la tienda de articulos para profesionales de un club
de tenis tiene 14 latas idénticas de pelotas para tenis. Si para el domingo en la
noche se han vendido todas y s6lo nos interesa cudntas se vendieron cada dia,
{de cudntas maneras diferentes se pudieron haber vendido las pelotas de tenis
el viernes, el sdbado y ¢l domingo?

1.54 Vuelva a realizar el ejercicio 1.53, dado gue al menos dos de las latas de pelo-
tas para tenis s¢ vendieron en cada uno de los tres dias.
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2.1 INTRODUCCION

Histricamente, la forma mds antigua de definir probabilidades, ¢l concepto clasico de
probabilidad, se¢ aplica cuando todos los resultados posibles son igualmente probables,
como ¢s presumiblemente ¢l caso en la mayoria de los juegos de azar. Podemos ¢nton-
ces decir que si hav N posibilidades igualmente probables, de las cuales una debe ocu-
rrir y nt se consideran favorables, o como un “acierto,” entonces la probabilidad de un

TR n
“acierto” estd dada por la razon N

EJEMPLO 2.1
(Cudl es la probabilidad de sacar un as de una baraja ordinaria de 52 cartas de jucgo?
Solucién

Puesto que hay n = 4 ases entre las N = 52 carlas, la probabilidad de sacar un
as es 5‘5 = {5. (Se supone. por supuesto, que cada carla tiene la misma oportuni-
dad de salir.) A

Aunque las posibilidades igualmente probables se encuentran principalmente ¢n
los juegos de azar, el concepto cldsico de probabilidad también se aplica en una gran
variedad de situaciones donde se usan los dispositivos de juego para hacer selecciones
aleatorias (cuando se asigna al azar ¢l espacio de la oficina para los asistentes de ense-
fianza, cuando algunas familias de un municipio se escogen de manera que cada una ten-
ga la misma oportunidad de ser incluida en un estudio, muestra de cuando las partes de
una maquina s¢ cscogen para mspeccion de tal manera gue cada parte producida ten-
ga la misma oportunidad de ser scleccionada. y asi sucesivamente),

25
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Una deficiencia importante del concepto cldsico de probabilidad es su aplicacién
limitada, pues hay muchas situaciones en que las posibilidades que se presentan no pue-
den considerarse igualmente probables. Este serfa el caso, por ejemplo, si nos intercsara
la cuestion de si llovera cierto dfa, si nos interesara el resultado de una eleccidn, o si
nos concierne la mejoria de una persona enferma.

Entre los diversos conceptos de probabilidad, el mis ampliamente sostenido es,
la interpretacion de frecuencia de acuerdo a la cual la probabilidad de un evento (resul-
fado o0 siceso) es la proporcion de las veces en que eventos de la misma clase ocurri-
r4n en un largo plazo. Si decimos que la probabilidad de que un jet de Los Angeles a
San Francisco llegue a tiempo es de 0.84, queremos decir (de acuerdo con la interpreta-
cidn de frecuencia) que tales vuelos llegardn a tiempo 84% de las veces. En forma si-
milar, si ¢l servicio meteoroldgico predice que hay 30% de posibilidades de lluvia (esto
es, una probabilidad de 0.30), esto significa que bajo las mismas condiciones del clima
lloverd 30%. En términos mds generales, decimos que un evento tiene una probabili-
dad de, por ejemplo 0.90, en el mismo sentido en que podriamos decir que nuestro au-
tomévil arrancard en clima fric 90% del tiempo. No podemos garantizar lo que
sucederd en una ocasién en particular (el automdvil puede encender ahora y después
tal vez no) pero si llevamos registros durante un largo periodo, debemos encontrarnos
con que la proporcion de “aciertos™ es muy cercana a (.90,

Un punto de vista alternativo, que actualmente se ve favorecido, consiste en in-
terpretar las probabilidades como evaluaciones personales o subjetivas. Tales probabi-
lidades expresan la fuerza de lo que creemos respecto a las incertidumbres que estdn
en juego, y se aplican especialmente cuando hay poca o ninguna evidencia directa, as{
que no hay mds opcién que considerar evidencia colateral (indirecta), “suposiciones
educadas™, y quiz4 la intuicién u otros factores subjetivos.

El enfoque a la probabilidad que usaremos en este capitulo es el enfoque axio-
madtico, en el que las probabilidades se definen como “objetos matematicos™ que se
comportan de acuerdo a ciertas reglas bien definidas. Entonces, cualquiera de los con-
ceptos o interpretaciones de probabilidad anteriores se puede usar en aplicaciones en
tanto sea congruente con estas reglas.

2.2 ESPACIOS MUESTRALES

Puesto que todas las probabilidades pertenecen a la ocurrencia o no ocurrencia de
evenlos, expliguemos primero el significado de evente y de los términos relacionados
experimento, resultado y espacio muestral.

En estadistica s¢ acostumbra denominar experimento a cualquier proceso de obser-
vacién o mediciéon. En este sentido, un experimento puede consistir en el sencillo proce-
so de verificar si un interruptor estd encendido o apagado; puede consistir en contar las
imperfecciones en un pedazo de tela; o puede consistir en el tan complicado proceso de
medir la masa de un electrén. Los productos de un experimento, ya sean lecturas de ins-
trumentos, cuentas, respuestas “si” o “no”, o valores obtenidos mediante calculos extensos,
se conocen como resultados del experimento.
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Al conjunto de todos los posibles resultados de un experimento se le conoce como
¢l espacio muestral v sucle representarse con la letra 5. Cada resultado de un espacio
muestral se llama elemento del espacio muestral o simplemente un punto de la muestra.
Si el espacio muestral ticne un nimero finito de elementos, podemos enumerar los ele-
mentos en Ja notacion usual de conjuntos; por ejemplo, ¢! espacio muestral de los posi-
bles resultados de tirar una moneda se puede escribir como

5= {HT}

donde H y T representan cara y cruz. Los espacios muestrales con un nimero de ele-
mentos grande, o infinito, se describen mejor con un enunciado o una regla; por ¢jem-
plo. si los posibles resultados de un experimento son el conjunto de automéviles
equipados con radios de banda civil, el espacio mucstral se puede escribir

5 = {x]x es un automovil con radio de BC}

Esto se lee “S es el conjunto de toda x tal que x es un automdvil con radio de BC”. De
la misma forma, si § es el conjunto de los enteros positivos impares, escribimos

S={2%+1k=012..)

La manera ¢n que formulemos el espacio muestral en una situacién dada depen-
derd del problema que se tenga. 5i un experimento consiste en lanzar una vez un dado
y nos interesara qué lado queda hacia arriba, usariamos el espacio muestral

5, = {1,2,3,4.5,6}

Sin embargo si sélo nos interesara que la cara que queda hacia arriba sea par o impar,
usar{famos ¢l espacio de muestreo
§, = {par, impar}

Esto demuestra que bien se¢ pueden usar diferentes espacios muestrales para des-
cribir un experimento. En general, es deseable usar espacios muestrales cuyos elementos
no se puedan dividir (partir o separar) en clases de resultados mds primitivos o mds ele-
meruales. En otras palabras, es preferible que un elemento de un espacio mucsiral no re-

presente dos o mds resultados que son distinguibles en alguna manera. Asi, en la
ilustracién precedente §, seria preferible a §,.

EJEMPLO 2.2

Describa un espacio muestral que sea apropiado para un experimento en el que tira-
mos un par de dados, uno rojo y uno verde.

Solucién

El espacio muestral que proporciona la mayor informacion consiste en los 36 pun-
tos dados por

S ={(x.y)lx=1.2,....6:y =1.2.., 6}

donde x representa el nimero en que cay¢ el dado rojo y y representa el nidme-
ro del dado verde. Un segundo espacto muestral, adecuado para la mayoria de los
propgdsitos (aunque menos deseable en general ya que proporciona menos infor-
macién), estd dado por
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5, = {2.3,4,.... 12}

donde los elementos son los totales de los nitmeros en que cayeron los dos dados.
A

Los espacios muestrales se suelen clasificar de acuerdo al nimero de elementos
que contienen. En el ejemplo anterior los espacios muestrales S, y §, contenfan un ni-
mero finite de elementos; pero si se lanza una moneda hasla que aparezca una cara por
primera vez, esto podria suceder en el prnimer lanzamiento, el segundo lanzamiento, el
tercer lanzamiento, el cuarto lanzamiento, ..., y hay infinitamente muchas posibilidades.
Para este experimento obtenemos el espacio muestral

S = {H, TH, TTH, TTTH, TTTTH,... }

con una secuencia interminable de elementos Pero aun en este caso el nimero de ele-
mentos se puede igualar uno a uno con los nitmeros enteros y en este sentido se dice que
el espacio muestral es contable. Si el espacio muestral contiene un nimero finito de ele-
mentos o un nimero infinito aunque contable de elementos, s¢ dice que es discreto.

Los resultados de algunos experimentos no son ni finitos ni contablemente infi-
nitos. Tal es el caso, por ejemplo, cuando uno realiza una investigacion para determinar
la distancia a la que cierta marca de automéviles viajara, con una ruta de prueba pres-
crila, con 3 litros de gasolina. Si suponemos que la distancia es una variable que puede
medirse con cualquier grado de exactitud deseado, hay una infinidad de posibilidades
(distancias) que no se pueden igualar uno a uno con los nimeros enteros. También, si
queremos medir la cantidad de tiempo que dos sustancias quimicas tardan cn reaccio-
nar, las cantidades que forman el espacio muestral son infinitas en nimero y no son
contables. Asi, los espacios muesirales no necesitan ser discretos. Si un espacio mues-
tral consiste en un continuo. tal como los puntos de un segmenio de linea o todos los
puntos de un plano, se dice que es continuo. Los espacios muestrales continuos surgen
en la préctica siempre que los resultados de los experimentos son mediciones de pro-
piedades fisicas. como temperatura, velocidad, presién, longitud, ..., que se¢ miden con es-
calas continuas.

2.3 EVENTOS

En muchos problemas nos interesan resultados que no son dados directamente por un
¢lemento especifico de un espacio muestral.

EJEMPLO 2.3

Con respeclo al primer espacio muestral §, en la pédgina 27, describa el evento A en
que el nimero de puntos obtenidos con el dado sea divisible entre 3.

Solucién

Entre 1,2,3.4,5 y 6,s56lo 3 y 6 son divisibles entre 3. Por consiguiente, A estd re-
presentado por ¢l subconjunto (3, 6} del espacio muestral §,. A
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EJEMPLO 2.4

Respecto al espacio muestral S, del ejemplo 2.2, describa el evento B en que el nime-
ro de puntos obtenidos con ¢l par de dados es 7.
Solucién
Entre las 36 posibilidades, sélo (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4. 3), (5. 2) y (6, 1) dan un to-
tal de 7. Asi, escribimos
B = {(1.6),(2.5).(3.4},(4,3),(5.2), (6. 1)}

Observe que en la figura 2.1 el evento de que caiga un total de 7 con los dos da-
dos se representa con ¢l conjunto de puntos dentro de la regién limitada por la

linea punteada. A
Dado
verde
G- e "» @ ] (] .
S -‘.‘ - . . .
4 . l‘. .II‘ *« o @

T R S S Dado rojo
1 2 3 4 5 6

Fgura 2.1 Obtener un tolal de 7 con un par de dados.

De la misma manera, cualquier evento (desenlace o resultado) se puede identi-
ficar con un grupo de puntos, los que constituyen un subconjunto de un espacio mues-
tral apropiado. Tal subconjunto consta de todos los elementos de un espacio muestral
para los cuales ¢l evento ocurre y en probabilidad y estadistica identificamos el sub-
conjunto con el evento. Asi, por definicién. un evento e¢s un subconjunto de un espa-
€10 muestral.

EJEMPLO 2.5

Si alguicn dispara a un blanco tres veces y sdlo nos interesa si cada disparo da o no cn
¢l blanco, describa un espacio muestral apropiado, los elementos del espacio muestral
que constituyen ¢l cvento M que la persona no acertard en ¢l blanco tres veces segui-
das, y los elementos del evento N que la persona acertard una vez y fallard en dos oca-
SIOnEs.

Solucién

Si dejamos que 0y 1 representen una falla y un acierto respectivamente, las ocho
posibilidades (0.0,0), (1.0.0), (0. 1.0). (0.0, 1}, (1, 1, 0), (1,0, 1}, (0. 1, 1) y (L. 1. 1)
se pueden mostrar como en la figura 2.2. Asi, se puede ver que
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M = {(0,0,0)}

N = {(1.0,0),(0,1.0).(0.0,1)} A

Tercer
tiro
0.0,
©.0.1 {1.0. 1}
©.1.1) 0. 1.1
0
(0. 0,0) (. 'O)Prim-.r
Lo
L 1.0
(© ) (1. 1.0)
Segundo
uro

Figura 2.2 Espacio muestral para el ejemplo 2.5.

EJEMPLO 2.6

Construya un espacio muestral para la duracién de la vida atil de cierto componente
electrénico e indique ¢l subconjunto que represente el evento F de que el componen-
te falle antes del final del sexto afo.

Solucion

Si ¢t es la duracion de la vida atil del componente en aiios, el espacio muestral se
puede escribir § = {t|¢t 2 0}, y el subconjunto F = {¢|0 = 1 < 6} ¢s el evento
de que ¢l componente falle antes del final del sexto afio. A

De acuerdo a nuestra definicién, cualquier evento es un subconjunto de un espa-
cio muestral apropiado, pero debe observarse que la reciproca no es necesariamente
verdad. Para espacios muestrales discretos, todos los subconjuntos son eventos, pero en
¢l caso continuo algunos conjuntos de puntos més bien oscuros se deben excluir por ra-
zones matemdticas. Esto se examina con mds detalle en alguno de los textos avanzados
que se encuentran entre las referencias al final de este capitulo, pero no es importante
por lo que concierne al trabajo en este libro.

En muchos problemas de probabilidad nos interesan eventos gue en reahdad son
combinaciones de dos 0 més eventos, formados al tomar uniones, intersecciones y com-
plementos. Aunque el lector seguramente estard familiarizado con estos términos, revi-
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semos brevemente que si A y B son dos subconjuntos cualquiera de un espacio mues-
tral §, su unién A U B es el subconjunto de § que contiene todos los elementos que es-
tin en A, en B o en ambos; su interseccién A N B es el subconjunto de § que contiene
todos los elementos que estdn tanto en A como en B; y el complemento A” de A es el
subconjunto de S que contiene todos los elementos de S que no estan en A. En los ejer-
cicios 2.1 a 2.4 se puede encontrar algunas de las reglas que controlan la formacion de
uniones, intersecciones y complementos.

A menudo se describen los espacios muestrales y los eventos, particularmente las
relaciones entre eventos, por medio de diagramas de Vena, en los cuales ¢l espacio mues-
tral s¢ representa con un rectdngulo, en tanto que los eventos se denotan con regiones
dentro del recténgulo, usualmente con circulos o partes de circulos. Por ejemplo, las re-
giones sombreadas en los cuatro diagramas de Venn de la figura 2.3 representan, respec-
tivamente, al evento A, al complemento del evento A, a la unién de los eventos A y B,y
a la interseccién de los eventos A y B. Cuando estamos trabajando con tres eventos, por
lo comiin dibujamos los circulos como en la figura 2.4. Aqui, las regiones se numeran del
1 al 8 para facilitan la referencia.

AUB ANB

Figura 2.3 Diagramas de Venn.

A B

A
a%
A

C

Figura 2.4 Diagrama de Venn.
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A y B son mutuamente excluyentes A estd contenido en B

Flgura 2.5 Diagramas que muestran relaciones especiales entre eventos.

Para indicar las relaciones especiales entre eventos, a veces dibujamos diagramas
como los de la figura 2.5. Aqui, el de la izquierda sirve para indicar que los eventos A
Y B son mutuamente excluyentes; esto es, que los dos conjuntos no tienen elementos en
comiin {0 que los dos eventos no pueden ocurrir al mismo tiempo). Cuando A y B son
mutuamente excluyentes, escribimos A N B = @, donde @ denota el conjunto vacio,
el cual no tiene elemento alguno. El diagrama de la derecha sirve para indicar que A
estd contenido en B, y simbélicamente lo expresamos con A C B.

EJERCICIOS

2.1 Use diagramas de Venn para verificar que
(a) (AU B)U C es el mismo evento que A U (B U C);
(b) AN (BUC)es el mismo evento que (AN B)U(ANC);
(c) AU (BN C)esel mismo evento que (AU B)N (AU C).
2.2 Con diagramas de Venn verifique las dos leyes de De Morgan:
(a) (ANB) = A'UB";
(b) (AUB) = A'NB".
2.3 Use diagramas de Venn para verificar que si A estd contenida en B, entonces
ANB=AyANB =90
2.4 Con diagramas de Venn verifique que
@ (ANBYU(ANB)=A:
) (ANB)U(ANBYU(A'NB)=AUB:
(c) AU(A'NB)=AUB.

APLICACIONES
25 518 ={1,2,3,4,5,6,7.8,9}, A = {1,3,5,7},B = {6,7,8,9}, C = {2,4,8},
y D = {1,5,9}, liste los elementos de los subconjuntos de § que corresponden
a los siguientes eventos:
(a) A'NB; () (A’'NB)NC; (¢) B'UC;
@ (Bruc)nb; (e) A'NC; ) (Arnc)np.
2.6 Una empresa de electrénica planea construir un laboratorio de investigacién en

el sur de California y la direccién debe elegir entre locales en Los Angeles en San
Diego, en Long Beach, en Pasadena, en Santa Bérbara, en Anaheim, en Santa
Médnica, y en Westwood. Si A representa el evento de que escogerédn un local
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en San Diego o Santa Barbara, B representa el evento de que se decidirdn por
un sitio en San Diego o Long Beach, C representa el evento de que lo eligirdn
en Santa Barbara o Anaheim, y D representa el evento de que lo escogeran en
Los Angeles o Santa Bérbara, haga una lista de los elementos de cada uno de
los siguientes subconjuntos del espacio muestral, que consiste en ocho seleccio-
nes de local:

(a) A" {(b) D, (¢) CND;
(d) BNC; () BUC: (fy AUB;
(g) CUD; (h) {BUC): (i) BNC.

Entre los ocho automdviles que un vendedor tiene en su sala de exhibicidn, el au-
tomévil 1 es nuevo, ticne aire acondicionado, direccién hidrdulica y asientos de
cubo; el vehiculo 2, tiene un aftc de uso, tiene aire acondicionado, pero no tiene
ni direccién hidraulica ni asientos de cubo; el automaévil 3, tiene dos aitos de uso,
tiene aire acondicionado y direccién hidrdulica, pero no tiene asientos de cubo; la
unidad 4 tiene tres afios de uso, tiene aire acondicionado pero no tiene ni direc-
cidn hidrdulica ni asientos de cubo: el vehiculo 5 es nuevo, no tiene aire acon-
dicionado, ni direccién hidrdulica ni asientos de cubo; el automévil 6 tiene un afio
de uso, tiene direccién hidrdulica, pero no tiene ni aire acondicionado ni asien-
tos de cubo; el vehiculo 7 tiene dos afnos de uso, no tiene aire acondicionado, ni
direccién hidrdulica ni asientos de cubo; y 1a unidad 8 tiene tres ailos de uso, no
tiene aire acondicionado, pero tiene direccién hidriulica asf como asientos de cu-
bo. Si un cliente compra uno de estos automdviles y el evento de que compre un
vehiculo nuevo, por ejemplo, se representa con el conjunto {automdvit 1, automs-
vil 3}, indique en forma similar los conjuntos que representan los eventos de que
(a) se decida por un automdvil sin aire acondicionado;

(b) escoja una unidad sin direccién hidraulica;

{c) escoja un vehiculo con asientos de cubo;

(d) escoja un automdvil que tenga dos o tres afos de uso.

Con respecto al ejercicio 2.7, enuncie con palabras qué clase de automdévil esco-
gerd el cliente, si su eleccién estd dada por

(a) el complemento del conjunto del inciso (a);

(b) la unidn de los conjuntos de los incisos (b) y (c);

(¢} la interseccién de los conjuntos de los incisos (c) y (d);

(d) la intersecciin de los incisos (b) y (c) de este ejercicio.

Si la sefiora Brown compra una de las casas anunciadas para su venta en un dia-
rio de Seattle (en un domingo dado), T es el evento de que la casa tiene tres o
mis bafios. U es el evento de que tiene una chimenea, V es el evento de que

cuesta mas de $100,000, y W es el evento de que es nueva, describa (con pala-
bras) cada uno de los siguientes eventos:

(a) T, () U (c) V-
(d) W (€) TNU; (€ TNV,
(g) U'NYy, (th)y vuw, (1) vV Uw,

gy TUU (k) TUYV, )y vnw.



34

Capitulo 2: Probabilidad

2.10

2.11

212

Un hotel recreativo tiene dos camionetas, que usa para trasladar a sus huéspe-
des del hotel al aeropuerto y viceversa. Si la més grande de las dos camionetas
puede llevar cinco pasajeros y la mds pequeidia puede llevar cuatro pasajeros, el
punto (0, 3) representa el evento de que en un momento dado la camioneta mas
grande estd vacia, en tanto que las mds pequefia tiene tres pasajeros, el punto
(4. 2) representa ¢l evento de que en un momento dado la camionela més gran-
de tiene cuatro pasajeros en tanto que las més pequedia tiene dos pasajeros, ...,
dibuje una figura que muestre los 30 puntos del espacio muestral correspon-
diente. También, si E representa ¢l evento de que al menos una de las camione-
1as estd vacia, F representa el evento de que juntas llevan dos, cuatro o seis
pasajeros, y G representa el evento que cada una lleva el mismo nimero de pa-
sajeros. enumere los puntos del espacio muestral que corresponde a cada uno
de los siguientes eventos:

(@) E; (b) F, (c) G

(d) EUF (e) ENEF (f) FUG

(g) EUF, (h)y ENG"; W FOE.

Se lanza una moneda al aire una vez. Entonces, si cae cara, se tira un dado una

vez, si cae cruz, el dado se tira dos veces mds. Utilice la notacién en la que (H, 2).

por ejemplo, denota el evento de que la moneda cae cara y entonces el dado cae

en 2,y (T, T. T) denota ¢l evento de que la moneda cae cruz tres veces segui-

das, para enumerar

{a} los 10 elementos del espacio muestral S;

(b) los elementos de § que corresponden al evento A de que caiga exactamen-
te una cara;

(c) los elementos de $ que corresponden al evento B de que caiga al menos
dos veces cruz o un nimero mayor que 4.

Un juego electrénico contiene tres componentes dispuestos en el circuito en se-
rie paralelo de la figura 2.6. En un momento dado cualquiera, cada componen-
te puede estar en operacién o no, y ¢l juego funcionaré sélo si hay un circuito
ininterrumpido de P a Q. Sea A el evento de que el juego funcionard; sea B el
evento de que el juego funcionard aunque €l componente x no esté en opera-
cién; y sea C el evento de que el juego funcionard aunque €l componente y no
esté en operacion. Use la notacién en la cual (0, 0, 1), por ejemplo, denota que
¢l componente z estd en operacién pero los componentes x y y no lo estén, y

(a} enumere los elementos del espacio muestral § y también los elementos de
S que corresponden a los eventos A, By C;

(b) determine qué pares de eventos, A y B, A y C o B y C, son mutuamente
excluyentes.

X

¥

Figura 2.6 Diagrarmna para el ejercicio 2.12.
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2.13 Un experimento consiste en tirar un dado hasta que aparezca un 3. Describa el
espacio muestral y determine
(a) cudntos elementos del espacio muestral corresponden al evento de que el 3
aparezca en el késimo tiro del dado;
(b) cudntos elementos del espacio muestral corresponden al evento de que el
3 no caerd después del késimo tiro del dado.

214Si S=|{x|0<x<10}, M= {x|3<x=8},y N=[x[5<x<10|,

encuentre
(a) MUN; (b) MNN;
(¢c) MN N, (d) MUN.,

2.15 Exprese simbélicamente el espacio muestral § que consiste en todos los puntos
{x.y) sobre o dentro de una circunferencia de radio 3 centrado en el punto (2, —3).

2.16 En la figura 2.7, L es el evento de que una conductora tenga seguro de respon-
sabilidad civil y C es el evento de que tenga seguro contra accidentes. Exprese
con palabras qué eventos estin representados en las regiones 1,2,3y 4.

Flgura 2.7 Diagrama de Venn para el ejercicio 2.16.

2.17 Con respecto al ejercicio 2.16 y la figura 2.7, ; qué eventos estdn representados en
(a) las regiones 1 y 2 juntas;
{b) las regiones 2 y 4 juntas;
{c) las regiones 1,2 y 3 juntas;
{d) las regiones 2, 3 y 4 juntas?

2.18 Enlafigura 2.8, E, T, y N son los eventos de que un automévil en un taller ne-
cesile una reparacién mayor del motor, reparaciones en la transmisién o neu-
mdticos nuevos. Con palabras exprese los eventos representados en

Flgura 2.8 Diagrama de Venn para el ejercicio 2.18.
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219

2.20

221

(a) regibn 1;

(b) regidn 3;

(c) regién 7,

(d) regiones 1 y 4 juntas;

(e) regiones 2 y 5 juntas;

(f) regiones 3,5,6y 8 juntas

Con respecto al ejercicio 2.18 y la figura 2.8, enumere Ia regién o combinacién de

regiones que represente los eventos de que un automévil en el taller necesite

(a) reparaciones de la transmisién. pero no reparacién mayor del motor ni
neum4aticos nuevos;

(b) una reparacién mayor del motor y reparaciones de la transmision;

(c) reparaciones de la transmisién 0 neumdticos nuevos, pero nNO una repara-
cién mayor del motor;

{(d) neumdticos nuevos.

En un grupo de 200 estudiantes universitarios, 138 estdn inscritos en un curso

de psicologia, 115 estdn en un curso de sociologia, y 91 estan inscritos en am-

bos. ;Cudntos de estos estudiantes no estan inscritos en ninguno de los cursos?

(Stegerencia: Dibuje un diagrama de¢ Venn apropiado y anote los niimeros aso-

ciados con las diversas regiones.)

Una organizacion de investigacion de mercado afirma que, de 500 compradores
entrevistados, 308 compran regularmente el producto X, 266 el producto Y, 103
compran regularmente ambos, y 59 no compran ninguno en forma regular. Utili-
ce un diagrama de Venn y anote el mimero de compradores asociado con las di-
versas regiones para verificar si el resultado de este estudio debe ponerse en duda.

De 120 visitantes de Disneylandia, 74 permanecieron en ¢l parque por lo menos 3

horas, 86 gastaron al menos $20. 64 tomaron ¢l paseo del Matterhorn, &) se que-

daron al menos 3 horas y gastaron por lo menos $20. 52 permanecieron cuando

menos 3 horas y tomaron ¢l paseo del Matterhom. 54 gastaron al menos $20 y to-

maron el paseo del Matterhomn y 48 permanecieron 3 horas cuando menos, gasta-

ron al menos $20 y tomaron el paseo del Matterhom. Dibuje un diagrama de Venn

con tres circulos (como ¢l de la figura 2.4) y anote los nimeros asociados con las

diversas regiones, encuentre cudntos de los 120 visitantes a Disneylandta

(a) permanecieron en el parque al menos 3 horas, gastaron $20 por lo menos,
pero no tomaron ¢l paseo del Matterhorn;

(b) tomaron el paseo del Matterhom. pero permanecieton en el parque me-
nos de 3 horas y gastaron menos de $20;

(c) permanecieron en el parque menos de 3 horas, gastaron al menos $20, pe-
10 nO tomaron ¢l paseo del Matterhorn.

2.4 LA PROBABILIDAD DE UN EVENTO

Para formular los postulados de probabilidad. seguiremos Ia préctica de denotar los even-
tos mediante letras maytsculas, y escribiremos la probabilidad del evento A como P(A),
la probabilidad del evento B como P(B), y asi sucesivamente. Como antes, denotaremos
el conjunto de todos los resultados posibles, el espacio muestral, con la letra S.
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Las probabilidades son los valores de una funcién dc conjunto, también conocida
como medida de probabilidad, ya que, como veremos, esta funcién asigna ndmeros rea-
les a los diversos subconjuntos de un espacio muestral S. Tal como los formularemos aqui,
los postulados de probabilidad se aplican s6lo cuando el espacio mucstral S es discreto.

POSTULADO 1 La probabilidad de un evento es un ndmero real no negativo; es-
to es, PIA) 2 0 para cualquier subconjunto A de S.

POSTULADO 2 PiS) = 1.
POSTULADO 3 Si A, A;, A,,..., es una secuencia finita o infinita de eventos
mutuamente excluyentes de S, entonces

P(A,UA,UA U ) = P(A)) + P(A;) + P(A;) +

Los postulados per se no requieren demostracion, pero si se va a aplicar la teoria
resultante debemos demostrar que se satisfacen los postulados cuando damos a las pro-
babilidades un significado “real”. llustremos esto aqui, en relacién con la interpretacion
de frecuencia; la relacién entre los postulados y €l concepto cldsico de probabilidad se
cxaminard en 1a pigina 41, mientras que la relacién entre los postulados y las probabi-
lidades subjetivas se deja al lector para su examen en los ejercicios 2.34 y 2.56.

Puesto que las proporciones siempre son positivas o cero, €l primer postulado es-
t4 en completo acuerdo con la interpretacién de frecuencia. El segundo postulado enun-
cia indirectamente que la certidumbre esta identificada con una probabilidad de 1:
después de todo, siempre se supone que debe ocurrir una de las posibilidades en §, y
es a este evento cierto que asignamos una probabilidad de 1. Hasta donde concierne a
la interpretacién de frecuencia, una probabilidad de 1 implica que ¢l evento en cues-
tién ocurrird 100% de las veces o, en otras palabras, que ocurrira con certeza.

Tomando el tercer postulado en el caso mas simple, que es para dos eventos mu-
tuamente excluyentes A, y A,, se puede ver fécilmente que se cumple por la interpre-
tacion de frecuencia. Si un evento ocurre, digamos, 28% de las veces, otro evento ocurre
39% de las veces, y ambos eventos no pueden ocurrir al mismo tiempo (es decir, son
mutuamente excluyentes), entonces uno o el otro ocurrird 28 + 39 = 67% de las ve-
ces. Asf, el tercer postulado se cumple, y el mismo tipo de argumento se¢ aplica cuando
hay mds de dos eventos mutuamente excluyentes.

Antes de que estudiemos algunas de las consecuencias inmediatas de Jos postulados
de probabilidad, subrayemos el punto que los tres postulados no nos dicen cémo asignar pro-
babilidades a Jos eventos; ellos meramente r  ringen las maneras en que se puede hacer.

EJEMPLO 2.7

Un experimento tiene cuatro resultados posibles, A, B, C y D, que son mutuamente exclu-
yentes. Explique por qué las siguientes asignaciones de probabilidades no estdn permitidas:

(a) P(A) = 0.12, P(B) = 0.63, P(C) = 0.45, P(D) = —0.20;

_9 _ 4 =27 = A
(b) P(4) = 120'P(B) B 120‘P(C) - 120‘P(D) 120" -
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Solucién

(a) P(D) = —0.20 viola el postulado 1;
9 45 27 46 127
(b) P(S)—P(AUBUCUD)—120+120+120+120—120?’=1.

y esto viola el postulado 2. A

Por supuesto, en la préctica real las probabilidades se asignan con base en la ex-
periencia pasada, sobre la base de un andlisis cuidadoso de las condiciones subyacen-
tes, sobre la base de juicios subjetivos, o sobre la base de suposiciones —algunas veces
la suposicién de que todos los resultados posibles son equiprobables.

Para asignar una medida dc probabilidad a un espacio muestral, no es necesario
especificar la probabilidad para cada subconjunto posible. Esto es afortunado, pues un
espacio muestral con tan pocas como 20 resultados posibles ya tiene 220 = 1,048,576 sub-
conjuntos [la {6rmula general resulta directamente del inciso (a) del ejercicio 1.14),y el
nimero de subconjuntos crece muy rdpidamente cuando hay 50 resultados posibles, 100
resultados posibles o mds. En vez de enumerar las probabilidades de todos los subcon-
juntos posibles, a menudo listamos las probabilidades de los resultados individuales, o
puntos muestra de S, y entonces hacemos uso del teorema siguiente.

TEOREMA 2.1 Si A es un evento en un espacio muestral discreto S, entonces
P{A) esigual a la suma de las probabilidades de los resultados individuales que
abarcan A.

Demostracién. Sean O, O,;, O,. ..., la secuencia finita o infinita de resul-
tados que abarcan el evento A. As{

A = 01U02U03

y puesto que los resultados individuales, las O, son mutuamente excluyentes, el
tercer postulado de la probabilidad nos da

P(A) = P(O\) + P(O;) + P(O3) + -
Esto completa la prueba. v

Para usar este teorema, debemos poder asignar probabilidades a los resultados
individuales de los experimentos. Los ejemplos siguientes ilustran cémo se hace esto en
algunas situaciones especiales.

EJEMPLO 2.8

Si lanzamos dos veces una moneda balanceada, ;cudl es la probabilidad de sacar al me-
nos una cara?

Solucion

El espacio muestral es § = {HH, HT, TH,TT}, donde H y T denotan cara y
cruz. Puesto que suponemos que la moneda est4 balanceada, estos resultados son
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igualmente posibles y asignamos a cada punto muestra la probabilidad de 1 De-
notemos con A el evento que sacamos al menos una cara, obtenemos A =
{HH, HT, TH} y

P(A) = P(HH) + P(HT) + P(TH)

+1

1
+ =
14

A

T N

EJEMPLO 2.9

Un dado estd arreglado de manera que cada namero impar tiene el doble de probabi-
lidad de ocurrir que un nimero par. Encuentre P{G), donde G es el evento que un nu-
mero mayor que 3 ocurra en un solo tiro del dado.

Solucion

El espacio muestral es § = {1,2,3,4, 5, 6}. Por tanto, si asignamos la probabi-
lidad w a cada numero par y la probabilidad 2w a cada nimero impar, encontra-
mos que 2w + w + 2w + w + 2w + w = 9w = 1 de acuerdo al postulado 2.
Se deduce que w = %, y

1

P(G)=§+ +

A

SR
L=A

1
9
Si un espacio muestral es contablemente infinito, se lendrdn gue asignar las pro-

babilidades a los resultados individuales mediante una regla matemdtica, preferente-
mente mediante una férmula ¢ una ecuacién.

EJEMPLO 2.10

Si para un experimento dado. O,. O,, O, ..., es una secuencia infinita de resultados. ve-
rificar que

P(O) = (—;-) parai = 1,2,3,...

es, realmente, una medida de probabilidad.

Solucion

Puesto que las probabilidades son todas positivas, queda por demostrar que
P(S) = 1. Al obtener
1 1 1 1
PS) =%+ "+ +—+
() 2 4 8 16
y mediante la férmula para la suma de términos de una progresién geométrica
infinita, encontramos que
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En relacién con ¢l ejemplo precedente, la palabra “suma” ¢n ¢l teorema 2.1 ten-
drd que ser interpretada para que incluya ¢l valor de una serie infinita.

Como veremos en el capitulo 5, la medida de probabilidad del ejemplo 2.10 seria
apropiada, por ejemplo, si O, es el evento de que una persona que lanza una moneda
balanceada obtendrd una cruz por primera vez en el iésimo lanzamiento de la moneda.
Asf, la probabilidad de que la primera cruz venga en el tercer, cuarto o quinto lanza-

miento de la moneda es
1\? 1\ (1)’ 7
— + | = -~ -
(2) (z) t\i) =%

v la probabilidad de que la primera cruz salga en un lanzamiento de nimero impar es

Aqui otra vez usamos la fé6rmula para la suma de los términos de una progresién geo-
métrica infinita.

Si un experimento es tal que podemos suponer probabilidades iguales para todos
los puntos muestra, como fue el caso en el ejemplo 2.8, podemos tomar ventaja del si-
guiente caso especial del teorema 2.1.

TEOREMA 2.2 Si un experimento puede resultar en cualquiera de N resultados
diferentes igualmente probables, y si n de estos resultados juntos constituyen el
evento A, entonces la probabilidad del evento A es

P(4) = =

Demostracion. Representemos los resultados individuales en S con O,

1
0, ,..., Oy cada uno con una probabilidad N Si A ¢s la unién de n de estos re-

sultados mutuamente excluyentes, y no importa cuales, entonces
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P(A) = P(O,VU0,U--UO,)
= P(0,) + P(O,) + - + P(O,)

1 1 1
=—-+......+...+......
N N N
n términos
_n v
N

Observe que la férmula P(A) = %del teorema 2.2 es idéntica con la del con-

cepto clasico de probabilidad (ver pagina 25). En verdad. lo que hemos demostrado
aqui es que el concepto clasico de probabilidad es congruente con los postulados de
probabilidad —resulta de los postulados en el caso especial donde los resultados indi-
viduales son todos equiprobables.

EJEMPLO 2.11

Se dice que una mano de poker de cinco cartas repartidas de un baraja de 52 cartas de jue-
go es un “full” si consiste en tres de un mismo valor y un par. Si todas las manos de cinco
cartas son igualmente probables. ;cudl ¢s la probabilidad de que le den un “full™?

Solucién

El mimere de manceras en que nos pueden dar un “full” en particular, digamos
4\( 4

tres reyes y dos ases, es (_; 5 ) Puesto que hay 13 maneras de seleccionar el

valor de la carta para las tres del mismo valor y para cada una de éstas hay 12 ma-

neras de seleccionar el valor de la carta para el par, en total hay

n=z(3)(3)

diferentes “fulles™. También el nimero total de manos de péker de cinco cartas ¢s
52)
N =
(3
y resulta de acuerdo al teorema 2.2 que la probabilidad de obtener un “full” es

2-2()(;)

= = 0.0014

(%)

P(A) =

n
N
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2.5 ALGUNAS REGLAS DE PROBABILIDAD

Basados en los tres postulados de probabilidad, podemos derivar muchas otras reglas
que tienen aplicaciones importantes. Entre ellas, los cuatro teoremas siguientes son con-
secuencia inmediata de los postulados.

TEOREMA 2.3 51 A y A’ son eventos complementarios en un espacio muestral S,
entonces

P(A’) =1 — P(A)

Demostracién.  En el segundo y tercer pasos de la prueba que sigue, usa-
mos la definicién de complemento, de acuerdo a la cual A y A” son mutuamente
excluyentes y A U A" = §. Asf, escribimos

1 =P(S) (por el postulado 2)
= P(AUA’)
= P(A) + P(A’)  (por el postulado 3)
y de ahf resulta que P{A'}) =1 — P(A). ¥

En relacién con la interpretacién de frecuencia, este resultado implica que si un
evento ocurre, digamos, 37% de las veces, entonces no ocurre 63% de las veces.

TEOREMA 24 P(0) = 0 para cualquier espacio muestral S.

Demostraciéon. Puesto que S y O son mutuamente excluyentesySU@ = §
de acuerdo con la definicion del conjunto vacio O, resulta que

P(S) = P(SU Q)
= P(S) + P(D) {por el postulado 3)

y, por tanto, que P{0) = 0. v

Es importante sefialar que no resulta necesariamente que si P(A) = 0 entonces
A = Q. En la préctica, a menudo asignamos la probabilidad 0 a eventos que, en térmi-
nos coloquiales, no sucederfan en un millén de afics. Por ejemplo, hay el ejemplo cldsi-
co que le asignamos una probabilidad de 0, al evento de un mono con una médquina de
escribir, escribird La Repiiblica de Platén palabra por palabra sin un error. Como vere-
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mos en los capitulos 3 y 6, es relevanic el hecho que P(A} = 0 no implica que A = O
es pertinente, especialmente, en el caso continuo.

TEOREMA 2.5 Si A y B son eventos en un espacio muestral Sy A C B, enton-
ces P(A) = P(B).

Demostracién. Puesto que 4 C B, podemos escribir
B=AU(A'NB)

como se¢ puede verificar facilmente mediante un diagrama de Venn. Entonces,
puesto que A y A' N B son mutuamente excluyentes, obtenemos

P(B} = P(A) + P(A'NB)  (por el postulado 3)

= P(A) (porel postulado 1) ¥

En palabras, este teorema enuncia que si A es un subconjunto de B, entonces
P(A) no puede ser mayor que P(B). Por ejemplo, la probabilidad de sacar un corazén
de un baraja ordinaria de 52 cartas de juego no puede ser mayor que la probabilidad de
sacar una carta roja. En verdad, 1a probabilidad es §, comparada con 1.

TEOREMA 2.6 0 = P{A) = | para cualquier evento A.

Demostracién. Usando el teorema 2.5 y el hecho que & C A C § para
cualquier evento A en §. tenemos

P(O) = P(A) = P(S)
Entonces, P(?) = 0y P(§) = | nos lleva al resultado que
0s PA)YS 1 v
A veces nos referimos al tercer postulado de probabilidad como la regla especial de

adidén; es especial en el sentido que los eventos A, A,, A,, ..., deben ser todos mutuamen-
te excluyentes Para dos eventos cualquiera A y B, existe la regla general de adicién:

TEOREMA 2.7 Si A y B son dos eventos en e] espacio muestral S, entonces

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Demostracién.  Si asignamos las probabilidades a, b, y ¢ a los eventos mu-
tuamente excluyentes A M B, A N B’y A’ N B como en el diagrama de Venn de
la figura 2.9, encontramos que



44

Capitulo 2: Probabilidad

P(AUB)=a+ b+ ¢
=(atb)+(cta)—a
= P(A) + P(B) — P(ANB) v

Figura 2.9 Diagrama de Venn para la demostracion del teorema 2.7.

EJEMPLO 2.12

En un zona metropolitana grande, las probabilidades son 0.86, 0.35 y 0.29 de que una
familia {escogida aleatoriamente para una encuesta de muesireo) tenga un aparato de
televisién a color, un aparato de televisién en blanco y negro, o ambas clases de apara-
tos respectivamente. ;Cudl es la probabilidad de que una familia posea cualquiera de
los dos o ambas clases de aparatos?

Solucién

Si A es el evento de que una familia en esta zona metropolitana tenga un apara-
to de television a color y B es el evento de que tiene un aparato blanco y negro,
tenemos P(A) = 0.86, P(B) = 035y P(A N B) = 0.29; al sustituir en la férmula
del teorema 2.7 nos da

P(AU B) = 0.86 + 0.35 — 0.29
= 0.92 Fy

EJEMPLO 2.13

Cerca de cierta salida de la carretera 1-17, las probabilidades son 0.23 y 0.24, de que un
camién parado en un retén tendréd frenos defectuosos o neumiaticos muy gastados. Tam-
bién, la probabilidad es 0.38 de que un camién parado en el retén tendra frenos defec-
tuosos y/o neumdticos muy gastados. ;Cudl es la probabilidad de que un camién parado
en este retén tendrd los frenos defectuosos asf como los neuméiticos muy gastados?

Solucibn

Si B es el evento que un camién parado en el retén tendrd frenos defectuosos
y T es el evento de que tendrd neumdticos muy gastados, tenemos P(B) = 0.23,
P(T) = 024y P(B U T) = 0.38; al suslituir en la férmula del teorema 2.7 nos da

038 = 023 + 024 — P(BNT)
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Al resolver para P(B (N T), obtenemos
PBNT)=023+024 — 038 =0.09 A

Al usar repetidamente la férmula del teorema 2.7, podemos generalizar esta re-
gla de adicién de manera que se aplique a cualquier nimero de eventos. Por ejemplo,
para tres eventos obtenemos

TEOREMA 2.8 Si A, B y C son tres cventos cualquiera en el espacio muestral §,
entonces

P(AUBUC) = P(A) + P(B} + P(C) — P{ANBEB) -~ P(ANC)
—P(BNC)+ P(ANBNC)

Demostracién. Al escribir AU B U C como AU (B U C) y al aplicar la
férmula del teorema 2.7 dos veces, una vez para P{4 U (B U C)] y una vez para
P(BU (). obtenemos

P(AUBUC) = P[AU(BU ()]
= P(A) + P(BUC) — PlLAN (B U ()]
= P(A) + P(B) + P(C) — P(BN C)
- P[AN(BUC)]

Entonces, usamos la ley distributiva que se pidié al lector que verificara en el in-
ciso (b) del ejercicio 2.1, encontramos que

PIAN(BUC)] = P{ANB)U (AN C)]
= P(ANB) + PLANC) — P[{ANB)N (AN ()]
= P(ANB) + PLANC) — PLAN BN C)
yportanloque
P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(ANB) — P(ANC)
—P(BNC)+PLANBNC) v

(En el ejercicio 2.30 se pedird al lector que dé una demostracién alternativa de
este teorema, basado en el método usado en ¢l texto para demostrar el teorema 2.7.)

EJEMPLO 2.14

Si una persona acude con su dentista, supongamos que la probabilidad de que le lim-
pic la dentadura es 0.44, la probabilidad de que le tape una caries es 0.24, la probabili-
dad de que se le extraiga un diente es 0.21, la probabilidad de que se le limpie la
dentadura y le tape una caries es 0.08, la probabilidad de que le limpie la dentadura y
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le extraiga un diente es (.11, la probabilidad de que le tape una caries y le saque un
diente es 0.07, y la probabilidad de que le limpie la dentadura, le tape una caries y le
saque un diente es 0.03. ;Cudl es la probabilidad de que a una persona que acude con
su dentista se le haga por 1o menos una de estas cosas?

Solucion

Si C es el evento que a la persona se le limpie la dentadura, F es el evento que se
le tape una caries, y E es el evento de que se le saque un diente, se nos da
P(C) = 044, P(F) = 024, P(E) =021, P(CNF) =008, P(CN E) = 0.11,
P(FNE) =007y P(CN FN E) = 0.03, y la sustitucién en la férmula del teo-
rema 2.8 nos da

P(CUFUE) =044 4+ 024 + 021 — 0.08 — 0.11 — 0.07 + 0.03
= 0.66 A

EJERCICIOS
2.23 Use las partes (a) y (b) del ¢jercicio 2.4 para demostrar que
(a) P(A) = P(ANB);
(b) P(A) = P(AUB).
2.24 Con referencia a la figura 2.9, verificar que
P(ANB') = P(A) — P(AN B)
2.25 Con referencia a la figura 2.9 y haciendo que P(A’ N B’) = d, verificar que
P(A'NB')=1—- P(A) - P(B) + P(AN B)
2.26 El evento que “A o B pero no ambos™ ocurrird se puede escribir como
(ANB)YU(A'NB)
Exprese la probabilidad de este evento en términos de P(A), P(B) y P(AN B}.
2.27 Use la f6rmula del teorema 2.7 para demostrar que
(a) P(ANB) s P(A) + P(B);
(b) P(IANB) 2 P(A) + P(B) — 1.

228 Use el diagrama de Venn de la figura 2.10 con las probabilidades a, b, ¢, d, e, f
ygasignadasaANBNC,ANBNC',...,y AN B’ N C para mostrar que si
P(A) = P(B) = P(C) = 1, entonces P(A N BN C)} = 1. (Sugerencia: Empiece
con ¢} argumento que puesto que P(A) = 1,se concluyequee=c=f =0.)

229 D¢é una demostracion alternativa del teorema 2.7 usando las relaciones
AUB= AU(A’ﬁB)yB = (AnB)U(A’ﬂB).

2.30 Use el diagrama de Venn de la figura 2.10 y el método por el que se demostré
el teorema 2.7 para probar el teorema 2.8
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2.10 Diagrama para los ejercicios 2.28, 2.30 y 2.31.

Repetir ¢l método de demostracién usado en el ejercicio 2.30 para demosirar que

P(AUBUCUD) = PA) + P(B) + P(C) + P(D) — P(AN B)
—P(ANC)—P(AND)— PBNC) — P(BND)
-P(CND)+ PLANBNC) + PIANBN D)
+PANCND)+ P(BNCN D)
-PANBNCND)

(Sugerencia: Con respecto al diagrama de Venn de la figura 2.10 divida cada una
de las ocho regiones en dos partes, designando a una estar dentro de D y la otra
fuera de D yseana, b,c,d,e, f, g, 1,0, j, k. I, m, n, oy p las probabilidades aso-
ciadas con las 16 regiones resultantes.

Demuestre por induccién que

P(E,UE,LU--UE) = i P(E)

=]
para cualguier secuencia finita de eventos E|, E,, ...,y E,.
La ventsja dc que un evento ocurrird estd dada por la razén de la probabilidad
de que ¢l evento ocurra a la probabilidad de que no ocurra, siempre que nin-
guna de las probabilidades sea cero. L.a ventaja generalmente se indica en tér-

minos de enteros positivos que no tienen un factor en comiin. Mostrar que si la
ventaja es g a b de que un evento ocurrird, su probabilidad es

__a
a+ b

Se pueden determinar las probabilidades subjetivas al exponer a las personas a
situaciones donde se corren riesgos y al encontrar la ventaja a la cual conside-
rarian justo apostar al resultado. La ventaja entonces se convierte en probabi-

P
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lidades por medio de la formula del ejercicio 2.33. Por ejemplo, si una persona
siente que la ventaja de 3 a 2 es ventaja justa de que una empresa comercial
tendri €xito (0 que serfa justo apostar $30 contra $20 a que tendra éxito), la

probabilidad es

T+ 0.6 de que la empresa comercial tendré éxito. Demuestre

que si las probabilidades subjetivas se determinan de esta manera, satisfacen
(a) el postulado 1 en la pégina 37,

{b) el postulado 2.

Véase también el ejercicio 2.56.

APLICACIONES

2.35 Un experimento tiene cinco resultados posibles, A, B, C, D,y E, que son mu-
tuamente excluyentes. Verifique si las asignaciones de probabilidades siguientes
son permisibles y expliquc sus respuestas

(a) P(A) = 020, P(B) = 020, P(C) = 0.20, P(D) = 020y

P{E) = 0.20;
(b) P(A) = 021, P(B) = 0.26, P(C) = 0.58, P(D) = 001y
P(E) = 0.06;
(c) P{A) = 0.18, P(B) = 0.19, P(C) = 0.20, P(D) = 0.21 y
P{E) =022,
(d) P(A} =010 P(B) = 030, P(C) = 0.10, P(D) = 060 y
P(E) = —0.10;
(c) P(A)} =023, P(B) = 0.12, P(C) = 005, P(D) = 050y
P{E)} = 0,08.
2.36 Si A y B son mutuamente excluyentes, P(A) = 037y P(B) = 0.44, encontrar
(@) P(A’); (b) P(B') (c) P(AUB)
(d) P(ANB): (e) P(ANB); (fy P(A'NB).

2.37 Explique por qué hay un error en cada una de las siguientes declaraciones:

(a) La probabilidad de que Jean apruebe ¢l examen de la barra de abogados
es 0.66 y la probabilidad de que no lo pase es —0.34.

(b} La probabilidad d¢ que ¢] equipo de casa gane un juego de futbol venide-
ro es 0.77, la probabilidad de que se empate el juego es 0.08, y la probabi-
lidad de que gane o empate ¢l juego es 0.95.

(c) Las probabilidades de que una secretaria cometa 0,1, 2, 3, 4. 5 o0 més erro-
res al mecanografiar un informe son, respectivamente, 0.12,0.25,0.36,0.14,
0.09 y 0.07.

(d) Las probabilidades de que un banco reciba 0, 1, 2, 3 0 mas cheques malos
en un dia dado son, respectivamente, 0.08, 0.21. 0.29 y 0.40.

2.38 Supongamos que a cada uno de los 30 puntos del espacio muestral del ejercicio
2.10 se le asigna la probabilidad 3;. Encuentre las probabilidades de que en un
momento dado
(a) al menos una de las camionetas esté vacia;

(b) cada una de las camionetas transporte ¢l mismo nimero de pasajeros:
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(¢) la camioneta mas grande transporte mas pasajeros que la camioneta mds

pequefia,
{d) juntas transporten al menos seis pasajeros.

2.39 Las probabilidades de que la facilidad de darle servicio a una nueva médquina

240

241

242

243

2.4

de rayos X se clasifique como muy dificil, dificil. promedio, facil o muy facil son.
respectivamente, 0.12, 0.17, 0.34, 0.29 y 0.08. Encuentre fas probabilidades de
que la facilidad de darle servicio a la maquina se clasifique

(a) dificil o muy dificil:

(b} ni muy dificil ni muy facil:

(c) promcdio o peor:

(d) promedio o mejor.

Un departamento de policia necesita neumaéticos nuevos para sus carros patru-
Has y las probabilidades son 0.15, 0.24, 0.03, 0.28, 0.22 y 0.08 respectivamente
que comprard neumadticos Uniroval. neumaiticos Goodyear, neumdticos Miche-
lin, ncumaticos General, neumaticos Goodrich o neumdticos Armstrong. En-
cuentre Jas probabilidades de que compraré

{a) neumdlticos Goodyear o Goodrich;

(b) neumaticos Uniroyal, Michelin, o Goodrich;

{¢) neumdticos Michelin, o Armstrong;

(d) neumdticos Uniroyal , Michelin, General, o Goodrich.

Un sombrero contiene veinte papeletas blancas numeradas del 1 al 20, diez pa-
peletas rojas numeradas del 1 al 10, cuarenta papeletas amarillas numeradas del
| al 40, y diez papeletas azules numeradas del 1 al 10. Si estas papeletas se mez-
clan muy bien para que cada una tenga la misma probabilidad de salir, encuen-
tre las probabilidades de sacar una papcleta que sea:

{a) azul o blanca;

{b) numerada 1,2,3.405;

(c) roja o amarilla y numerada 1,2,3 0 4;

(d) numerada. 5, 15, 25 0 35;

(¢) blanca y con nimero mayor que 12 0 amarilla y con nimero mayor que 26.

Cuatro candidatos estin buscando una vacante ¢n un conscjo escolar. Si A tie-
ne ¢l doble de posibilidades que B de ser elegido, y a A y a B se¢ le dan las mis-
mas oportunidades de ser electos, micntras que C tiene ¢l doble de posihilidades
que D de ser electo, geudles son las probabilidades de que

(a) C gane:
(b) A no gane.

Dos cartas se cxtraen aleatoriamente de una baraja de 52 cartas de juego. Encuen-
tre la probabilidad de que ambas cartas sean mayores que 3 y menores que 8.

En un jucgo de poker. cinco cartas sc reparten aleatoriamente de una baraja
ordinaria de 52 cartas de jucgo. Encuentre las probabilidades de sacar

{(a) dos pares (dos valores cualquiera distintos gue ocurren dos veces exactamente)
(b) cuatro de una clase (cuatro cartas con ¢l mismo valor).
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En un juego de Yahtzee, se tiran simultaneamente cinco dados balanceados. En-
cuentre las probabilidades de sacar

(a) dos pares;

(b) tres de una clase;

(c) un “full” (tres de una clase y un par);

(d) cuatro de una clase.

De los 78 doctores del personal de un hospital, 64 tienen seguro contra tratamien-
to err6neo, 36 son cirujanos y 34 de los cirujanos tienen seguro contra tratamiento
erréneo. Si uno de estos doctores se escoge al azar para representar al personal
del hospital en una convencién de la A.M.A. (esto es, cada doctor tiene una pro-
babilidad de 55 de ser seleccionado), ;cudl es la probabilidad de que el seleccio-
nado no sea un ciryjano y no tenga seguro contra tratamiento erréneo?

Explique sobre la base de las diversas reglas de los ejercicios 2.23 a 2.27 por

qué hay un error en cada uno de los siguientes enunciados:

(a) La probabilidad de que llueva es 0.67, y la probabilidad de que llueva o
nieve es de 0.55.

(b) La probabilidad de que una estudiante obtenga una calificacién aprobato-
ria en inglés es (.82, y la probabilidad de que obtenga una calificacién
aprobatoria en inglés y francés es 0.86.

(c) La probabilidad de que una persona que visite el zoolégico de San Diego

vea las jirafas es 0.72, la probabilidad de que vea los osos es de 0.84 y la
probabilidad de que vea ambos es 0.52.

Dado P{A) = 0.59, P(B) = 030y P(A N B} = 0.21, encontrar

(a) P(AUB), (b) P(ANBY);

(c) P(A"UB); (d) P{A'NB).

Para parejas casadas que viven en cierto suburbio, la probabilidad de que el ma-

rido vote en una eleccion del consejo escolar es de 0.21, 1a probabilidad de que
la esposa vote es de 0.28, y la probabilidad de que ambos voten es de 0.15.
(Cudl es la probabilidad de que al menos uno de ellos vote?

Una profesora de biologia tiene dos asistentes graduados que la ayudan con su

investigacion. La probabilidad de que el mayor de los dos asistentes se ausente

en un dfa dado es 0.08, la probabilidad de que ¢l mas joven de los dos se ausen-

te en un dia dado es 0.05 y la probabilidad de que ambos se¢ ausenten en un dia

dado es 0.02. Encuentre las probabilidades de que

(a) cualquiera o ambos de los asistentes graduados esté ausente en cualquier
dia dado:;

(b) al menos uno de los dos asistentes graduados no esté ausente en cualquier
dfa dado;

(c) so6lo uno de los dos asistentes graduados esté ausente en cualquier dfa dado.

En ¢l Roanoke College se sabe que % de los estudiantes no viven en el campus.

También s¢ sabe que § de los estudiantes son oriundos del estado de Virginia y
que ; de los estudiantes son de fuera del estado o viven en el campus. ;Cudl es
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la probabilidad de que un cstudiante seleccionado aleatoriamente del Roanoke
College sea de fucra del estado y viva en el campus?

Suponga que si una persona visita Disneylandia, la probabilidad dc que vaya al
Crucero de la Jungla es 0.74, la probabilidad de que se suba al Monorriel es
0.70, la probabilidad dc¢ quc tome ¢l paseco del Matterhorn es 0.62, la probabili-
dad de que vaya al Crucero de la Jungla y se suba al Monormiel ¢s 0.52, la pro-
babilidad de que vaya a} Crucero de la Jungla asi como tome ¢l paseo del
Matterhorn es 0.46, la probabilidad de que se suba al Monorriel y tome ¢l pa-
seco del Matterhorn es 0.44, y la probabilidad de que haga estas tres cosas es
0.34. ;Cudl es la probabilidad de qu~ una persona que visite Disneylandia hard
al menos una de estas tres cosas?

Supongamos que si una persona viaja a Europa por pnimera vez, la probabili-
dad de que visite Londres es 0.70, la probabilidad de que visite Paris ¢s 0.64, la
probabilidad de que visite Roma es (.58, la probabilidad de que visite Amster-
dam es 0.58, la probabilidad de que visite Londres y Paris es 0.45, la probabili-
dad de que visite Londres y Roma es 0.42, la probabilidad de que visite Londres
vy Amsterdam es ()41, la probabilidad de que visite Paris y Roma es (.35, la pro-
babilidad de que visite Paris y Amsterdam es 0.39, la probabilidad de que visi-
te Roma y Amsterdam es .32, la probabilidad de que visite Londres, Parfs v
Roma es 0.23, la probabilidad de que visite Londres, Paris y Amsterdam es (.26,
la probabilidad de que visite Londres, Roma y Amsterdam es 0.21, la probabi-
lidad de que visite Parfs, Roma y Amsterdam es 0.20, y 1a probabilidad de que
visite todas estas cuatro ciudades es 0.12. ;Cudl es la probabilidad de que una
persona que viaja a Europa por primera vez visite al menos una de estas cua-
tro ciudades. (Sugerencia: Use la férmula del ejercicio 2.31.)

Use la férmula del ejercicio 2.33 para convertir cada una de las siguientes ven-

tajas en probabilidades:

(a) Sise escogen aleatoriamente tres huevos de una caja de 12 huevos de los
cuales tres estdn rotos, la ventaja es de 34 a 21 de que al menos uno de
cllos estara roto.

(b) Si una persona tiene ocho billetes de $1. cinco billetes de $5. v un billete
de $20, y aleatoriamente selecciona tres de ellos, la ventaja es de 11 a 2 de
que no todos serén billetes de $1.

(c) Sidisponemos arbitrariamente las letras de la palabra “nest”, la ventaja es
de 5 a 1 de que no obtendremos una palabra que signifique algo en inglés.

Use la definicidn de “ventaja™ dado en ¢l ejercicio 2.33 para convertir cada una
de las siguientes probabilidades a ventaja:

(a) La probabilidad de que el altimo digito de las placas de circulacion de un
automovil sea un 2,3.4.5,6 0 7 es de &.

(b) La probabilidad de sacar al menos dos caras en cuatro lanzamientos de
una moneda balanccada es %.

(¢) La probabilidad de tirar “7 u 11" con un par de dados balanceados es 2.

Si las probabilidades subjetivas se determinan por el método sugerido por ¢l
ejercicio 2.34, el tercer postulado de probabilidad puede no satisfacerse. Sin em-
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2.57

2.59

2.60

bargo, los proponentes del concepto de probabilidad subjetiva generalmente im-
ponen este postulado como un criterio de congruencia; en otras palabras, con-
sideran las probabilidades subjetivas que no satisfacen el postulade como
incongruentes.

{a) La directora de una secundaria piensa que la ventaja es 7 a S contra ella
para obtener un aumento de $1,(0N} y 11 a 1 contra ella de obtener un au-
mento de $2.000. Ademas, piensa que obtener uno de estos aumentos o el
otro es una apuesta pareja. Examine la congriuencia de las probabilidades
subjetivas correspondientes.

{b) Cuando a un funcionario de un partido politico le preguntan sobre su
futuro politico, responde que la ventaja es 2 a 1 a que no se postular4 para
la Cdmara de Representantes, y 4 a 1 a que no se postularé para el Senado.
Ademis, siente que la ventaja es 7 a 5 a que se postulard para una o el
otro. ;Son congruentes las probabilidades correspondientes?

Hay dos Porsches en una carrera de automdviles en Italia, y un reportero cree
que la ventaja contra que ganen esde 3 a 1 y de 5 a 3. Para ser congruente (véa-
se ¢l ejercicio 2.56), ;qué ventaja debe asignar el reportero al evento que uno
de los dos automdviles gane?

Si hacemos x = al nimero de puntos en las caras de arriba cuando se lanzan un
par de dados, entonces podemos usar el espacio de muestreo S, del ejemplo 2.2
para describir los resultados del experimento.

(a) Encuentre la probabilidad de cada resultado en §,.

(b) Verifique que la suma de estas probabilidades es 1.

Use un programa de computadora que pueda generar enteros aleatortamente
en el intervalo (0, 10) con iguales probabilidades, genere 1,000 de tales enteros
y use la interpretacién de frecuencia para estimar la probabilidad de que un en-
tero escogido aleatoriamente tenga un valor menor que 1.

Use el método del ejercicio 2.59, genere un segundo conjunto de enteros alea-
torios en ({3, 10). Estime la probabilidad de que A: un entero seleccionado aleato-
riamente del primer conjunto sea menor que 1 6 B: un entero seleccionado
aleatoriamente del segundo conjunto sea menor que 1.

(a) use la interpretacion de frecuencia de las probabilidades:;
(b) use ¢l teorema 2.7y P(AN B) = 0.25.

2.6 PROBABILIDAD CONDICIONAL

Cuando las probabilidades se citan sin especificar el espacio muestral pueden aparecer
dificultades con facilidad. Por ejemplo, si preguntamos la probabilidad de que un abo-
gado gane mas de $50,000 al afio, bien podria ser que obtuviéramos varias respuestas
diferentes y todas podrfan ser correctas. Una de ellas podria aplicarse a todos los gra-
duados de facultades de leyes, otra podria aplicarse a todas las personas con licencia pa-
ra practicar la profesién legal, una tercera podria aplicarse a todas aquellas dedicadas
activamente a la préctica de la profesién legal, y asf sucesivamente. Puesto que la elec-
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cién de un espacio muestral (esto es. el conjunto de lodas las posibilidades bajo consi-
deracion) no es siempre evidente por si mismo, a menudo ayuda a usar el simbolo
P{A|S) para denotar la probabilidad condicional del evento A relativa al espacio mues-
tral § 0, como también la llamamos, “la probabilidad de A dado $™. El simbolo P(A|S)
hace explicito que nos estamos refiriendo a un espacio muestral particular S, y es pre-
ferible que la notacidn abreviada P(A) a menos que la eleccidn tacita de S se entien-
da claramente. También es preferible cuando queremos referirnos a varios espacios
muestrales en el mismo ejemplo. Si A es el evento de gue una persona gane mds de
$50.000 al ailo, G es el evento de que una persona sea un graduado de la facultad de le-
yes, L es ¢l evento de que una persona tenga licencia para practicar la profesion legal, y
E es el evento de que una persona esté dedicada activamente a la préctica de la profe-
si6n legal. entonces P(A|G) es ta probabilidad de que un graduado de la facultad de
leyes gane mas de $50,000 al afio, P(A|L) es la probabilidad de que una persona con
licencia para practicar la profesién legal ganc mds de $50,000 al afo y P(AlE) es la
probabilidad de que una persona dedicada activamente a la practica de la profesion le-
gal gane md4s de $50,000 al afo.

En los siguientes ejemplos se ilustran algunas ideas relacionadas con las probabi-
lidades condicionales

EJEMPLO 2.15

Una organizacion de investigacién de los consumidores ha estudiado los servicios con ga-
rantfa proporcionados por las 50 agencias de automdviles nuevos en una cierta ciudad, y
en la tabla siguiente se resumen sus hallazgos

Buen servicio Mal servicio

de garantia de garantia
En operacion por 10 afios 0 mds 16 4
En operacion menos de 10 aiios 10 20

Si una persona selecciona aleatoriamente una de estas agencias de automdviles nuevos,
(cudl es la probabilidad de que seleccione una que proporciona buen servicio de garan-
tia? También, si una persona selecciona aleatoriamente una de las agencias que han
operado por 10 aftos 0 mds, jcudl es la probabilidad de que seleccione una agencia que
proporciona buen servicio de garantia?

Solucion

Por “aleatoriamenie™ queremos decir que, en cada caso, todas las selecciones son
igualmente probables y podemos por tanto usar la f{érmula del teorema 2.2. Si G
denota la seleccién de la agencia que proporciona buen servicio de garantia, y si
n(G) denota el nimero de elementos en G y n(S) el nimero de elementos en el
espacio muestiral completo, obtenemos

n(G) _ 16 + 10
n(s) ~ S0

Esto contesta la primera pregunta.

P(G) =

= 0.52
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Para la segunda pregunta, nos circunscribimos al espacio muestral reducido
que consta de la primera linea de la tabla, esto es, las 16 + 4 = 20 agencias que
han estado operando por 10 afios o més. De éstas, 16 proporcionan buen servicio
de garantfa y obtenemos

16
P(GIT) = 50 = 0.80

donde T denota la seleccién de una agencia que ha operado por 10 afios 0 més.

Esto responde la segunda pregunta y, como se dehié haber esperado, P(G|T) es
considerablemente més alta que P(G). A

Puesto que el numerador de P(G|T) es n(7 N G) = 16 en ¢l ejemplo preceden-
te, el nimero de agencias que han operado por 10 afios 0 m4s y brindan buen servicio
de garantia y el denominador es n( T, el nimero de agencias que han operado 10 afios
o mds. podemos escribir con simbolos

n(TNG)
n(T)

Entonces, si dividimos el numerador y el denominador entre n(S), el nimero total de
agencias de automgviles nuevos en la ciudad dada. obtenemos

P(GIT) =

n(TNG)
_ n(S) _ATNG)
P(GIT) = n(T) = ~rD
n(S)

y asf, hemos expresado la probabilidad condicional P{G|T) en términos de dos proba-
bilidades definida para todo el espacio muestral S.
Generalizando de lo anterior, definamos ahora la probabilidad condicional.

DEFINICION 2.1 Si A y B son dos eventos cualquicra en un espacio muestral S y
P(A) # 0, la probabilidad condicional de B dado A es

P(A N B)

P(B|A) = PUA)

EJEMPLO 2.16

Con respecto al ejemplo 2.15, ;cudl es la probabilidad de que una de las agencias que
ha operado menos de 10 aflos proporcionard buen servicio de garantia?



Seccion 2.6: Probabilidad condicional 55

Solucion

¢

! 10 + 20
50

=020y P(T") = ——_ " = 0,60, la sustitucién

Puesto que P{T'NG) = <0

en la férmula nos da

P(T' N G) _020 _1
P(T) 060 3

P(GIT) =

Aungue presentamos la férmula para P(B|A) por medio de un ejemplo donde las
posibilidades son igualmente probables, esto no constituye un requisito para su uso.

EJEMPLO 2.17

Con respecto a los dados amanados del ejemplo 2.9, ;cuél es la probabilidad de que el
nimero de puntos tirados sea un cuadrado perfecto? También, jcudl ¢s la probabilidad
de que sea un cuadrado perfecto dado que es mayor que 3?

Solucién

Si A es ¢l evento de que el nimero de puntos tirados sea mayor que 3y B es el
cvento de que cs un cuadrado perfecto, tencmos A = {4.5,6}. B = {1.4} v
AN B = {4}, Puesto que las probabilidades de tirarun 1,2,3,4,5 0 6 con ¢l da-
doson 2,3.2,1 2 v} (véase pagina 39). encontramos que la respuesta a la prime-
ra pregunta cs

2 1 1
PB)=5+5=3
Para determinar P(B|A). calculamos primero
| l 2 1 4
Entonces, al sustituir en la férmula de la definicion 2.1, obtencemos
1
_PAaNB) 9 _1
P(BlA) = PA) _ﬂ 2 A
9

Para verificar que la formula de la definicion 2.12 ha dado la respuesta “correc-
ta” en el ejemplo precedente, sélo tenemos que asignar probabilidad v a los dos ni-
meros pares en el espacio muestral reducido A y probabilidad 2v al nimero impar, de
tal manera gue la suma de las tres probabilidades sea igual a {. Asi tenemos
v+2v+v=1v=1y portanto, P(B|A) = ! como antes.

EJEMPLO 2.18

Un fabricante de partes de aeroplano sabe. por experiencia, que la probabilidad de que
una orden esté lista para embarque a tiempo ¢s 0.80. y de que esté lista para embarque
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a tiempo y también se entregue a tiempo es 0.72. ;Cudl es la probabilidad de que tal
orden se entregue a tiempo dado que estuvo lista para embarque a tiempo?

Solucion

Si R representa ¢l evento de que una orden esté lista para embarque a tiempo
y D sea el evento que se entregue a tiempo. tenemos P(R) =080 y
P(RN D) = 0.72, y resulta que

P(RND) 072
P(R) ~ 080

P(D|R) = = 0.90

Asi, 90% de los embarques se entregardn a tiempo con tal que sean embarcados
a tiempo. Advierta que P(R[D), la probabilidad de que un embarque que s¢ en-
tregd a tiempo también estuvo listo para embarque a tiempo, no se puede deter-
minar sin informacién adicional; para este propésito también tendriamos que
saber P(D). A

Si multiplicamos las expresiones de ambos lados de la férmula de la definicién
2.1 por P(A). obtenemos la siguiente regla de multiplicacién.

TEOREMA 2.9 Si A y B son dos eventos cualquiera en un espacio muestral Sy
P{A) # 0, entonces

P(AN B) = P(A)-P(B|A)

En palabras, la probabilidad de que A y B ocurran ambos es el producto de la proba-
bilidad de A vy la probabilidad condicional de B dado A. Alternativamente. si P(B) # 0,
la probabilidad de que A y B ocurran ambos ¢s €l producto dc la probahilidad dc B y la
probabilidad condicional de A dado B; con simbolos

P(AN B) = P(B}- P(A|B)

Para denvar esta regla alternativa de multiphcacion, intercambiamos A y 8 en la férmu-
la del teorema 2.9 y nos valemos del hechoque AN B = BN A,

EJEMPLO 2.19

Si seleccionamos aleatoriamente dos cinescopios en sucesién de un embarque de 240 ci-
nescopios, de los cuales 15 estdn defectuosos, ;cudl es la probabilidad de que ambos es-
tén defectuosos?

Solucién

Si suponemas probabilidades iguales para cada selecctén (que es lo que quere-
mos decir al seleccionar aleatoriamente cinescopios), la probabilidad de que el
primer cinescopio esté defectuoso es 35. v la probabilidad de que el segundo ci-
nescopio esté defectuoso dado que ¢l primer cinescopio estd defectuoso es %

Asi la probabilidad de que ambos cinescopios estén defectuosos es 15 28 = T373-
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Esto supone que estamos muestreando sin reemplazo; esio es, ¢l primer cinesco-
pio no se reemplaza antes de que se seleccione el segundo cinescopio. A

EJEMPLO 2.20

Encuentre las probabilidades de sacar aleatoriamente dos ases de una baraja ordinaria
de 52 cartas de juego si muestreamos

(a) sin reemplazo;
{b) con reemplazo.

Solucién

{a) Sila primera carta no se reemplaza antes de que se sagque la scgunda, la
probabilidad de sacar dos ases en sucesion es

4.3 _ 1
52 51 221
(b) Sila primera carta se reemplaza antes de que se saque la segunda, la pro-

babilidad correspondiente es

o4
52 82 169

En las situaciones descritas en los dos ejemplos precedentes hay un orden tem-
poral definido entre los dos eventos A y B. En general. éste no tiene que ser el caso
cuando escribimos P(A|B) o P(B|A). Por ejemplo. podriamos preguntar por la proba-
bilidad de que la primera carta que se saco sea un as dado que la segunda carta que se
sacé (sin reemplazo) es un as: la respuesta también seria 3.

El tieorema 2.9 sc puede generalizar ficilmente para que sea valido en més de dos

eventos; por ejemplo, para tres eventos tenemos

TEOREMA 2.10 Si A B y C son tres evenlos cualquicra en un espacio mucstral §
tal que P(A N B) #* 0, entonces

PIANBNC) = PA)-P(B|A)-P(CIAN B)

Demostracién. Escribiendo A N BN C como (A N B) N C y usando dos
veces la formula del teorema 2.9, obtenemos

P(ANBNC) = Pl(ANB)NC]
= P(ANB)-P(C|AN B)
= P(A)-P(BIA)-P(CIANB) v
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EJEMPLO 2.21

Una caja de fusibles contiene 20 fusibles, de los cuales cinco estdn defectuosos. Si se se-
leccionan tres fusibles aleatoriamente y se sacan de la caja en sucesién sin reemplazo,
(cudl es la probabilidad de que los tres fusibles estén defectuosos?

Solucién

Si A es el evento de que ¢l primer fusible esté defectuoso, B es el evento de que
el segundo fusible esté defectuoso, y C es ¢l evento de que el tercer fusible esté
defectuoso, entonces P(A) = %, P(BIA) = 4. P(CI|AN B) = § v la sustitu-
cién en la férmula nos da

5 4 3
P(AanC]=E'E--1§
_1,

114

Generalizaciones adicionales de los teoremas 2.9 y 2.10 a & eventos son simples,
y la f6rmula resultante se puede demostrar por induccion matemética.

2.7 EVENTOS INDEPENDIENTES

Hablando de manera informal, dos eventos A v 8 son independientes si la ocurrencia
o no ocurrencia de cualquiera de los dos no afecta la probabilidad de la ocurrencia del
otro. Para ilustrarlo tomemos el ejemplo precedente, donde las selecciones habrian si-
do independientes si cada fusible se hubiera reemplazado antes de que el siguiente se
seleccionara; la probabilidad de sacar un fusible defectuoso habria permanecido .

Con simbolos, dos eventos A y B son independientes si P(B|A) = P(B) y
P(A|B) = P(A), y se puede demostrar que cualquiera de estas igualdades implica a la
otra cuando ambas probabilidades condicionales existen, esto es, cuando ni P(A) ni
P(B) es igual a cero (véase el ejercicio 2.65).

Abhora, si sustituimos P(B) por P(B|A) en la férmula del teorema 2.9, obtenemos

P(AN B) = P(A)- P(BlA)
= P(A)- P(B)

y usaremos ¢sto como nuestra definicion formal de independencia.

DEFINICION 2.2 Dos eventos A y B son independientes si y sélo si
P(ANB) = P(A):-P(B)

Siguiendo los pasos en sentido inverso, podemos demostrar que la definicién 2.2 impli-
ca la definicion de independencia que dimos anteriormente.



Seccion 2.7: Eventos independientes 59

Si dos evenlos no son independientes, decimos que son dependientes. Al obtener
la formula de la definicién 2.2, suponcmos que P(B|A) existe y, por tanto, que
P(A) # 0. Por conveniencia matemitica, permitiremos que la definicion también sea
vilida cuando P(A) = Oylo P(B) = (0.

EJEMPLO 2.22

Se lanza una moneda tres veces y se supone que los ocho resultados posibles, HHH,
HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH v TTT, son igualmente probables. Si A es el even-
10 de que una cara ocurra en cada uno de los dos primeros lanzamientos, B es el evento
que una cruz ocurra en ¢l tercer lanzamiento y C es el evento que exactamente dos cru-
ces ocurren en los tres lanzamientos. demuestre que

(a) los eventos A y B son independientes:
(b) los eventos B y C son dependientes,

Solucién
Puesto que
A = {HHH. HHT}
B = {HHT . HTT, THT.TTT}
C = {HTT. THT.TTH}
AN B = {HHT}
BNC = (HTT, THT}

el supuesto de que los ocho resultados posibles son todos equiprobables nos da

P(A)=}, P(B)=1,P(C) =} PLANB)=3yP(BNC) =4

(a) Puesto que P(A)-P(B)=4-1 = 3= P(AN B), los eventos A y B son in-
dependientes.

(b) Puesto que P(B)- P(C)
independientes. A

1,2
2 8

2 # P(BN C). loseventos Ay B noson

En relacién con la definicioén 2.2, se puede demostrar que si A y B son indepen-
dientes, entonces también loson Ay B, A"y B.y A" y B'. Por ejemplo,

TEOREMA 2.11 Si A y B son independientes, entonces A y B' también son inde-
pendientes.

Demostracion. Puestoque A = (AN B)}U (A N B'), como se le pidié al
lector que demostrara en el inciso (a) del ejercicio 24, AN By A N B' son mu-
tuamente excluyentes, y A y B son independientes por suposicidn, tenemos

P(A) = P[(ANB)U{ANB)]
= P(ANB) + P(ANB")
= P(A)-P(B) + P(ANB)
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Resulta que
P(ANB') = P(A) — P(A)- P(B)
= P(A)-[1 — P(B)]
= P(A)-P(B’)
y de ahi que A y B’ sean independientes. v

En los ejercicios 2.66 y 2.67 se le pedird al lector que demuestre que si A y B son
independientes, entonces A’ y B son independientes y asiloson A"y B, ysiAy B
son dependientes, entonces A y B’ son dependientes.

Para extender el concepto de independencia a mis de dos eventos, definamos lo

siguiente

DEFINICION 2.3 Los eventos A, A,, ..., y A, son independientes si y s6lo si la
probabilidad de la interseccién de cualesquiera 2, 3,.... 0 &k de estos eventos es
igual al producto de sus probabilidades respectivas.

Para tres eventos A, B y C, por ejemplo, la independencia requicre que
P(ANB) = P(A)-P(B)
P(ANC) = PA)-P(O)
P(BNC) = P(B)-P(C)

P(ANBNC) = P(A)- P(B)- P(C)

Es de interés sefialar que tres o més eventos pueden ser independientes por pa-
rejas sin ser independientes.

EJEMPLO 2.23
La figura 2.11 muestra un diagrama de Venn con probabilidades asignadas a sus diver-
sas regiones. Verifique que A y B son independientes, que A y C son independientes y
gue B y C son independientes pero que A, B y C no son independientes.

Solucién
Como se puede ver en el diagrama, P{A) = P(B) = P(C) = 1, PANB) =
PANC)=P(BNC)=;yP(ANBNC) =1}.Asi,

= P(ANB)

b | —

P(A)-P(B) =

P(A)- P(C) = % = P(ANC)
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P(B)-P(C) = i = P(BNC)

pero

P(A)-P(B)-P(C) = % # PLANBNC) a

Figura 2.1 Diagrama de Venn para el ejemplo 2.23.

A propésito, al ejemplo anterior se le puede dar una interpretacién “real” al con-
siderar un cuarto grande que tiene tres interruptores separados que controlan las luces
del techo. Estas luces estaran encendidas cuando los tres interruptores estén “hacia arn-
ba” y por tanto también cuando uno de los interruptores est€ “hacia arriba™ y los otros
dos estén “hacia abajo”. Si A es el evento que el primer interruptor esté “hacia arriba”,
B es ¢l evento que ¢l segundo interruplor esté “hacia arriba™, y C es ¢l evento que el
tercer interruptor esté “hacia arriba”, el diagrama de Venn de la figura 2.11 muestra un
posible conjunto de probabilidades asociado con que los interruptores estén “hacia arn-
ba™ o “hacia abajo” cuando las luces del techo estan prendidas.

También puede suceder que P(AN BN C)=P(A)-P(B) - P(C)sinque A, By
C sean independientes por parejas: se le pedira al lector que verifique esto en el ejer-
cicio 2.68.

Por supuesto, si se nos da que ciertos eventos son independientes, la probabilidad
de que todos ocurran es simplemente el producto de sus respeclivas probabilidades.

EJEMPLO 2.24
Encuentre las probabilidades de obtener

(a) tres caras en tres lanzamicntos aleatorios de una maneda balanceada;

(b) cuatro seis y después otro nimero en cinco lanzamientos aleatorios de un
dado balanceado.



62 Capitulo 2: Probabilidad

Solucién

(a) Al multiplicar las probabilidades respectivas, obtenemos

2.8 TEOREMA DE BAYES

En muchas situaciones el resultado de un experimento depende de lo que sucede en va-
rias etapas intermedias. Lo siguiente es un ejemplo sencillo donde hay una etapa inter-
media que consta de dos alternativas:

EJEMPLO 2.25

La terminacién de un trabajo de construccién se puede retrasar a causa de una huelga.
Las probabilidades son 0.60 de que habrd una huelga, 0.85 de que ¢l trabajo de cons-
truccidn se termine a liempo si no hay huelga y 0.35 que el trabajo de construccion sc
termine a tiempo si hay huelga. ; Cudl es la probabilidad de que ¢l trabajo de construc-
cién se termine a tiempo?

Solucion

Si A es el evento de que el trabajo de construccién se terminard a tiempo y 8 es
el evento de que habré una huelga, se nos dan P(B) = 0.60, P(A|B’') = 085 y
P(A|B) = 0.35. Nos valemos de la férmula del inciso (a) del ejercicio 2.4, del he-
chode que A N By AN B’ son mutuamente excluyentes y de la forma altemna-
tiva dec la regla de multiplicaci6n, podemos escribir

P(A) = Pl(aAnB)U(ANE)]
= P(ANB) + P(ANB')
= P(B)-P(A|B) + P(B')-P(A|B’)
Entonces, al sustituir los valores numéricos dados, obtenemos
P(A) = {0.60)(0.35) + (1 — 0.60)(0.85)
= {).55 A

Una generalizacién inmediata de esta clase de situacién es el caso donde la eta-
pa intermedia permite k alternativas diferentes (cuya ocurrencia se denota por B,.
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B,,.... B,). Requiere el siguiente teorema, algunas veces llamado la regla de la proba-
bilidad total o la regla de eliminacion.

TEOREMA 2,12 Silos cventos B B.. ..., y B, constituyen una particion del es-
pacio muestral Sy P(B,) # Oparai=12,..., k. entonces para cualquier cven-
toAenS

PLA) = 3 P(B)-P(AIB)

Como fue definido en la nota al pie de la pagina 10, las B constituyen una particién del
espacio muestral si son mutuamente excluyentes por parejas y si su unién es igual a S.
Una demostracion formal del tcorema 2,12 consta, esencialmente, de los mismos pasos
del ejemplo 2.25 y se le deja al lector en el ejercicio 2.74.

EJEMPLO 2.26

Los miembros de una empresa de consultoria rentan automdviles de tres agencias de
renta de automéviles: 60% de la agencia 1. 30% de la agencia 2, y 10% de la agencia 3.
51 9% de los automéviles de la agencia 1 necesita una afinacion, 20% de los autos de
la agencia 2 necesitan una afinacion, y 6% de los autos de la agencia 3 necesitan una
afinacién, jcudl es la probabilidad de que un automovil rentado, entregado a la empre-
sa. necesite una afinacién?

Solucién

St A es el evento de que el automovil necesita una afinacion, y B, B, y B son los even-
1os de que el automévil venga de las agencias 1, 2 o 3, tenemos P(B,) = 0.60,
P(B,) = 0.30.P(B;) = 0.10.P(A|B,) = 0.09,P{A|B;)=020y P(A|B;) = C.06.
Al sustituir estos valores en la formula del teorema 2.12 obtenemos

P(A) = (0.60)(0.09) + (0.30)(0.20) + (0.10)(0.06)
= 0.12

Asi, 12% de todos los automoviles rentados entregados a esta empresa necesita-
ran una afinacion. A

Con respecto al gjemplo precedente, supongamos que nos interesa la siguiente
pregunta: si un automovil rentado entregado a la empresa de consultoria necesita una
afinacion, ;cudl es la probabilidad de que haya venido de la agencia de renta 2?7 Para
responder a preguntas de esta clase, necesitamos el siguiente teorema, llamado ¢l teo-
rema de Bayes:

TEOREMA 2.13 Si B,. B,,.... B, constituyc una particién del espacio mucstral §
y P(B,) # Oparai = 1,2,....k, entonces para cualquicr ¢vento A en S tal que
P(A) # 0
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P(B,)-P(A|B,
pa,1a) = P(B):PLA1B)
2 P(B)- P(AlB)
=]
parar = 1,2,.... k.
En palabras, la probabilidad de que €l evento A se haya alcanzado a través de la rési-
ma rama del diagrama dc arbol de la figura 2.12, dado que se alcanzé a través de una
de sus k ramas, ¢s la razén de la probabilidad asociada con la résima rama a la suma de
las probabilidades asociadas con todas las k ramas del arbol.
- P(ANB,)

Demosiracién. Escribimos P(B,|A) = W de acuerdo a la defi-
nicién de probabilidad condicional, sélo tenemos que sustituir P(B,)- P(A|B,)
con P(A N B,) y la férmula del teorema 2.12 por P(A). ¥

8 P{A|B A
. B 2 psyy- praisy
PAB) 2 psy - plais
etc.
P(A|B, A
)3 pa-prasy)
Figura 2.12 Diagrama de irbol para el teorema de Bayes.
EJEMPLO 2.27

Con respecto al ejemplo 2.26, st un automévil de renta entregado a la empresa de con-
sultorfa necesita una afinacion, ;cudl es la probabilidad de que provenga de la agencia

de renta 2?
Solucién
Al sustituir las probabilidades en la pdgina 63 en la férmula del teorema 2.13, ob-
lenemos
_ (0.30)(0.20)
P(B,l4) (0.60)(0.09) + (0.30)(0.20) + (0.10)(0.06)
_ 0,060
0.120
=05

Observe que aunque sélo 30% de los automdviles entregados a la empresa vie-
nen de la agencia 2, 50% de los automéviles que requieren una afinacién vienen
de esa agencia. A
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EfEMPLO 2.28

En un cierto estado, 25% de todos los automdviles emiten cantidades excesivas de con-
taminantes. Si la probabilidad es 0.99 de que un auto que emite canlidades excesivas de
contaminantes fallara las pruebas de emisién vehicular del estado, y la probabilidad ¢s
0.17 que un automdvil que no cmite cantidades excesivas de contaminantes aun asf fa-
llar4 la prueba, ;cudl es la probabilidad de que un auto que falla la pruecba emita can-
tidades excesivas de contaminantes?

Solucién

Si dibujamos esta situacién como ¢n la figura 2.13, encontramos que las probabilida-
des asociadas con las dos ramas del diagrama de drbol son = (0.25)(0.99) = 0.2475
y (1 — 0.25)(0.17) = 0.1275. Asf, la probabilidad de que un aute que falla la prue-
ba realmente emila cantidades excesivas de contaminanies s

02475

— - = .66
0.2475 + 0.1275

Por supuesto, estc resultado también se podia haber obtenido sin ¢l diagrama al
sustituir directamente cn la férmula del teorema de Bayes. A

B 099 A
* (0.25)(0.99) = 0.2475

017 A
* (0.75)(0.17) = 0.1275

Figura 2.13 Diagrama de drbol para el ejemplo 2.28.

Aunque el teorema de Bayes resulta de los postulados de probabilidad y la defini-
cién de probabilidad condicional. ha sido objeto de una amplia controversia. Es indudable
la validez del teorema de Bayes, pero numerosos argumentos han surgido sobre la asigna-
cién de probabilidades previas P(8,). También, una buena dosis de misticismo rodea al
teorema de Bayes porque supone una forma de razonamiento “al revés”. o a la “inversa”,

esto es. razonar “del efecto a la causa”. Por ejemplo. fallar la prueba es el efecto y emitir
cantidades excesivas de contaminantes es una causa posible (cjemplo 2.28).

EJERCICIOS

2.61 Demuestre que los postulados de probabilidad se satisfacen por las probabili-
dades condicionales. En otras palabras, demuestre que si P{B) # 0, entonces

(a) P(AIB) z 0

(b) P(B|B) =1

() P{A,UA,U-|B)=P(A,|B) + P(A,|B) + - para cualquier secuen-
cia de eventos mutuamente excluyentes 4, A,,....
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2.62 Demuestre por medio de ejemplos numéricos que P(B|A) + P(BIA’)
(a) puede serigualal;
(b) no necesita ser igual a .

2.63 Repitiendo el método de demostracion del teorema 2.10, muestre que
P(ANBNCND) = P(A)-P(BIA)-P(CIANB)-P(DIANBNC)
con lal que P(ANBNC) # 0.

2.64 Dados tres eventos A, By Clalesque PANBNC) # 0y P(ClANBKB) =
P(C|B), demuestre que P(A|BN C) = P(A|B).
2,65 Demuestre que si P(B|A) = P(B)y P(B) # 0, entonces P(A|B) = P(A).
2.66 Demuestre que si los evenios A y B son independientes, entonces
(a) los eventos A’ y B son independientes;
(b) los eventos A’ y B’ son independientes.

267 Demuestre que si los eventos A y B son dependientes, entonces los eventos A
y B’ son dependientes.

2.68 Tome la figura 2.14 como referencia para demostrar gue P(AN BN C) =

P(A)- P(B)- P(C) no implica necesariamente que A, B,y C son todos indepen-
dientes por parejas.

Figura Z.74 Liagrama para los ejerciios 2.68, 2.69y 2.70.

2.69 Tome la figura 2.14 como referencia para demostrar que si A es independiente de B
y A es independiente de C, entonces B no es necesariamente independiente de C.

2.70 Tome la figura 2.14 como referencia para demostrar que si A es independicente
de By A es independiente de C, entonces A no es necesariamente independien-
tede BUC.

2.71 Silos eventos A, B, y C son independientes, demuestre que
(a) Ay BN C son independientes:

(b) Ay BU C son independicntes:
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2.72 Demuestre que se deben satisfacer 2° — k — 1 condiciones para que k even-
tos scan independientes.

2.73 Para cualquier evento A, demuestre que A y @ son independientes.
2.74 Demuestre el teorema 2.12 valiéndose de la siguiente generalizacién de la ley
distributiva dada en el inciso (b) del ejercicio 2.1:

AN(BUBU--UB)=(ANB)JU(ANB,)U---U(ANB,)
APLICACIONES

2.75 Hay noventa aspirantes para un trabajo en el departamento de noticias de una
estacion de television. Algunos son egresados de la universidad y algunos no, al-
gunos de ellos tienen al menos tres afios de experiencia y algunos no la tienen,
el andlisis exacto es

Egresados de Nou egresados
la universidad de la universidad

Al menos tres afios de experiencia 18 9

Menos de tres afios de experiencia 36 27

Si el orden en que e! gerente de la estacidn entrevista a los aspirantes es alea-
torio, G ¢s el evento que el primer aspirante entrevistado sea un egresado de la
universidad, y 7 es el evento de que el primer aspirante entrevistado tenga al
menos tres afios de experiencia, determine cada una de las siguientes probabi-
lidades directamente de los asientos y de los renglones y columnas de la tabla:

(a) P(G); (b) P(T); (c) P(GNOT)
(dy P(G'NTY) (e) P(TIG): (Hy P(G'|T).
2.76 Use los resultados de ejercicio 2.75 para verificar que
PGNT
(a) P(TIG) = (P(—G))-
_ P(G'NT
(b)y P(G'IT) = e nT) iR )

2.77 Con respecto al ejercicio 2.46, ;cudl es la probabilidad de que el doctor escogi-
do para representar al personal del hospital en la convencion tenga seguro con-
tra tratamiento erréneo dado que es un cirujano?

2,78 Con respecto al ejercicio 2.49, ;/cudl es la probabilidad de que un marido vote
en la eleccién dado que su mujer va a votar?

2.79 Con respecto al ejercicio 2.51, ;cudl es la probabilidad de que uno de los estu-
diantes viva en ¢l campus dado que es de fucra del estado?

280 Una caja contiene 100 pelotas, de las cuales 25 son rojas, 40 son blancas, y 35
son negras. Si se seleccionan dos pelotas de la caja. ;cudl es la probabilidad que
una serd roja y una scrd blanca
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2.81

2.82

2.34

2.87

(a) sila primera pelota se reemplaza antes de sacar la segunda:
(b) sila segunda pelota se saca sin reemplazar la primera?

Se cree que las probabilidades son 0.20, 0.40, 0.30 y 0.10 de que los equipos de
balonceste de cuatro universidades, T, U, V y W, ganen ¢l campeonato de su
conferencia. Si se pone a la universidad U bajo vigilancia y se le declara inele-
gible para el campeonato, ;cudl es la probabilidad de que la universidad T ga-
ne el campeonato de la conferencia?

Con respecto al ¢jercicio 2.52, encuentre las probabilidades de que una perso-

na que visite Disneylandia

(a) viajard en el Monorriel dado que ird en Crucero de la Jungla;

(b) tomari el pasco del Matterhorn dado que ird al Crucero de la Jungla y via-
jari en el Monorrel;

(c) no ird al Crucero de la Jungla dado que viajard en el Monorriel y/o toma-
rd el paseo del Matterhorn;

(d) tomar4 el paseo del Matterhorn e ird al Crucero de la Jungla dado que no
viajard en el Monorriel.

(Sugerencia: Dibuje un diagrama de Venn y anote las probabilidades asociadas

con las diversas regiones.)

La probabilidad de sobrevivir a una cierta operacién de trasplante es 0.55. Si un
paciente sobrevive la operacién, la probabilidad de que su cuerpo rechace el
trasplante en menos de un mes es 0.20. ;Cudl es la probabilidad de que sobre-
viva a estas etapas criticas?

Se examinan canastas o cajas de huevo en busca de codgulos de sangre al re-
mover aleatoriamente tres huevos sucesivamente y examinar su contenido. Si
los tres huevos estdn bien, se embarca la caja; de otra manera se rechaza. ;Cudl
es la probabilidad de que una caja se embarque si contiene 120 huevos, de los
cuales 10 tienen codgulos de sangre?

Supongamos que en Vancouver, B. C., la probabilidad de que a un dia lluvioso
de otoiio le siga un dia lluvioso es 0.80 y la probabilidad de que a un dfa solea-
do le siga un dia lluvioso es 0.60. Encontrar las probabilidades de que a un dia
lluvioso de otoflo le siga

(a) un dia lluvioso, un dia soleado y otro dia lluvioso;

(b) dos dias soleados y después un dia lluvioso;

(c) dos dias lluviosos y después dos dias soleados;

(d) llueva dos dias mas tarde.

[Sugerencia: En el inciso (c) use !a férmula del ejercicio 2.63.]

Use la f[6rmula del ejercicio 2.63 para encontrar la probabilidad de escoger alea-
toriamente (sin reemplazo) cuatro congejillos de Indias de una jaula que contie-
ne 20 conejillos de Indias. de los cuales 15 estdn sanos y 5 estdn enfermos.

Se lanza dos veces un dado balanceado. Si A es el evento de que en el primer
tiro salga un ntiimero par, B es ¢l evento de que en el segundo tiro salga un mi-
mero par, y C es el evento de que ambos tiros resulten en el mismo niimero,
(son loseventos A, By C
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(a) independientes por parejas,

(b) independientes?

Un tirador certero acicrta ¢n cl blanco con una probabilidad de 0.75. §i se su-
pone independencia, encuentre las probabilidades de obtener

(a) un acierto seguido de dos fallas:
(b) dos aciertos y una falla en cualquier orden.

Una moneda esta arreglada de manera que las probabilidades de cara y cruz
son 0.52 y 0.48 respectivamente. Si la moneda se Janza tres veces, jcudles son las
probabilidades de sacar

(a) sélo caras:

(b) dos cruces y una cara en ese orden?

Un embarque de 1,000 partes conticne 1% de partes defectuosas. Encuentre la
probabilidad de que

(a) las primeras cuatro partes escogidas arbitrariamente para inspeccion no
sean defectuosas.

(b) la primera parte defectuosa se encontrara en la cuarta inspeccion.

Los registros médicos muestran que una cntre 10 personas en una cierta ciudad
tiene deficiencia tiroidea. Si se escogen aleatoriamentc 12 personas en esta ciu-
dad y se les hacen analisis, jcudl es la probabilidad de que al menos una de ellas
tenga una deficiencia tiroidea?

Si cinco de los 10 camiones repartidores de una compaiiia no satisfacen los es-
tandares de emisién y tres de ellos se seleccionan para una inspeccion, jcudl es
la probabilidad de que ninguno de los camiones seleccionados satisfard los es-
tdndares de emision?

Si una persona cscoge alcatoriamente cuatro de 15 monedas de oro que un
cambista tiene en almacén, y seis de las monedas son falsas, jcudl es la proba-
bilidad de que las monedas escogidas scan todas falsas?

Una tienda departamental que factura a sus clientes una vez al mes ha encon-
trado que si un cliente paga oportunamente en un mes, la probabilidad es 0.90
de que ¢l o ella también pague oportunamente el siguiente mes: sin embargo, si
un cliente no paga oportunamente en un mes, la probabilidad de que él o ella
pague oportunamente ¢l siguiente mes es solamente 0.40.

(a) ;Cudl es la probabilidad de que un cliente que paga oportunamente cn un
mes también pagard oportunamentie los tres meses siguientes?

(b) ¢Cudl es la probabilidad de que un cliente que no paga oportunamente ¢n
un mes tampoco pagaréd oportunamente los siguientes dos meses y después
haga un pago oportuno al mes siguicnte de ello?

Con respecto a la figura 2.15, verifique que los eventos A, B. C y D son inde-

pendicntes. Advierta que la regién que representa a A consta de dos circulos, y

también es asf para las regiones que representan By C.

En una planta clectrdnica, se sabe por experiencia previa que la probabilidad

es .84 de que un trabajador nuevo que haya asistido al programa de capacita-
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Figura 2.15 Diagrama para el gjercicio 2.95.

297

2.98

299

2.100

¢ién o adiestramiento de la compaiia cumplird con su cuota de produccion, y
la probabilidad correspondiente es 0.49 para un trabajador nuevo que no haya
asistido al programa de capacitacién de la compaiifa. Si 70% de todos los tra-
bajadores nuevos asisten al programa de capacitacion, ;cudl es la probabilidad
de que un trabajador nuevo cumplird con la cuota de produccién?

En un laberinto 7, a una rata se le da comida si voltea a la izquierda y una des-
carga de electricidad si voltea a la derecha. En el primer ensayo hay una pro-
babilidad de 50-50 de que la rata se voltee en cualquier direccién; entonces, si
recibe alimento en el primer ensayo, la probabilidad es 0.68 de que voltear4 a
la izquierda en el siguiente ensayo, y si recibe una descarga eléctrica en el pri-
mer ensayo, la probabilidad es 0.84 de que volteard a la izquierda en el siguien-
te ensayo. ;/Cudl es la probabilidad de que la rata voltee a ia izquierda en el
segundo ensayo?

Por experiencia se sabe que en una cierta industria 60% de todos los litigios en-
tre los trabajadores y la administracién son por salarios, 15% por las condicio-
nes de trabajo y 25% son sobre aspectos de prestaciones. También 45% de los
litigios por salarios se resuelven sin huelgas, 70% de los litigios por condiciones
de trabajo se resuelven sin huelgas y 40% de los litigios acerca de prestaciones se
resuelven sin huelgas. ;Cudl es la probabilidad de que un litigio entre trabaja-
dores y la administracién se resuelva sin una huelga?

Con respecto al ejercicio 2.98, ;cudl es la probabilidad de que si un litigio entre
los trabajadores y la administracién se resuelva sin una huelga, sea por salarios?

La probabilidad de que un accidente de un solo automdvil sea debido a frenos
defectuosos es 0.04, la probabilidad de que un accidente de un solo auto sea co-
rrectamente atribuido a frenos defectuosos es 0.82, y la probabilidad de que un
accidente de un solo auto sea incorrectamente atribuido a frenos defectuosos es
0.03. ;Cudl es la probabilidad de que
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(a) un accidente de un solo auto serd atribuido a frenos defectuosos;

(b) un accidente de un solo auto atribuido a frenos defectuosos fue realmen-
te causado por frenos defectuosos?

En una cierta comunidad, 8% de todos los adultos mayores de 50 aiios tienen

diabetes. S1 un servicio de salud en esta comunidad diagnostica correctamente

a 95% de las personas con diabetes como enfermas de diabetes ¢ incorrecta-

mente diagnostica a 2% de todas las personas sin diabetes como enfermas de

diabetes, encuentre las probabilidades de que

(a) el servicio de salud comunitario diagnosticar4 a un adulto mayor de 50 co-
mo enfermo de diabetes;

(b) una persona mayor de 50 diagnosticada con diabetes por el servicio de sa-
lud realmente tenga la enfermedad.

Con respecto al ejemplo 2.25, suponga que descubrimos posteriormente que el tra-
bajo se termind a ticmpo. ;Cudl es la probabilidad de que haya habido una huelga?

Una casa de ventas por correo emplea tres dependientes de almacén, U, Vy W,
quienes retiran articulos de los anaqueles y los relinen para su subsecuente ve-
rificacién y empaque. U comete un error en una orden (saca el articulo equivo-
cado o la cantidad equivocada) una vez de cien, V comete un error en una
orden cinco veces de cien, y W comete un error en una orden tres veces de cien.
Si U, V y W surten, respectivamente, 30, 40 y 30% de todas las 6rdenes, jcudl
es la probabilidad de que

(a) se cometa un error en una orden;

(b) si se comete un error en una orden, la orden haya sido surtida por U;

(c) sise comete un error en una orden, la orden haya sido surtida por V?

La explosién en una obra en construccién pudo haber ocurrido comeo resultado
de electricidad estatica, mal funcionamiento del equipo, descuido o sabotaje.
Entrevistas con los ingenieros de construccién que analizaron los riesgos impli-
cados dieron como resultado céleulos de que tal explosién ocurriera con proba-
bilidad de 0.25 como un resultade de la electricidad estética, 0.20 como un
resultado del mal funcionamiento del equipo, 0.40 como un resultado de descui-
do, y 0.75 como un resultado de sabotaje. También se juzgé que las probabilida-
des previas de las cuatro causas de la explosién eran 0.20, 0.40, 0.25 y 0.15. Con
base en toda esta informacidn, ;cudl es

(a) la causa mas verosimil de la explosion;

(b) la causa menos verosimil de la explosién?

Una corredora de arte recibe un embarque de cinco pinturas antiguas del ex-
tranjero, y sobre la base de la experiencia pasada estima que las probabilidades
son, respectivamente, .76, 0.09, 0.02, 0.01, 0.02 y 0.10 de que 0, 1, 2, 3, 4 o todas
las 3 sean falsificaciones. Puesto que ¢l costo de autenticacién es bastante alto,
decide seleccionar aleatoriamente una de las cinco pinturas y enviarla para su
autenticacidn. Si resulta que esta pintura es una falsificacién, ;qué probabilidad
debe asignarle ahora a la posibilidad de que todas las otras pinturas sean tam-
bién falsificaciones?
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2.106 Para obtener respuestas a preguntas delicadas, algunas veces usamos un método
llamado la técnica de respuesta al azar. Supongamos, por ¢jemplo. que queremos
determinar qué porcentaje de Jos estudiantes a una universidad grande fuman
marihuana. Elaboramos 20 tarjetas “flash”, anotamos “Fumo mariguana al me-
nos una vez por semana” en 12 de las tarjetas, donde 12 se selecciona arbitraria-
mente, y “No fumo mariguana al menos una vez por semana™ en las otras.
Entonces, dejamos que cada estudiante (en Ja muestra entrevistada) seleccione al
azar una de las 20 tarjetas y responda “sf” o “no” sin divulgar la pregunta.

(a) Establezca una relacién entre P(Y). la probabilidad de que un estudiante
dard una respuesta de “si”" y P( M), la probabilidad de que un estudiante se-
leccionado aleatoriamente en esa universidad fume marihuana al menos
una vez por semana,

(b) Si 106 de 250 estudiantes respondieron “'si” bajo estas condiciones, use el
resultado del inciso (a) y 3% como un estimado de P(Y) para estimar
P(M).
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3.1 INTRODUCCION

En la mayoeria de los problemas aplicados que contienen probabilidades sélo nos inte-
resa un aspecto particular (0 dos 0 unos cuantos aspectos particulares) de los resulta-
dos de los experimentos. Por ejemplo, cuando lanzamos un par de dados generalmente
nos intercsa sélo el total y no el resultado de cada dado: cuando entrevistamos a una
pareja de casados seleccionada aleatoriamente quiza nos interese ¢l tamano de su fa-
milia y su ingreso combinado, pero no el nimero de afios que han estado casados o ¢l
total de sus activos; y cuando muestreamos focos incandescentes producidos en serie tal
vez nos interese su durabilidad o su brillantez. pero no su precio.

En cada uno de estos ejemplos nos interesan nimeros asociados con los resulta-
dos de experimentos de azar. esto cs, en los valores asumidos por las variables aleate-
rias. En el lenguaje de la probabilidad y la estadistica, ¢l total que lanzamos con un par
de dados cs una variable aleatona, el tamaiio de la familia de una pareja de casados esco-
gida aleatoriamente y su ingreso combinado son variables aleatonias. y también lo son
la durabilidad y Ia brillantez de un foco incandescente escogido aleatoriamente para
inspeccion.

Para ser mds explicitos, considere la figura 3.1, que (como la figura 2.1 en la pé-
gina 29) representa el espacio muestral para un experimento en el que lanzamos un par
de dados, y supongamos que cada uno de los 36 resultados posibles tiene la probabili-
dad ﬁ Sin embargo, advieria que ¢n la figura 3.1 hemos asociado un nimero a cada
punto: por ejemplo, hemos asociado el mimero 2 al punto (1, 1), ¢l niimero 6 al punto
{1, 5). ¢l nimero 8 al punto(6, 2), el mimero 11 al punto (8, 6) y asi sucesivamente. Evi-

73
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Dado
verde
7 8 9 10 11 12
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Figura 3.1 Nd(mero total de puntos obtenidos con un par de dados.

dentemente, asociamos con cada punto ¢l valor de una vanable aleatoria, esto ¢s, el to-
tal correspondiente al lanzamiento del par de dados.

Puesto que “asociar un ndmero con cada punto {elemento) de un espacio mues-
tral” es simplemente otra forma de decir que estamos “definiendo una funcién sobre
los puntos de un espacio muestral”, hagamos ahora la siguiente definicion.

DEFINICION 3.1 Si S es un espacio muestral con una medida de probabilidad y X
¢s una funcion de valor real definida sobre los elementos de 3, entonces X se lla-
ma una variable aleatoria.t

En este libro siempre denotaremos las variables aleatorias con letras mayisculas y sus
valores con las correspondientes letras minisculas; por ejemplo, escribiremos x para
denotar el valor de la variable aleatoria X.

Con relacién al ejemplo precedente v a la figura 3.1, observe que la variable alea-
toria X asume el valor 9, y escribimos X = 9 para el subconjunto

{(6,3), (5,4, (4,5), (3, 6)}

1 En algunos libres se usan los términos “variable de probabilidad™, “variable estocdstica™ y
“variate” en vez de “variable aleatoria”.
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del espacio muestral S. Asi, X = 9 se interpreta como ¢l conjunto de elementos de §
para el cual el total es 9, y, més generalmente, X = x se debe interpretar como ¢l con-
junto de elementos del espacio mucstral para el cual la variable aleatoria X asume el
valor x. Esto puede parecer confuso, pero recuerda a uno de los matematicos que di-
cen “f(x) es una funcién de x".

EJEMPLO 3.1

Se seleccionan dos calcetines al azar y se sacan en sucesion de una gaveta que contie-
ne cinco calcetines cafés y tres calcetines verdes. Enumere los elementos del espacio
muestral, las probabilidades correspondientes y los valores w que corresponden a la va-
riable aleatoria W, donde W es el mimero de calcetines cafés seleccionados.

Solucién

Si B y G representan café y verde, las probabilidades para BB, BG, GB y GG
son, respectivamente §-3 = §, 33 = B, §-3 = E v }:4 = &, y los resultados se
muestran en la siguiente tabla

Elemento de!

espacio muestral  Probabilidad w
BB 15—4 2
BG % 1
GB = !
GG % 0

También, podemos escribir /(W = 2) = & . por ejemplo, para la probabilidad
del evento de que la variable aleatoria W asumird el valor 2. A

EJEMPLO 3.2

Sc lanza cuatro veces una moneda balanceada. Enumere los elementos del espacio
muestral que se presume son igualmente probables, ya que esto es lo que queremos de-
cir por una moneda que estd balanceada, y los valores correspondientes de x de la va-
riable aleatoria X, el ndmero total de caras.

Soluclén
Si H y T representan cara y cruz, los resuitados se muestran en la siguiente tabla:
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Elemenio del

espacio muestral  Probabilidad X
HHHH L 4
16
1
HHHT % 3
1
HHTH T 3
1
HTHH —_
16 3
1
THHH Y 3
1
HHTT T 2
1
HTHT T: 2
HTTH L 2
16
1
THHT T 2
1
THTH 16 2
1
TTHH 1 2
HTTT L i
16
1
THTT — 1
16
1
16 l
1
I'TTH % 1
T 1
-
16 0

As{, podemos escribir P(X = 3) = 1. por ejemplo, para la probabilidad del
evento de que la variable aleatoria X asumira el valor 3. A

El hecho que la definicién 3.1 se limita a funciones de valores reales no impone
restriccién alguna. Si los nlimeros que queremos asignar a los resultados de un experi-
mento son nimeros complejos, siempre podemos considerar por separado las partes
reales e imaginarias como valores asumidos por dos variables aleatorias. También, si
queremos describir cuantitativamente los resultados de un experimento, digamos, si da-
mos el color del cabello de una persona. podemos hacer arbitrariamente que las des-



Seccion 3.2: Distribuciones de probabilidades 77

cripciones tengan valores reales al codificar los diversos colores, y quizé al representar-
los con los ndmeros 1, 2, 3 y asi sucesivamente.

En todos los ejemplos de csta seccion hemos limitado nuestro andlisis a cspacios
muestrales discretos, y por tanto a variables aleatorias discretas, a saber, variables alea-
torias cuyo intervalo es finito o infinito numerable. Las variables aleatorias continuas
definidas sobre espacios muestrales continuos sc estudiardn en la secaién 3.3,

3.2 DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDADES

Como ya vimos en los ejemplos 3.1 y 3.2, la medida de probabilidad definida en un es-
pacio muestral discreto automiticamente provee las probabilidades dc que una varia-
ble aleatoria asumird cualquier valor dado dentro de su intervalo.

Por ejemplo, una vez asignada la probabilidad % a cada elemento del espacio
muestral de la figura 3.1, inmediatamentc encontramos que la variable aleatoria X, el
total lanzado con el par de dados. asume el valor 9 con probabilidad %: como sc des-
cribe en la pdgina 74, X = 9 contiene cuatro elementos igualmente probables del es-
pacio muestral. Las probabilidades asociadas con todos los valores posibles de X se
muestran en la siguiente 1abla:

x P(X =x)
2 %
: %
s %
6
7 %
4
9 3
10 %
1 2z
12 +
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En vez de mostrar las probabilidades asociadas con los valores de una variable alea-
toria en una tabla, como hicimos en la ilustracién precedente, es generalmente preferible
dar una férmula, esto es, expresar las probabilidades por medio de una funcién tal que
sus valores, f{x), sean iguales a P(X = x) para cada x dentro del rango de la variable
aleatoria X. Por ¢jemplo, para el total obtenido con un par de dados escribirfamos

6~ |x—7
flx) = __!?;__i parax = 2,3,...,12

como s¢ puede verificar focilmente por sustitucién. Claramente

_6-2—7 _6-5_ 1
f2) = 36 36 36
_6—]3-7 _6—-4_ 2
f3) = 36 36 36
ﬂ12)=6—11z—7|=6—5____1_

36 36 36

y todos estos valares concuerdan con los mostrados en la tabla precedente.

DEFINICION 3.2 Si X es una variable aleatoria discreta, la funcién dada por
f(x) = P(X = x) para cada x dentro del intervalo de X se llama la distribucién
de probabilidad de X.

Basado en los postulados de probabilidad, se deduce inmediatamente que

TEOREMA 3.1 Una funcién puede servir como la distribucién de probabilidad de
una variablc aleatoria discreta X si y sdlo si sus valores f(x), satisfacen las con-
diciones

1. f{x) 2 0 para cada valor dentro de su dominio;

2. D flx) = 1, donde la suma se extiende sobre todos los valores dentro

de su dominio.

EJEMPLO 3.3

Encuentre una férmula para la distribucién de probabilidad del nimero total de caras
obtenidas en cuatro lanzamientos de una moneda balanceada.
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Solucion

Con base en las probabilidades en la tabla de la p4gina 76, encontramos que
PX=0)=#. PX=1)=% PHX=2)=% PX=3)=4 y

P(X = 4) = lle' Al observar que los numeradores de estas cinco fracciones 1, 4,

4 4\ (4 4
6. 4 y 1 son los coeficientes binomiales (0) (‘:) (2) (3) y (4) enconiramos

que la férmula para la distribucién de probabilidad se puede escribir como

()

f[x)=—1€ parax =0,1,2 3.4

En la seccién 5.4 se da una justificacién tedrica para esta formula y un tratamien-
to mds general para n tiros de una moneda balanceada. A

EJEMPLO 3.4

Verifique si la funcién dada por

xr+ 2
25

flx) = parax = 1,2,3,4,5

puede servir como distribucién de probabilidad de una variable aleatoria discreta.

Solucion

Al sustituir los diferentes valores de x, obtenemos fll) = &, A2) = &,
f3) = . fl4) = & y fi5) = %. Puesto que todos estos valores son no negati-
vos se satisface la primera condicién del teorema 3.1, y puesto que

3 4 5 6 7

f) + D+ )+ AN+ ) =55+ s+ s+ 52+ 55

=1

se satisface la segunda condici6n del teorema 3.1. Asf, la funcién dada puede ser-
vir como la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria que tenga el in-
tervalo {1, 2, 3, 4, 5}. Por supuesto, si alguna variable aleatoria dada realmente
tiene esta distribucién de probabilidad es un asunto totalmente distinto. A

En algunos problemas es deseable presentar grificamente las distribuciones de
probabilidad y las dos clases de presentaciones gréficas usadas para este propésito se
muestran en las figuras 3.2 y 3.3. La mostrada en la figura 3.2, lamada un histograma
de probabilidad, o simplemente un histograma, representa la distribucién de probabi-
lidad del ejemplo 3.3. La altura de cada rectdngulo es igual a la probabilidad de que X
asuma ¢l valor que corresponde al punto medio de su base. Al representar O con el in-
tervalo de —0.5a 0.5, 1 con el intervalode 0.5a 1.5,... y 4 con el intervalo de 3.5 a 4.5,
estamos, por asf decirlo, “extendiendo” los valores de la variable aleatoria discreta da-
da sobre una escala continua.
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Jx)
L]
16

0 1 2 3

Nimero de caras

Figura 3.2 Histograma de probabilidades.

fx)

5
16

0 1 2 3 4

Niimero de caras

Figura 3.3 CGréfica de barras.
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Puesto que cada rectdngulo del histograma de la figura 3.2 tiene ancho unitario,
podriamos haber dicho que las dreas de los rectdngulos, en vez de sus alturas, son igua-
les a las probabilidades correspondientes. Hay ciertas ventajas al identificar las dreas de
los rectdngulos con las probabilidades, por ejemplo. cuando deseamos aproximar la gra-
fica de una distribucién de probabilidad discreta con una curva continua. Esto se puede
hacer aun cuando los rectangulos de un histograma no tengan todos un ancho unitano
mediante el ajuste de las alturas de los rectangulos o al modificar 1a escala vertical.

La gréfica de la figura 3.3 sc llama grifica de barras, pero también se conoce co-
mo histograma. Como en la {igura 3.2, la altura de cada rectingulo, o barra, es igual a
la probabilidad dei valor correspondiente de la variable aleatoria, pero no hay preten-
sion de lener una escala horizontal continua. Algunas veces, como se muestra ¢n la fi-
gura 3.4, usamos lineas (rectangulos sin ancho) en vez de los rectdngulos. pero todavia
nos referimos a las graficas como histogramas.

Aunque hay diversas ocasiones en las que usaremos las graficas en este texto. los
histogramas y los diagramas de barra se usan principalmente en la estad(stica descrip-
tiva para comunicar visualmente la informacidn proporcionada por una distribucién de
probabilidad o una distribucién de datos reales.

Hay muchos problemas en los que interesa conocer la probabilidad de que el va-
lor de una variable aleatoria sea menor que o igual a alglin nimero real x. Asi, escri-
bamos que la probabilidad de que X asuma un valor menor gue o igual a x como
F(x) = P(X = x) y refirdmonos a esta funcién definida para todos los nimeros reales
x como la funcién de distribucién. o 1a distribucién acumaulativa, de X,

Jix)
6

16

0 1 2 3 4

Nimero de caras

Figura 3.4 Histograma.
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DEFINICION 3.3 Si X es una variable aleatoria discreta, la funcién dada por

F(x) = P(X s x) = D f1) para —c0 < x < 00

15«

donde f{(r} es el valor de la distribucién de probabilidad de X en ¢, es llamada la
funcién de distribucién, o la distribucién acumulativa, de X.

Con base en los postulados de probabilidad y algunas de sus consecuencias inme-
diatas, se sigue que

TEOREMA 3.2 Los valores de F(x) de la funcién de distribucién de una variable
aleatoria discreta X satisface las condiciones

1. F(—o0)=0yF(o0) =1;

2. sia < b,entonces F(a) = F(b) para cualesquier niimeros reales a y b.

Si se nos da la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria discreta, ge-
neralmente es facil encontrar la funcién de distribucién correspondiente.

EJEMPLO 3.5

Encuentre la funcidn de distribucién del nimero total de caras obtenidas en cuatro lan-
zamientos de una moneda balanceada.

Solucién
Dado f(0) = &, fl1) = &.f(2) = &. f(3) = Ly fl4) = & del ejemplo 3.3, se
sigue que
F(0) = f(0) = L
(0) = =16

F(1) = 0) + 1) = ==

1

F(2) = fi0) + f1) + fi2) = o¢
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5
F(3)=f0) + 1) + 2) + R3) = ¢

FA =)+ A+ A2)+A3)+ A4 =1

Por tanto, la funcién de distribucién estd dada por

(O parax < 0

1 para0 = x < 1

16

5 =

1% paral Sx <12
Fx =93y

— paral? S x <3

16

13 paral = x < 4

16

1 parax £ 4

Observe que esta funcién de distribucidn estd definida no sélo para los valores
asumidos por la variable aleatoria dada, sino para tedos los nimecros reales. Por
ejemplo, podemos escribir F(1.7) = £y F(100) = 1, aunque las probabilidades
de obtener “cuando mucho 1.7 caras” o “cuando mucho 100 caras” en cuatro lan-
zamientos de una moneda balanceada pueden no tener un significado real. A

EJEMPLO 3.6

Encuentre la funcion de distribucién de la variable aleatoria W del cjemplo 3.1 y dibu-
je su gréfica.

Solucion
Con base en las probabilidades dadas en la tabla de la pagina 75, podemos escri-
bir {0) = %, (1} =8 + 8 = By fA2) = {;. dc manera que

F(0) = f(0) = 53

F(1) = f(0) + f1) = 2

F(2) = 10y + f(1) + f(2) = 1

De ah{ que la funcién de distnbucién de W esta dada por
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(0 paraw < 0
3 para0 = w < 1
28

Fw) ={
— paral = w < 2
14
Ll paraw £ 2

La gréfica de esta funcion de distribucién, mostrada en la figura 3.5, se obtuvo al
trazar primero los puntos (w, F(w)} para w = 0, 1 y 2 y después completar la
funcidn escalén como se indica. Observe que en todos los puntos de discontinui-
dad la funcién de distribucion asume el mayor de los dos valores, como lo indi-

can [os puntos grandes en la figura 3.5. A
Hw)
1 | —
9 . ;
14 H
£ G
28
i 1

w
0

—
[ %]

Figura 3.5 Créfica de la funcién de distribucién del ajemplo 3.6.

También podemos invertir el proceso ilustrado en los dos ejemplos anteriores, es-
to es, obtener valores de la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria a par-
tir de su funcién de distribucién. Para este fin, usamos el siguiente resultado:

TEOREMA 3.3 Si el intervalo de la variable aleatoria X consta de los valores
x; < xy < x3 < < x,,entonces fx;) = F(x,)y

flx) = Flx,) — F(x,_,) parai =2,3,...,n
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EJEMPLO 3.7
Si la funcién de distribucién de X estd dada por

[ O para x <2
1 para2sx<3
36
3
— parald=x<4
36
s para4=x <35
36
10
-_ arad=x<6é6
% P
L parab6=x <7
_ ] 36
Fxy={ o
— para7=x <8
36
29 paraB=xr <9
36
30 para9=x<10
36
33 para 10 = x <11
36
35 para 11 S x <12
36

\ 1 parax2 12

encuentre la distribucion de probabilidad de esta vanable aleatona.

Solucion

Al usar el teorema 3.3, obtenemos f(2) = %, f3) =g — 4 =%, (4) = &
-2 =% AY=0-&=4%...., 12y =1— $ = 4 y una comparacién
con las probabilidades en la tabla de la pagina 77 nos revela que la variable alea-
toria que nos interesa en este caso es el nimero total de puntos tirados con un
par de dados. A

En el resto de este capitulo estaremos interesados en variables aleatorias conti-
nuas y sus distribuciones, y en problemas relacionados con la ocurrencia simultdnea de
los valores de dos © mds variables aleatorias. En el capitulo S regresaremos a las distri-
buciones de probabilidad de variables aleatorias discretas; de hecho, todo ese capitulo

estard dedicado a las distribuciones de probabilidad que proporcionan modelos espe-
cialmente importantes para las aplicaciones.
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EJERCICIOS

3.1 Determine si los valores dados pueden servir como valores de una distribucién
de probabilidad de una variable aleatoria con el intervalox = 1,2, 3y 4

(@) f(1) =025, f(2) = 0.75, fi3) = 025y f(4) = —025;
(b) A1) =0.15 f2) =027. £3) = 029y f(4) = 0.29;
© )=k A=K =%y =4
3.2 Determine si la funcién dada puede servir como distribucién de probabilidad de
una variable aleatoria con el intervalo dado:

{a) flx) = x—%}- parax = 1,2, 3,4, 5;
2

(b) fix) =— parax = 0,1,2, 3, 4;
30
1

(©) fix) = 3 parax = 0,1,2 3, 4.5

3.3 Verifique que f(x) = x = 1.2.3,..., k pueda servir como la

k(k + 1) para
distribucién de probabilidad de una variable aleatoria con el intervalo dado.

3.4 Determine ¢ tal que la funcién pueda servir como la distribucién de probabili-
dad de una variable aleatoria con el intervalo dado:

(a) fix) = cx parax =1,2,3.4,5;
(b) fix) = c(i) parax =0,1,2,3,4,5;

(c) flx) = cx? parax =1,2,3,...,k;

(d) Aix)= c(:)l parax = 1,2,3,....

[Sugerencia: para el inciso (c) refiérase al apéndice A.]
3.5 ;Para qué valores de &

fx) = {1 = k)&

puede servir como los valores de la distribucién de probabilidad de una varnia-
ble aleatoria con el intervalo infinito numerable x = 0.1.2....7

3.6 Demuestre que no hay valores de c tales que

fix) = =

pueda servir como los valores de la distribucién de probabilidad de una varia-
ble aleatoria con el intervalo infinito numerable x = 1, 2, 3,....
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3.7 Construya un histograma de probabilidad para cada una de las siguientes dis-
tribuciones de probabilidad:

2 4
(a) fix)= QI_X(:S(,—)_-_{) parax =0, 1,2
3

' i—x . =
(b) flx) = (iX%) (%) parax = 0,1,2,3,4,5.

3.8 Demuestre el teorema 3.2.

3.9 Determine si los valores dados pueden servir como los valores de una funcién
de distribucion de una variable aleatoria con el intervalo x = 1,2,3 y &

(a) F(1) =03, F(2) = 0.5, A(3) = 08y F(4) = 1.2;
(b) F(1) = 0.5, F(2) = 0.4, F(3) = 07y F(4) = L.0;
(c) F(1) = 0.25 F(2) = 061. F(3) = 0.83.y F(4) = 1.0.

3.10 Encuentre la funcién de distribucion de la variable aleatoria del inciso {a) del
ejercicio 3.7 y dibuje su gréfica.

3.11 Encuentre la funcién de distribucion de la variable aleatoria que tiene la distri-
bucidn de probabilidad
x
f(.t)=1—§ parax =1,2,3,4.5

3.12 Si X tiene la funcién de distribucidon

(0 parax<]
1 paral Sx<4
3
Flx) = ¢ % parad=x<6
2 para 6 = x<10
B! parax =10
encuentre
(a) P(2< X s 6);
(b) P(X = 4);

{c) la distribuci6én de probabilidad de X.
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3.13 Si X tiene la funcién de distribucion

(0 parax<—4
% para—1=x<|
F(x) = { % paral S x <3

3

3 para3sSx<$

L1 parax=<5
encuentre
(a) P(X =3): (b) P(X = 3); (¢} P(X <3)%
(d)y P(X = 1), (e) P(-04< X < 4); (f) P(X =25).

3.14 Con respecto al ejemplo 3.4, verifique que los valores de la funcién de distribu-
cidn estdn dados por

X+ 5x
50

F(x) =

parax = 1,2.3,4y5.
3.15 Con respecto al teorema 3.3, verifique que
(@ P(X>x)=1-Fx) vparai=123...m
(b) P(XZ2x)=1—Flxy) parai=23,....nyP(X2x)=1

APLICACIONES

3.16 Con respecto al ejempio 3.3, encuentre la distnibucién de probabilidad de Y, la
diferencia entre el nimero de caras y el namero de cruces obtenidas en cuatro
lanzamientos de una moneda balanceada.

3.17 Una uma contiene cuatro pelotas numeradas 1. 2, 3 y 4. Si se sacan al azar dos
pelotas de 1a urna (esto es, cada par tiene la misma oportunidad de ser seleccio-
nado) y Z es la suma de los numeros de las pelotas que se sacaron, encuentre

(a) la distribucién de probabilidad de Z y dibuje un histograma;
(b) la funcién de distribucidn de Z y dibuje su grafica.

3.18 Una moneda est4 alterada para que las caras sean doblemente probables que
las cruces. Para tres lanzamientos independientes de la moneda, encuentre

(a) la distribucién de probabilidad de X. el numero total de caras;
(b) la probabilidad de lanzar cuando mucho dos caras.

3.19 Con respecto al ejercicio 3.18, encuentre la funcién de distribucién de la vanable
aleatoria X y dibuje su gréfica. Use la funcién de distribucién de X para encontrar

(@) Pl <X=13); (b PX>2).
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3.20 1.a distribucién de probabilidad de V, ¢l nimero semanal de accidentes ¢n una
cierta interseccin, estd dado por g(0) = 040, g(1) = 030, g(2) =020 y
£(3) = 0.10. Construya la funcién de distribucion de V y dibuje su gréfica.

3.21 Con referencia al ejercicio 3.20, encuentre la probabilidad de que habré al me-
nos dos accidentes en una semana cualquicra, usando
(a) las probabilidades originales;

(b} los valores de la funcién de distribucion.

3.22 Con respecto al ejercicio 2.58, ;es el resultado de este gjercicio una distribucién
de probabilidad? Si lo es, dibuje su histograma.

3.23 Con respecto al ejercicio 3.22. encuentre la funcién de distribucion de la suma

de los puntos del dado. esto es la probabilidad de que esta suma de puntos en
los dados sea cuando mucho §, donde § = 2,3..... 12,

3.3 VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

En la seccién 3.1 introdujimos el concepta de variable aleatoria como una funcién de
valor real definida sobre los puntos de un espacio muestral con una medida de proba-
bilidad, v en la figura 3.1 ilustramos esto al asignar el total obtenido con un par de dados
a cada uno de los 36 puntos igualmente probables del espacio muestral. En el caso con-
tinuo, donde las variables aleatorias pueden asumir valores en una escala continua, el
procedimiento es con mucho el mismo. Los resultados de los experimentos se represen-
tan por puntos ¢n segmentos de lineas o lineas, y los valores de las variables aleatorias
son nimeros apropiadamente asignados a los puntos mediante reglas 0 ecuaciones.
Cuando una medicién u observacién proporciona directamente el valor de una varia-
ble aleatoria, generalmente no nos molestamos cn distinguir entre el valor de la vanable
aleatoria (la medicién que obtenemos) y el resultado del experimento (¢l punto corres-
pondiente sobre ¢l ¢je real). Asi, si un experimento consiste en determinar el conteni-
do real de un frasco de 230 gramos de café instanténeo, el resultado en si, digamos, de
225.3 gramos. es ¢l valor de la variable aleatoria que nos interesa, y no es realmente ne-
cesario afadir que el espacio muestral consistc en un cierto intervalo continuo de pun-
tos sobre el ¢je real positivo.

El problema de definir probabilidades en relacion con los espacios muestra con-
tinuos y las variables aleatorias continuas acarrea algunas complicaciones. Para ilustrar.
consideremos la siguiente situacion.

EJEMPLO 3.8

Supongamos que nos interesa la posibilidad de que un accidente ocurra en una carre-
tera que tiene 200 km de large y que nos interesa la probabilidad de que ocurra en un
lugar dado o en cierto tramo de la carretera. El espacio muestral de este “experimen-
to” consiste en un continuo de puntos. aquéllos ¢n el intervalo de {} a 200, y supondre-
mos. para esclarecer el tema. que la probabilidad de que un accidente ocurra en cual-

N : d . : :
quier intervalo de longitud d es 200" donde d se mide en kilémetros. Advierta que es-
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ta asignacion de probabilidades es congruente con los postulados 1 y 2 de la p4gina 37:
las probabilidades 2—3-6 son todas no negativas y P(S) = %g— = 1. Hasta ahora la asig-
nacién de probabilidades se aplica sélo a los intervalos sobre el segmento de linea desde
0 hasta 200, pero si usamos el postulado 3, también podemos obtener las probabilida-
des para la uni6n de cualquier secuencia finita o infinita numerable de intervalos que
no se traslapan. Por ejemplo, la probabilidad de que un accidente ocurra en cualesquic-

ra de dos intervalos que no sc traslapan de longitud d, y d, es

d, + d,
200

v la probabilidad de que ocurra en uno cualquiera de una secuencia infinita numerable
de intervalos que no se traslapan de longitud d,, 4., d,,...es

d1+d2+d3+“‘
200

Entonces. si aplicamos el teorema 2.7, podemos ampliar la asignacién de probabilidad
a la unién de intervalos que se traslapan, y puesto que la interseccién de dos interva-
los es un intervalo y el complemento de un intervalo es o un intervalo o la unién de dos
intervalos, podemos ampliar la asignacién de probabilidad a cualquier subconjunto del
espacio muestral que se pueda obtener al formar uniones o intersecciones de finitamen-
te o numerablemente muchos intervalos o al formar complementos. A

Asi, al ampliar el concepto de probabilidad al caso continuo, hemos usado otra
vez los postulados 1, 2 y 3, pero para hacer esto en general debemos excluir de nuestra
definicién de “evento™ todos los subconjuntos del espacio muestral que no se puedan
obtener formando uniones o intersecciones de finitamente 0 numerablemente muchos
intervalos o formando complementos. Hablando en términos practicos, esto no es im-
portante, ya que simplemente no asignamos probabilidades a tales clases de conjuntos
de dificil comprensién.

Con respecto al ejemplo 3.8, observe también que la probabilidad de que ocurra
un accidente en un intervalo muy corto, digamos, un intervalo de 1 centimetro, es so-
lamente 0.00000005, que es muy pequeiio. Conforme la longitud del intervalo se apro-
xima a cero, la probabilidad de que ocurra un accidente en €] también se aproxima a
cero; ciertamente, en €l caso continuo siempre asignamos una probabilidad cero a puntos
individuales. Esto no significa que los eventos correspondientes no pueden ocurrir; des-
pués de todo, cuando ocurre un accidente en el tramo de 200 kilémetros de carretera,
tiene que ocurrir en algin punto aun cuando cada punto tenga probabilidad cero.

3.4 FUNCIONES DE DENSIDAD DE PROBABILIDADES

La manera en que asignamos probabilidades en el ejemplo 3.8 es muy especial, y es de
naturaleza similar a la manera en que asignamos probabilidades iguales a las seis caras
de un dado, caras o cruces, las 52 cartas de juego en una baraja estandar y asf sucesi-
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vamente. Para tratar de manera mas general el problema de asociar probabilidades con
los valores de variables aleatorias continuas, supongamos que un embotellador de be-
bidas gaseosas estd interesado en la cantidad real de una bebida gaseosa que su méqui-
na de embotellar pone en las botellas de 16 onzas. Evidentemente, la cantidad variard
algo de botella a botella; es, de hecho, una variable aleatoria continua. Sin embargo, si
él redondea las cantidades al décimo de onza més cercano, estara tratando con una va-
riable aleatoria discreta que tiene una distribucién de probabilidad, y esta distribucion
de probabilidad se puede ver como un histograma en el cual las probabilidades estdn
dadas por las dreas de los rectdngulos, digamos, como el diagrama en la parte superior
de la figura 3.6. Si él redondea las cantidades al centésimo de onza m4ds cercano, esta-
T4 olra vez tralando con una variable aleatoria discreta {(una diferente) que tiene una
distribucién de probabilidad, y esta distribucién de probabilidad s¢ puede ver como un
histograma donde las probabilidades estan dadas por las dreas de los rectangulos, diga-
mos, como el diagrama en la parte media de la figura 3.6.

15.9 16.0 16.1
Cantidades redondeadas al décimo de onza mids cercano

16.00 16.10
Cantidades redondeadas al centésimo de onza mis cercano

159 16.0 16.1
Figura 3.6 Definicidén de probabilidad en el caso continuo,
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Debe ser evidente que si redondeamos las cantidades al milésimo de onza mds
cercano o al diezmilésimo de onza m4s cercano, los histogramas de las distribuciones
de probabtlidad de las vanables aleatorias discretas correspondientes se aproximarén a
la curva continua mostrada en el diagrama en la parte inferior de la figura 3.6, y la suma
de las dreas de los rectdngulos que representan la probabilidad de que la cantidad
quede dentro de un intervalo especificado se aproxima al 4rea correspondiente bajo la
curva.

Ciertamente, la definicién de probabilidad en el caso continuo presume para cada
variable aleatoria la existencia de una funcién, llamada una funcién de densidad de
probabilidad. tal que las dreas bajo la curva dan las probabilidades asociadas con los
intervalos correspondientes sobre el eje horizontal. En otras palabras, una funcién de
densidad de probabilidad, integrada de a a b (con a = b), da la probabilidad de que la
variable aleatoria correspondiente asumird un valor en el intervalo de a a b.

DEFINICION 3.4 Una funcién con valores f(x), definida sobre el conjunto de
todos los nimeros reales, se 1lama una funcién de densidad de probabilidad de la
variable aleatoria continua X 51 y sélo si

b
Pm§X§bp=/ﬂnm

para cualesquicra constantes realesay & cona = b.

Las funciones de densidad de probabilidad también se conocen, mds brevemente, como
densidades de probabilidad, funciones de densidad, densidades, o f.d.p.

Advierta que f(c}, el valor de la densidad de probabilidad de X en ¢, no da
P(X = ¢) como en el caso discreto. En relacion con la variables aleatorias continuas,
las probabilidades siempre estdn asociadas con intervalos vy P(X = ¢) = 0 para
cualquier constante real ¢. Esto concuerda con lo que dijimos en la pdgina 90 y tam-
bién se sigue directamente de la definicion 34 cona = b = c.

Debido a esta propiedad, el valor de una funcién de densidad de probabilidad se
puede cambiar con algunos de los valores de una variable aleatoria sin cambiar las
probabilidades. y esto es por lo que decimos en la definicién 3.4 que f{x) es el valor de
una densidad de probabilidad, no la densidad de probabilidad, de la variable aleatoria
X en x. También, en vista de ¢sta propiedad, no importa si incluimos los puntos termi-
nales del intervalo de a a b; simbdlicamente,

TEOREMA 3.4  Si X es una variable aleatoria continua y @ y b son constantes reales
cona S b, entonces

Pas XSb)=PlasX<b)=Pa<Xsbh)=Pa<X<b)
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Andlogo al teorema 3.1, enunciemos ahora las siguientes propiedades de las den-
sidades de probabilidad que, una vez mds, se siguen directamente de los postulados de
probabilidad.

TEOREMA 3.5 Una {uncién puede servir como una densidad de probabilidad de
una variable aleatoria continua X si sus valores, f(x). satisfacen las condicionest

1. flx)=0 para —00 < x < 00;

EJEMPLO 3.9
Si X tiene la densidad de probabilidad
k-e ™™ arax > 0
fix) = P N
0 en cualquier otra parte
encuentre ky P(05 = X = 1).

Solucion

Para satis{acer la segunda condicién del tecorema 3.5, debemos tener

oD ac —x
ff(x)d.t=[ k-e‘3'dr=k-lfm"—?
—o ¢

—x —

t

k
= == ]
K.

y se sigue que & = 3. Para la probabilidad obtenemos

|
POSEXs1)= / ey = —¢H

0.8

1
=—e '+ ¥ =0173 a
0.5

Aungue la variable aleatoria del ejemplo anterior no puede asumur valores negativos,
ampliamos artificialmente el dominio de su densidad de probabilidad para incluir todos
los nimeros reales. Esta es una practica que seguiremos en todo cste texto.

Como en ¢l caso discreto, hay muchos problemas en los que nos interesa cono-
cer la probabilidad de que el valor de una variable aleatoria continua X sea menor que
o igual a algin nimero real x. Asi, hagamos la siguiente definicién andloga a la defini-
cién 3.3.

+ Las condiciones no son “si y sélo si” como en el teorema 3.1 porque flx) podria ser negativa
para algunos valores de la variable aleatoria sin afeciar a cualesquicra de las probabilidades. Sin
embargo, ambas condiciones del 1corema 3.5 las satisfacen casi todas las densidades de probabilidad
usadas en la practica y estudiadas en este texto,
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DEFINICION 3.5 Si X es una variable aleatoria continua y el valor de su densidad
de probabilidad en ¢ es f{t), entonces la funcién dada por

Fx)=PX=x)= /‘ f(1) de para —00 < x < @

s¢ llama la funcidén de distribucién, o la distribucién acumulativa, de X,

Las propiedades de las funciones de distribucién dadas en el teorema 3.2 son tam-
bién vélidas en el caso continuo; esto es, F(—o0) = 0, F(o@) =1 y F(a) = (b)
cuando a < b. Ademds, sc sigue directamente de la definicién 3.5 que

TEOREMA 3.6 Si f(x) y F(x) son los valores de la densidad de probabilidad y la

funcién de distribucion de X en x, entonces
Pla s X & b) = F(b) — F(a)

para cualesquier constantes realesaybcona = b,y

fley = 22

donde la derivada existe.

EJEMPLO 3.10
Encuentre la funcién de distribucién de la variable aleatoria X del ejemplo 3.9, y tiscla

para evaluar de nuevo P(0.5 S X = 1).

Solucion
Parax > 0,
I
3r =1- e—ﬁl

F(x) = /_;f(:) dt = ‘/:36"3‘ dt = —e” i

y puesto que F(x) = 0 para x £ 0, , podemos escribir
_Jo parax S 0
Fla) = {1 —e™ parax > 0

Para determinar la probabilidad P(0.5 & X £ 1),usamos la primera parte del

teorema 3.6, y obtenemos
P(OS S X =1)= F(1) — F(0.5)
(1—e?)—-(1—e")

= 0.173
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Esto concuerda con el resultado obtenido al usar la densidad de probabilidad
directamente en ¢f ejemplo 3.9. A

EJEMPLO 3.11

Encuentre una funcién de densidad de probabilidad para la variable aleatoria cuya fun-
cién de distribucién estd dada por

( parax = 0
Flx) =4(x parald < x < |1
1 parax 2 1

y dibuje su grafica

Solucidn
Puesto que la funci6n de densidad dada es difcrenciable en todas partes excepto
enx = 0y x = 1, diferenciamos para x < 0,0 < x < 1 y x > 1, obteniendo
0,1y 0. Asi, de acuerdo a la segunda parte del teorema 3.6, podemos escribir

0 parax < 0
flx) =41 para0 < x < |
0 parax > 1

Para llenar los vaciosenx = 0y x = 1, hacemos f(0) y f{1) ambos igual a cero.
En realidad, no importa c6mo se defina la densidad de probabilidad en estos dos
puntos, pero hay ciertas ventajas (las cuales se explican en la pdgina 243) para
escoger las variables de manera que la densidad de probabilidad sea diferente de
cero en un intervalo abierto. Asi, podemos escribir la densidad de probabilidad
de la vanable aleatona original como

1 parad < x <1
fix) = .
0 en cualquier otra parte

Esta grifica se muestra en la figura 3.7 A

fx)
1 ; L]
b —

Figura 3.7 Densidad de probabilidad del ejemplo 3.11,
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En la mayorfa de las aplicaciones encontramos variables aleatorias que son dis-
cretas o son continuas, de manera que las funciones de distribucién correspondientes
tienen una apariencia de escalera como en la figura 3.5, son curvas continuas o son
combinaciones de lincas como en la figura 3.8, que muestra la gréfica de la funcidn de
distnibucién del ejemplo 3.11.

Las funciones de distribucién discontinuas como la mostrada en la figura 3.9 se
presentan cuando las vanables aleatorias son mixtas. Una funcién de distribucién tal
serd discontinua en cada punto que tenga una probabilidad no cero y continua en
cualquier otra parte. Como en el caso discreto, la altura del escalén en el punto de dis-
continuidad da la probabilidad que la variable aleatoria asumira ese valor particular.
Con respecto a la figura 3.9, P(X = 0.5) = } — } = 1, pero fuera de es0 la variable
aleatoria es como una variable aleatoria continua.

En este libro nos limitaremos a variables aleatorias que son discretas o continuas
en donde las dltimas tienen funciones de distribucién que son diferenciables en todos
los valores de las variables aleatorias excepto en un conjunto finito de valores

Fi{x)

th

-

[

0
Figura 3.8 Funcion de distribucién del ejemplo 3.11.

F(x)

[
1

M= | w

PN

1 1 X
0 0.5 1

Figura 3.9 Funcién de distribucién de una variable aleatoria mixta.




Seccidén 3.4: Funciones de densidad de probabilidades 97

EJERCICIOS
3.24 La densidad de probabilidad de la variable aleatoria continua X estd dada por
1
= ara2 < x < 7
fmy=4q5 *
0 en cualquier otra parte

(a) dibuje su grifica y verifique que el drea total bajo la curva (arriba del eje
x)esigualal.

(b) Encuentre P(3 < X < §).

3.25 Encuentre la funcién de distribucién de la variable aleatoria X del ejercicio
3.24 y usela para evaluar de nuevo el inciso (b).

3.26 (a) Demuestre que
flx) = 32 para0 < x < 1

representa una funcién de densidad.

b) Bosqueje una grafica de esta funcion ¢ indique el drea asociada con la
quc)
probabilidad que 0.1 < x < 0.5.

(c) Calcule la probabilidad que 0.1 < x < 0.5
3.27 (a) Demuestre gue

flx) =¢7"* paral) < x < ™

representa una funcién de densidad de probabilidad.

(b) Bosqueje una gréfica de esta funcion e indique el drea asociada con la pro-
babilidad de que x > 1.

{c) Calcule la probabilidad de que x > 1.
3.28 La densidad de probabilidad de la variable aleatoria Y estd dada por

1
) = g(y+l) para2 < y < 4

0 en cualquier otra parte

Encuentre P(Y < 3.2) y P(29 < Y < 3.2).

3.29 Encuentre la funcién de distribucidn de la variable aleatoria Y del ejercicio 3.28
y usela para determinar las dos probabilidades pedidas en ese ejercicio.

3.30 La funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria X estd dada por

fx) % para0 < x < 4

-t 4

0 en cualquier otra parte
Encuentre

(a) el valor de ¢:

(b) P{x <lyp(x>1).
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3.3

3.32

333

334

3.35

3.36

337

Encuentre la funcién de distribucién de la variable aleatoria X del ejercicio 3.30
y usela para determinar las dos probabilidades pedidas para el inciso (b) de ese
ejercicio.

La densidad de probabilidad de la variable aleatoria Z est4 dada por

2
kze™* araz > 0
f2) = {0 baraz <
paraz = 0

Encuentre & y dibuje la gréifica de esta densidad de probabilidad.

Con referencia al ejercicio 3.32, encuentre la funcién de distribucién de Z y
dibuje su grafica.

La funcién de densidad de la variable aleatoria X estd dada por

(x) = 6x(1 — x) parald < x < 1
£ 0 en cualquier otra parte

Encuentre P(X < {)y P(X > }).

Con respecto al ejercicio 3.34, encuentre la funcién de distribucién de X y tscla
para evaluar de nuevo las dos probabilidades pedidas en ese ejercicio.
Encuentre la funcidén de distribucidn de la variable aleatoria X cuya densidad
de probabilidad estd dada por

r

paral < x < 1

3
1

f(x)=<§ para2 < x < 4
0

en cualquier otra parte

\

También bosqueje las gréficas de la densidad de probabilidad y las funciones de
distribucién.

Encuentre la funcién de distribucién de la variable aleatoria X cuya densidad
de probabilidad estd dada por
X parra0 < x <1
fix)=4¢2—x paral = x < 2
0 en cualquier otra parte

También bosqueje las graficas de la densidad de probabilidad y las funciones de
distribucién.

3.38 Con respecto al ejercicio 3.37 encuentre P(0.8 < X < 1.2), usando

(a) la densidad de probabilidad;
(b) la funcién de distribucién.

3.39 Encuentre la funcién de distribucién de la variable aleatoria X cuya densidad

de probabilidad est4 dada por
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4

% parad < x =1

1

3 paral < x =2

fy=93_,
3 para2 < x < 3

0 en cualquier otra parte

\

También bosqueje las graficas de estas densidades de probabilidad y funciones
de distribucién.

3.40 La funcién de distribucion de la variable aleatoria X estd dada por

0 parax < —1
X

+1 para=-!l = x <1

Fix) =
1 parax = |

Encuentre P(—1 < X < })y P2 < X < 3).

3.41 Con referencia al ejercicio 3.40, encuentre la densidad de probabilidad de X'y
tisela para volver a calcular las dos probabilidades.

3.42 La funcién de distribucién de la variable aleatoria Y estd dada por

9
1 — = aray > 3
Fly) = [

0 en cualquier otra parte

Encuentre P(Y 2 5) y P(Y > 8).

343 Con respecto al ejercicio 3.42, encuentre la densidad de probabilidad de Y y
tisela para volver a calcular las dos probabilidades.

3.44 Con respecto al ejercicio 3.42 y el resultado del ejercicio 3.43, bosqueje las
gréficas de la funcién de distribucidn y la densidad de probabilidad de Y,
haciendo f(3) = 0.

3.45 La funcién de distribucién de la variable aleatoria X est4 dada por

— —X
Flx) = 1= (1+x)e parax > 0
0 parax = 0
Encuentre P(X = 2), P(1 < X < 3),y P(X > 4).
3.46 Con respecto al ejercicio 3.45, encuentre la densidad de probabilidad de X.

3.47 Con respecto a la figura 3.9, encuentre expresiones para los valores de la fun-
cién de distribucién de la variable aleatoria mixta X para
(a) x=s0; (b) 0 < x <0.S5;
(c) 05= x <1, (d) x=1.
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3.48 Use los resultados del ejercicio 3.47 para encontrar expresiones para los valores

de la densidad de probabilidad de la variable aleatoria mixta X para
(a) x <O (b) 0 <x <05
(c) 05 <x <1, (d x> 1.

P(X = 0.5) = },comoyaseindicd en la pagina 96,y f(0)y f(1) estdn indefinidas.

3.49 La funcién de distribuci6n de la variable aleatoria mixta Z est4 dada por

0 paraz < —2
F(z) = Z';“ para—2 S z < 2
1 paraz = 2

Encuentre P(Z = —2), P(Z=2).P(-2< Z<1),yP0= Z=2)

APLICACIONES

350 La cantidad real de café (en gramos) en un frasco de 230 gramos que llena

351

cierta maquina es una variable aleatoria cuya densidad de probabilidad est4
dada por

parax = 227.5

0
flx) = % para227.5 < x < 232.5
0 parax = 232.5

Encuentre las probabilidades de que un frasco de 230 gramos que llene esta
maéquina contendré

(a) cuando mucho 228.65 gramos de café;

(b) cualquier cantidad entre 229.34 y 231.66 gramos de café;

(¢} al menos 229.85 gramos de café.

El nimero de minutos que un vuelo de Phoenix a Tucson se adelanta o atrasa
es una variable aleatoria cuya densidad de probabilidad estd dada por

1
flx) = {288
0 en cualquier otra parte

(36 —x*) para—6<x<6

donde los valores negativos son indicativos de que un vuelo llega adelantado y
los valores positivos son indicativos de que llega con retraso. Encuentre las
probabilidades de uno de estos vuelos llegard

(a) al menos 2 minutos adelantado;

(b) al menos 1 minuto retrasado:

(c) cualquier tiempo entre 1 y 3 minutos adelantado;

(d) exactamente 5 minutos retrasado.
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La vida en el anaquel (en horas) de un alimento empacado perecedero es una
variable aleatoria cuyva funcién de densidad de probabilidad estd dada por
20,000
fix) = < (x + 100)°
0 en cualquier otra parte

parax > 0

Encuentre las probabilidades que uno de estos paquetes tendré una vida en ¢l
anaquel de

(a) al menos 200 horas;
(b) cuando mucho 100 horas;
(c) cualquier tiempo entre 80 y 120 horas.

El desgaste (en miles de kildmetros) que los ducfios de automdyviles tienen con
cierta clase de neumadticos es una variable aleatoria cuya densidad de probabi-
lidad estd dada por

1 -£ 0

—¢ parax >
fix) =4 30

0 parax = 0

Encuentre la probabilidad que una de estos neumdéticos duraré
(a) cuando mucho 18.000 kilémetros:

(b) cualquier valor entre 27,000 y 36,000 kildmetros;

(c) al menos 48,000 kilémetros.

En una cierta ciudad el consumo diario de agua (en millones de litros) es una
vaniable aleatoria cuya densidad de probabilidad est4 dada por

| _x
~xe } parax >0

fix) =49

0 en cualquicr otra parte
¢ Cudles son las probabilidades de que en un dfa dado

(a) el consumo de agua en esta ciudad no sea mayor de 6 millones de litros;

(b) el abastecimiento de agua sea inadecuado si la capacidad diaria de esta
ciudad ¢s 9 millones de litros?

La duracién de vida total (en afios) dec perros de cinco afios de edad de una
cierta raza es una variable aleatoria cuya funcién de distribucién estd dada por

0 parax = 5
Flx) = 25

] — —= arax > 5
i P

Encuentre las probabilidades de que un perro como ésos de cinco afios de edad
vivird

(a) mds alld de los 10 anos;

{(b) menos de 8 afos;

(c) entre 12y 15 anos.
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3.5 DISTRIBUCIONES MULTIVARIADAS

Al principio de este capitulo definimos una variable aleatoria como una funcién de
valor real definida sobre un espacio muestral con una medida de probabilidad, y es
i6gico que se pueden definir muchas variables aleatorias diferentes sobre un y el mismo
espacio muestral. Con respecto al espacio muestral de la figura 3.1, por ejemplo, sélo
consideramos la variable aleatoria cuyos valores fueron los totales lanzados con un par
de dados, pero también podfamos haber considerado la variable aleatoria cuyos valores
fueran los productos de los numeros lanzados con los dos dados, la variable aleatoria
cuyos valores sean la diferencia de los nimeros lanzados con el dado rojo y el dado
verde, la variable aleatoria cuyos valores sean 0, 1 o 2 dependiendo del nimero de
dados que salieran con 2, y asf sucesivamente. Mds real, un experimento puede consis-
tir en escoger aleatoriamente algunos de los 345 estudiantes que asisten a una escuela
primaria, y tal vez al director le interesen sus coeficientes de inteligencia, a la enfermera
de la escuela sus pesos, a sus profesores el nimero de dias que han estado ausentes, y
asf sucesivamente.

En esta seccién examinaremos primero en el caso bivariado, esto es, en las situa-
ciones donde nos interesa, al mismo tiempo, un par de variables aleatorias definidas en
un espacio muestral conjunto. Més tarde, ampliaremos este examen al caso multivariado
que abarca cualquier mimero finito de variables aleatorias.

Si X' y Y son variables aleatorias discretas, escribimos como P(X = x, ¥V = y).
la probabilidad que X asumird el valor x y Y asumird el valor y. Asf, P(X = x, Y = y)
es la probabilidad de la interseccién de los eventos X = xy Y = y. Como en ¢l caso
univariade, donde tratamos con una variable aleatoria y podfamos mostrar las proba-
bilidades asociadas con todos los valores de X mediante una tabla, podemos ahora, en
el caso bivariado, mostrar las probabilidades asociadas con todos los pares de valores
de X y Y mediante una tabla.

EJEMPLO 3.12

Dos cdpsulas se seleccionan al azar de un frasco que contiene tres aspirinas, dos
sedantes y cuatro cdpsulas laxantes. Si X y ¥ son, respectivamente, los mimeros de cdp-
sulas de aspirina y sedantes incluidas entre las dos cdpsulas que se sacaron del frasco,
encuentre las probabilidades asociadas con todos los pares posibles de valores de X'y Y.

Solucion

Los pares posibles son (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (1, 2) y (2. 0). Para encon-
trar la probabilidad asociada con (1, 0), por cjemplo, observe que estamos intere-
sados en ¢l evento de obtener una de las tres capsulas de aspirina, ninguna de las
dos cdpsulas de sedante y, por tanto, una de las cuatro cdpsulas laxantes. El mi-

3\ 2\ /4 i
mero de maneras en que esto se puede hacer es 1) \o/\4 = 12,y el nimero

total de maneras en las que se pueden seleccionar dos de las nueve cdpsulas es

9
(2) = 36. Puesto que esas posibilidades son igualmente probables en virtud de

la suposicién de que la selecctn es al azar, se sigue del teorema 2.2 que la pro-
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babilidad asociada con (1, 0) es (1. 0) es ¥ = }. Similarmente, la probabilidad

asociada con (1, 1) es

36 36 6
y, continuando de esta manera, obtenemos los valores mostrados en la siguiente
tabla
X
0 1 2
o |1 11
6 3 12
C 2 1
4 9 6
1
2 36
36 A

En realidad, como en el caso univariado. generalmente es preferible representar
probabilidades como éstas mediante una f6rmula. En otras palabras, es preferible ex-
presar las probabilidades mediante una funcién con los valores f(x,y) =
P(X = x.Y = y) para cualquier par de valores (x. y) dentro del intervalo de las
variables aleatorias X'y Y. Por ejemplo, veremos en el capftulo 5 que para los dos varia-
bles aleatorias del ejemplo 3.12 podemos ¢scribir

WO - - )
2—x—y parax =0,1,2. y=0,1,2;

(9) 0Sx+ys2
2

flx.y) =

DEFINICION 3.6 Si X y Y son variables aleatonas discretas, la funcién dada para
f(x,¥) = P(X = x, Y = y) para cada par de valores (x, y) dentro del inter-
valo de (x, y) se llama distribucién de prebabilidad conjunta de X y Y.

Andlogo al teorema 3.1, se sigue de los postulados de probabilidad que

TEOREMA 3.7 Una funcidn bivariada puede servir como la distribucién de pro-
babilidad conjunta de un par de variables aleatorias discretas X' y Y si y sélo si
sus valores, f{x, y). satisfacen las condiciones
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1. f(x,y) = 0 para cada par de valores de (x, y) dentro de su dominio.
2. > D flx.y) = 1, donde la doble suma s¢ extiende sobre todos los posi-
oy

bles pares de (x, ¥) dentro de su dominio.

EJEMPLO 3.13

Determine el valor de & para ¢l que la funcién dada por
flx.y) = kxy parax =1,2.3 y=123

puede servir como una distribucién de probabilidad conjunta.

Solucion

Al sustituir los diversos valores de x y y, obtenemos f(1, 1) = k, f(1.2) = 2k,
f(1,3) =3k, f(2.1) =2k, f(2.2)= 4k, f(2.3) =6k, f(3,1) = 3k,
f(3,2) = 6k y f(3, 3) = 9k. Para satisfacer la primera condici6n del teorema
3.7, la constante k& debe ser no negativa, y para satisfacer la segunda condicién,

k+2k +3k+2k+ 4k + 6k +3k+6k+ 9% =1

de maneraque 36k = lyk = ‘}; A

Como en ¢l caso univariado, hay muchos problemas en los que interesa conocer
la probabilidad de que los valores de dos variables aleatorias sean menores gue, O igua-
les a. algunos numecros reales x y v.

DEFINICION 3.7 Si X y Y son variables aleatorias discretas, la funcién dada por

Flo,y)= P(X = x, Y Sy)= D D f(s. 1) para —00 < x < 00O,
SST rSy —-00<y<oo

donde f(s, t) es el valor de la distribucién de probabilidad conjunta de X'y Y en
(s. t}, se llama la funcién de distribucién conjunta, o la distribucién acumulativa

conjunta, de X'y Y.

En el gjercicio 3.62 se pedird al lector que demuestre las propiedades de las funciones
de distribucién conjunta que son andlogas a las del teorema 3.2.
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EJEMPLO 3.14
Con respecto al ejemplo 3.12, encuentre F(1, 1).

Solucién

F(L)=PXS1Y=1)

f{0,0) + £(0, 1) + f(1.0) + f(1, 1)

b

! 11
=-4+-4+ -+
6 36

o

_s
9

Como ¢n el caso univariado, la funcién de distribucién conjunta de dos varia-
bles aleatorias se define para todos los nimeros reales. Por ejemplo. para el ejemplo
3.12 también obtenemos F(—2,1}) = P(X S -2, Y 5 1)=0y F(3.7.45) =
P(X =37 Y =45)=1.

Ampliemos ahora los diversos conceptos introducidos en esta seccion al caso con-
tinuo.

DEFINICION 3.8 Una funcién bivariada con valores f(x, y), definida sobre ¢l
plano xy, s¢ llama funcién de densidad de probabilidad conjunta de las variables
aleatorias continuas X'y Y si y sélo s

P[(XvY)EA]=/A/f(.r,y)d.tdy

para cualquier regién A en el plano xy.

Anélogo al teorema 3.5, se sigue de los postulados de probabilidad que

TEOREMA 3.8 Una funcién bivariada puede servir como una funcién de densidad
de probabilidad conjunta de un par de variables aleatorias continuas X'y Y si sus
valores f(x, y), satisfacen las condiciones

1. (xy)ZO para —® < x < 0, -0 <y < 00;

f f f(x y) drx dy = 1.
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EJEMPLO 3.15
Dada la funcién de densidad de probabilidad conjunta

flx. y) = gx(y+x) para0 < x < 1,0< y<?2

0 en cualquier otra parte

de dos variables aleatorias X y Y, encuentre P((X.Y) € A), donde A es la region
{x.o<x <y 1 <y<2}

Solucion
P[(X,Y)EA]=P(0<X<%,1<Y<2)
2 §3
=// —x(y + x)dxdy
1 JO 5
2 =
_ [P3dy | 3
_,[1 0 Tl P
2
R VR O S A
‘/,(40+40)d”_80+40,
_u
80

Andlogo a la definicién 3.7, tenemos la siguiente definicién de la funcién de dis-
tribucién conjunta de dos variables aleatorias continuas.

DEFINICION 3.9 Si X y Y son variables aleatorias continuas, la funcién dada por

y L 4
F(x.y)=P(X§x.Y$y)=/ f f(s.t)ds dt para—o¢ < x < ™,
—0 J oo —o0 < y < 00
donde f(s, ¢t} es el valor de la densidad de probabilidad conjuntade X y Y en
(s, 1), se llama la funcién de distribucién conjunta de X'y Y.

Advierta que las propiedades de las funciones de distribucién conjunta, que se pedird
al lector que demuestre en el ejercicio 3.62 para el caso discreto, también son vélidas
para el caso continuo.

Como en la seccién 3.4, limitaremos nuestro examen aqu{ a Jas variables aleato-
rias cuya funcién de distribucién conjunta es continua en todas partes y parcialmente
diferenciable con respecto a cada variable para todos los valores de las dos variables
aleatorias, excepto un conjunto finito de valores.
dF(x)

dx

Anilogo a la relacién f(x) = del teorema 3.6, la diferenciacién parcial en

la definici6n 3.9 nos lleva a



Seccion 3.5: Distribuciones multivariadas 107

az
fxn) = o0s Flen

cn todas partes donde existan estas derivadas parciales. Como ¢n la seccién 3.4, la fun-
cién de distribucién conjunta de dos variables aleatorias continuas determina su densi-
dad conjunta (abreviacién de funcién de densidad de probabilidad conjunta) en todos
los puntos (x, y) donde la densidad conjunta es continua. También como en la seccion
3.4, generalmente hacemos los valores de las densidades de probabilidad conjunta igual
a cero siempre que no estén definidas por la relacién anterior.

EJEMPLO 3.16
Si la densidad de probabilidad conjunta de X' y Y es14 dada por
_Jx+y parald < x < 1,0< y<1
f(x) { 0 en cualquier otra parte

encuentre la funcién de distribucién conjunta de estas dos vanables aleatorias.

Solucién

Six < 0oy <0, se sigue inmediatamente que F(x, y) = 0. Para0 < x < 1
y0 < y < 1 (Regi6n I de la figura 3.10), obtenemaos

F(x.y) = L[}. (s+r)dsdr=%xy(x+y)

parax > 1y0 < y < 1 (Regién I de la figura 3,10), obtenemos

¥ 1
F(x.y)=.£./o. (s+t)dsa'r=—;-y(y+l)

para) < x < 1y y > 1 (Regi6n Il de la figura 3.10), obtenemos

i v

sasancobaan

—
-

I

rarr e

Figura 3,10 Diagrama para el ejemplo 3.16.
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I px
F(x.y)=.££ (s+:)dsdr=%x(.t+l)

yparax > 1yy > ] (Regién IV de la figura 3.10), obtenemos

1,1
F(x.y)=[;.£(s+!)dsdr=l

Puesto que la funcién de distribucidén conjunta ¢s continua en todas partes. los
limites entre dos regiones cualquiera se pueden incluir en curiquiera de los dos y
podemos escribir

(0 parax S Doy = 0

%xy(.r+y) parral < x < 1,0 <y < |
F(x.y)=4%y(y+l) parax= 1L.0<y<]

%x(x+1) parral<x<1lyz1l

! parax 2 1,y £ 1 A

EJEMPLO 3.17

Encuentre la densidad de probabilidad conjunta de las dos variables aleatorias X'y Y
cuya funcién de distribucién conjunta estd dada por

F(X ) — (1 —e_x)(l _e—y) para x > 0yy>0
Y 0 en cualquier otra parte

También use la densidad de probabilidad conjunta para determinar

P1<X<31<Y<2)

Solucién
Puesto que la diferenciacidn parcial nos da

62
————— = ~(x+y)
ox 9y Flx,y)=e

para x > 0y y > 0y 0 en cualquier otra parte, encontramos que la densidad de
probabilidad conjunta de X y Y estd dada por

g+ parax > 0yy >0
fx.y) = \
0 en cualquier otra parte

Asi, la integracién nos da
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 2NPE
f / e Ut gx dy = (e'1 - 8—3)(8—1 - e‘z)
I
=el—ed—et+ e
= 0.074
piraPl < X <3, 1<Y<1) A

Para dos variables aleatorias, la probabilidad conjunta es, geométricamente ha-
blando. una superficie y la probabilidad que calculamos en el ejemplo precedente estd
dada por el volumen bajo esta superficie, como se muestra en la figura 3.11.

JAE A

fix,. )= 3N

2 3

Flgura 3.11 Diagrama para el ejempioc 3.17.

Todas las definiciones de esta seccién se pueden generalizar al caso multivariado,
donde hay n variables aleatorias. En correspondencia a la definicién 3.6, los valores de
distribucién de probabilidad conjunta de n variables aleatonias discretas X, X;,... y X,
estd dado por

f(x,..tz.....x,,) = P(X] = X|.X2 = xz......X" = x,,)

para cada “n-ada” (x,, x,,.... x,) dentro del intervalo de las variables aleatorias; y en
correspondencia a la definicién 3.7, los valores de su funcién de distribucién conjunta
estdn dados por

Flx,.x3,....%,) = P(X, S x,. X; 8 x3..... X,, S x,,)

para =00 < x;, < 00, —00 < x, < OO, ..., —00 < y, < OO,

EJEMPLO 3.18

Si la distribucién de probabilidad conjunta de tres variables aleatorias discretas X, Yy
Z estd dada por
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(x + v)z

f(x,y.z)-‘—'T parrax=1,2, y=123 z=12

encuentre P(X = 2, Y + Z = 3).

Solucién

PX=2Y+ZsS3})=H2L1L1)+f21,2)+ f2.21)

3 6
"o e e
_B
T 63

En el caso continuo, se obtienen otra vez las probabilidades al integrar la densi-
dad de probabilidad conjunta, y la funcién de distribucién conjunta estd dada por

x, X I
Favsom) = [ [0 ey dy o a,
—o0 — J—oo

para = < g, < 00, =X < x, < 00,,.,, =0 < x, < %, andloga a la definicién
3.9. También, la diferenciacién parcial nos da

an
ﬂxl,xz,...,x") = m F(I‘.Iz,...,xn)

en cualquier parte en que estas derivadas parciales existan.

EJEMPLO 3.19
Si la densidad de probabilidad trivarinda de X, X; y X, estd dada por

5. x00 13) = {x; + x;)e™ paral0 < x; < 1,0 < x; < 1, x3> 0
I 0 en cualquier otra parte

encuentre P[{X,. X;. X;) € A], donde A es la regién

11

5,5<x2< l,x:;‘( l}
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Sofucion
1 1 _
P((X1, X3, Xy) € A] = 0< X <5, 5< X, <1, X<}
1 a1 pf
= / / -/ (x] + 12)8_1’ dx, dX2 dxs
o Ji
1 1 1 X
- = = 5 "
££(8+ 2): dx; dx,
Y
= — e " dx
f;oaem
! -1
=Z(1—e)=0.158 A
EJERCICIOS

3.56 Si los valores de la distribucién de probabilidad conjunta de X' y ¥ son como se
muestra en la tabla

X
0 | 2
1 1 1
2 s
S
4 4 40
AP R
8 20
1
S b
encuentre
(a) P(X =1Y=2); b) P(X=0.1=Y <3);
() P(X +Y=1) (d) P(X >Y).

3.57 Con respecto al ejercicio 3.56, encuentre los siguientes valores de la funcién de
distribucién conjunta de las dos variables aleatorias:

(a) F(1.2,09): (b) F(-3,1.5);
(c) F(2,0); (d) F(4,2.7).
3.58 Si la distribucién de probabilidad conjunta de X vy Y estd dada por
flx. ) = ¢e(x* + y?) parax = —-1,0,1,3; y=-1,2,3

encuentre el valor de c.
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3.59

3.60

3.61

3.62

3.63

kX%

365

3.66

Distribuciones de probabilidad y densidades de probabilidad

Con respecto al ejercicio 3.58 y al valor obtenido para ¢, encuentre
(a) PIX=1,Y >2)
(b) PIX=0,Y = 2)
<) PIX+Y2>2).
Demuestre que no hay un valor de k para el cual
fx.y) = ky(2y — x) parax = 0,3 y=20,12
pueda servir como la distribucién de probabilidad conjunta de dos variables
aleatorias.
Si la distribucién de probabilidad conjunta de X'y Y estd dada por

1
f(x.y)=E(x+y) parax =0,1,2,3; y=0,12

elabore una tabla que muestre los valores de la funcién de distribucién conjunta
de las dos variables aleatorias en los 12 puntos (0, 0), (0. 1)...., (3, 2).

Si F(x. ) es el valor de la funcién de distribucién conjunta de dos variables
aleatorias discretas X y ¥ en (x, y}), demostrar que

(a) F(—o0, —00) = 0
(b) F(oo,00) =1
(¢) sia < byc < d entonces F(a,c) & F(b. d).
Determine k de manera que
- <], —x<y<«<
fen =g T e
pueda servir como una densidad de probabilidad conjunta.
Si la densidad de probabilidad conjunta de X'y Y estd dada por
24xy parral < x < 1,0 <y <1, x +y<1

flx.y) = {0 en cualquier otra parte
encuentre (X + Y < §).
Si la densidad de probabilidad conjunta de X'y Y esta dada por

x>0,y>0x+y<
flx.y) = {(2) E:r:u;lquigry(;lra(:)a:!e ah

encuentre
(@ Pxslvsi),
) P(X +Y>1);
() P(X >2Y).
Con referencia al ejercicio 3.65, encuentre una expresion para los valores de la

funcién de distribucién conjunta de Xy Ycuandox > 0y > 0yx + y < 1,
y usela para verificar el resultado del inciso (a).
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Si la densidad de probabilidad conjunta de X y Y estd dada por

aral <x <y < y<1
fixy) = P y y

= N |

cn cualquier otra parte

encuentre la probabilidad que la suma de los valores de X y Y excedera 1.

Encuentre la densidad de probabilidad conjunta de las dos variables aleatorias
Xy Y cuya funcién de distribucion conjunta estd dada por

H X
1 —e* )1 —e” parax > 0.y > 0
e = {0 =

en cualquier otra parte

Use la densidad de probabilidad conjunta obtenida en et ejercicio 3.68 para
encontrar P(1 < X 52,1 <Y = 2).

Encuentre la densidad de probabilidad conjunta de las dos variables aleatorias
Xy Y cuya funcién de distribucion conjunta estd dada por
| —eF—e? +e'? parax > 0,y > 0
Flx,y) = :
0 cn cualquier otra parte

Use la densidad de probabilidad conjunta obtenida en el ejercicio 3.70 para
encontrar P(X + Y > 3).

F(x, y) es el valor de la funcién de distribucién conjunta de las dos variables
aleatorias continuas X'y Y cn (x, y), exprese Pla < X S b.c <Y = d)en
términos de F(a. ¢), Fla. d), F(b,¢) y F(b. d). Observe que el resultado tam-
bién es vdlido para variables aleatorias discretas.

Use la férmula obtenida en el ejercicio 3.72 para verificar el resultado 0.074,
del ejemplo 3.17.

Use la férmula obtenida en el ejercicio 3.72 para verificar el resultado del ejercicio 3.69.
Use la férmula obtenida en el ejercicio 3.72 para verificar el resultado del ejercicio 3.71.
Encuentre k si la densidad de probabilidad conjunta de X. Y y Z esta dada por

Rx.y.2) = kxyz
parax = 1,2,y =1.2,3;z = 1,2
Con respecto al ejercicio 3.76, ecncuentre
(@) PIX=1,Ys22=1);
(a) PIX=2,Y+ Z =4).

Con referencia al ejercicio 3.76, encuentre los siguientes valores de la funcién
de distnibucién conjunta de las tres variables aleatorias:

(a) F(2,1,2)
(by F(1,0,1);
() F(4.4.4).
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3.79 Encuentre & si la densidad de probabilidad conjunta de X, Y y Z est4 dada por
kxy(l — z ara < x < 1,0<y<1,0< <l x+y+z<1
fey.z) = { ¥(1—2) p y y+z

en cualquier otra parte
3.80 Con respecto al ejercicio 3.79, encuentre P(X + Y < }).

3.81 Use el resultado del ejercicio 3.16 para verificar la funcién de distribucién con-
junta de las variables aleatorias X, X; y X, del ejemplo 3.19 est4 dada por

(0 parax, S 0,x, = 0,0x; S0
%x,xz(x, +x)(1 —e™) parad < x <1,0<x,<1,x,>0
F‘(Xl,x:,x_;) = 4 %Xz(XZ + l)(l - C_-x’) para x, = 1,0 < Xz < l.x:; >0

%x,(xl + 1)(1 — &™) para0 < x; < 1,x, 2 1,1, > 0

1l — " parax; 2 L,x; 2 1,x3> 0
3.82 Si la densidad de probabilidad conjunta de X, Y y Z estd dada por

%(2x+3y+z) parad < x < 1,0<y < 1,0< 2 <]

flx.y.2) =
0 en cualquier otra parte
encuentre
@ P(X=3Y=32Z=3j)
) Plx <} y<iz<i)

APLICACIONES

3.83 Suponga que tiramos un par de dados balanceados y X es el nimero de dados
que salen 1,y Y es el nimero de dados que salen 4, 5 0 6.
(a) Dibuje un diagrama como el de la figura 3.1 que muestre los valores de X
y Y asociados con cada uno de los 36 puntos igualmente probables del
espacio muestral.
(b) Construya una tabla que muestre los valores de la distribucién de proba-
bilidad conjuntade Xy Y.

3.84 Se seleccionan al azar dos libros de texto de un anaquel que contiene tres tex-
tos de estadistica, dos textos de matematicas y tres textos de flsica. Si X es el
mimero de textos de estadistica y Y el ndmero de textos de matemdticas real-
mente escogidos, construya una tabla que muestre los valores de la distribucién
de probabilidad conjuntade X'y Y.

3.85 Si X es el nimero de caras y Y es el nimero de caras menos el nimero de cruces
obtenidas en tres lanzamientos de una moneda balanceada, elabore una tabla que
muestre los valores de la distribucién de probabilidad conjunta de X'y Y.

3.86 Un tirador certero apunta a un blanco circular con radio 1. Si dibujamos un sis-
tema de coordenadas rectangular con su origen en el centro del blanco, las
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coordenadas del punto de impacto, (X, Y), son variables aleatorias que tienen
la densidad de probabilidad conjunta

1
— aradl< 2 +y2 <1

fayy=47 P g
0

en cuajquier otra parte

Encuentre

(a) P[(X.Y)e A], donde A es cl sector del circulo en ¢l primer cuadrante
limitado por las lineasy = Oy y = x;

(b) P[(X.Y)€ B],donde B = {(x, y}|0 < > + »! < i}

3.87 Una cierta universidad aplica exdmenes de aptitud a todos los alumnos de
primer ingreso en ciencias y humanidades. Si X vy Y son, respectivamente, las
proporciones de respuestas correctas que un estudiante obtiene en las pruebas de
las dos materias, la distribucién de probabilidad conjunta de estas vanables
aleatorias se puede aproximar con la densidad de probabilidad conjunta

2

- (2x + 3y) para0 < x < 1,0<y <1
Rx,y) =453

0 en cualquier otra parte

(Cudles son las probabilidades de que un estudiante obtenga
(a) menos de 0.40 en ambas pruebas;

(b) més de 0.80 en la prueba de ciencias y menos de 0.50 en la prueba de
humanidades?

3.88 Suponga que P, el precio de cierta mercancia (en délares), y S. sus ventas totales
{en 10,000 unidades), son variables aleatorias cuya distribucién de probabilidad
conjunta s¢ puede aproximar bastante con la densidad de probabilidad conjunta

Spe™® para 0.20 < p < 040,5 > 0
0 en cualquier otra parte

flp,s) = {

Encuentre las probabilidades que

(a) el precio serd menos que 30 centavos y las ventas excederdn 20,000 unida-
des;

(b) el precio estard entre 25 y 30 centavos y las ventas serdn de menos de
10,000 unidades.

3.6 DISTRIBUCIONES MARGINALES

Para introducir el concepto de una distribucién marginal, consideremos ¢! siguiente
ejemplo.
EJEMPLO 3.20

En el ejemplo 3.12 derivamos la distribucién de probabilidad conjunta de dos variables
aleatorias X'y Y, el mimero de cdpsulas de aspinnas y el mimero de cdpsulas de sedante



116 Capitulo 3: Distribuciones de probabilidad y densidades de probabilidad

incluidas entre las dos cdpsulas que se sacaron al azar de un frasco que contiene tres
aspirinas, dos sedantes y cuatro cdpsulas laxantes. Encuentre la distribucién de proba-
bilidad de X sola y de Y sola.

Solucion

En la siguiente tabla se muestran los resultados del ejemplo 3.12, junto con los
totales marginales, esto es, los totales de las respectivas hileras y columnas

X

0 i 2
1 1 1 7
0 6 3 12 12
) 2 ! I
4 9 6 18
1 1
2 36 36

3 1 1

12 2 12

Los totales de columna son las probabilidades de que X asumird los valores 0, 1,
y 2. En otras palabras, son los valores

glx) = if(x y) parax = 0,1, 2

y=0

de la distribucién de probabilidad de X. Por la misma razén, los totales de las
hileras son los valores

2
h(y) = Eoﬂx. y) paray =0,1,2

de la distribucién de probabilidad de Y. A

Asi llegamos a la siguiente definicién.

DEFINICION 3.10 Si X y Y son variables aleatorias discretas y f{x, y) es el valor
de la distribucién de probabilidad conjunta en (x, y), la funcién dada por

gx) = X fix,y)

ry

para cada x dentro del intervalo X es llamada la distribucién marginal de X. Co-
rrespondientemente, la funcién dada por
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h(y) = 2 flx, y)

x

para cada y es llamada la distribucién marginal de Y.

Cuando X y Y son variables aleatorias continuas, las distribuciones de probabilidad se
reemplazan con densidades de probabilidad, las sumas se reemplazan con integrales y
obtenemos

DEFINICION 3.11 Si X y Y son variables aleatorias continuas y f{x, y) es el valor
de su densidad de probabilidad conjunta en (x, y). la funcién dada por

glx) = f flx, y) dy para —X < x < ™
es llamada la densidad marginal de X. Correspondientemente, la funcién dada por
oo
hiy) = / flx, y) dx para —00 < y < 00

es llamada la densidad marginal de Y.

EJEMPLO 3.21
Dada la densidad de probabilidad conjunta

2
fxy) = §(x+2y) para0 <x < 1,0<y<1

0 en cualquier otra parte
encuentre la diversidad marginal de X y Y.
Solucién

Al efectuar las integraciones necesarias, obtenemos

o 1
i = [ fene=[ierma=e+rn
para 0 < x < 1y g(x) = 0 en cualquier otra parte. De igual manera,
oo
b = [ fixy) ax = f_%(x +29)dx = 3 (1 + 4y)
para0 < y < 1y h(y} = 0 en cualquier otra parte. A

Cuando estamos trabajando con mds de dos variables aleatorias, podemos hablar
no sélo de las distribuciones marginales de las variables aleatorias individuales, sino tam-

bién de las distribuciones marginales conjuntas de muchas de las variables aleatorias. Si
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la distribucién de probabilidad conjunta de las variables aleatorias discretas X,;. X,, ...
y X, tiene los valores f{x;. x;..... X, ), la distribucién marginal de X, sola cst4 dada por

) = T B ol 1 1)

para todos los valores dentro del intervalo de X, ., la distribucién marginal conjunta de
X,, X3y X, esta dada por

m(xl,xz.x_,,) = E'”Eﬂxnxb-—w-‘n)
X4 Xa

para todos los valores dentro del rango de X, X, y X}, y otras distribuciones mar-
ginales se pueden definir en la misma forma. Para el caso continuo, las distribuciones
de probabilidad se reemplazan con densidades de probabilidad. las sumas se reem-
plazan con integrales, y si la densidad de probabilidad conjunta de las variables aleato-
rias continuas X, , X;,... y X, tiene los valores f{x,, x,,..., x,). la densidad marginal
de X, sola esti dada por

o 0
h(x2)=/ f flx,, x50, x,) dxy dxy-* dx,

para — < x, < o0 la distribucién marginal conjunta de X, v X, estdn dadas por

¢(x1-xa)=/ f fx). %2, x,) dxa dxy - dx, -y

para —0 < x; < Wy~ < x, < 00, y asf sucesivamente.

EJEMPLO 3.22
Consideremos otra vez la densidad de probabilidad trivariada del ejemplo 3.19,
s X2, 53) = (xy + xy)e™ para 0 < i <L0<x<1,x3>0
0 en cualquier otra parte

encuentre la densidad marginal conjunta de X, y X, y la densidad marginal de X, sola.

Solucién
Al efectuar la integracién necesaria, encontramos que la densidad marginal con-
junta de X, y X, estd dada por

1

1
mix, ) = f (x + x2)e™ dx, = ( + 5)‘

para 0 < x;, € 1y x; > 0y m(x,, x3) = 0 en cualquier otra parte. Usando

este resultado, encontramos que la densidad marginal de X, sola estd dada por
oG

0 L1
glx) = / / fxy, x3, X3} dxy dx; = ./o. m(x,, x3) dxy
e Jo

1 1
— R 3 -_—
-L‘ (I] + 2} dx; Xy + 2

para0 < x;, < 1yg(x,) = 0 en cualquier otra parte. A
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Correspondiendo a las diversas densidades y distribuciones marginales y marginales
conjuntas que hemos introducido en esta seccion, también podemos definir funciones de
distribucién marginales y marginales conjuntas. Algunos problemas relacionados con
tales funciones de distribucion se dejan al lector en los gjercicios 3.92, 3.99 y 3.100.

3.7 DISTRIBUCIONES CONDICIONALES

En el capitulo 2 definimos la probabilidad condicional del evento A. dado ¢l evento B, como
P(ANB)
P(B)

siempre y cuando P(B) # 0. Supongamos ahora que A y 8 son los cventos X = xy
Y = y de modo que podemos escribir

P(A|B) =

P(X=x,¥=y)
P(Y =y)

P(X=x|Y =y) =

_ flx. y)
h(y)

siempre ¥ cuando P(Y = y) = A(y) # 0, donde f(x, y) es el valor de la distribucién
de probabilidad conjuntade X y Y en {x, y). y h(y) es el valor de la distribucién mar-
ginal de Y en y. Denotemos la probabilidad condicional con f{x|y) para indicar que x
es una variable y y estd fija. hagamos ahora la siguiente definicién.

DEFINICION 3.12  Si f(x, y) es el valor de la distribucion de probabilidad conjunta
de las varnables aleatorias discretas Xy Y en (x, ¥), v #(y) es el valor de la dis-
tribucion marginal de Y en y. la funcion dada por

fix. y)
h(y)
para cada x dentro del intervalo de X, se llama la distribucién condicional de X

dado Y = y. En forma correspondiente. si g{x) es el valor de la distribucién mar-
ginal dc X en x. la funcién dada por

fxly) = h{y) # 0

fx y)
w(ylx) = x) # 0
y1x) 2(x) g(x)
para cada y dentro del intervalo de Y, se llama la distribucién condicional de Y

dado X = x.

EJEMPLO 3.23

Con respecto a tos ejemplos 3.12 y 3.20, encuentre la distribucién condicional de X
dado Y = 1.
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Solucion

Al sustituir los valores apropiados de la tabla en la p4gina 116, obtenemos

2
> _4
fol) = 5 =3
18
!
_6_3
18
f2[1) =%=0 A
18

Donde X y Y son variables aleatorias continuas, las distribuciones de probabili-
dad se reemplazan con densidades de probabilidad, y obtenemos

DEFINICION 3.13 St f(x, y) es el valor de la densidad conjunta de las variables

aleatorias continuas X'y Y en (x, y), y A(y) es el valor de la densidad marginal
de Y en y, la funci6n dada por

firlyy = BRI hy 20

para —© < x < 00, se llama densidad condicional de X dado Y = y. De mane-

ra correspondiente, si g(x) es el valor de la densidad marginal de X en x, la fun-
cién dada por

flx, ¥)

e

glx) # 0

para —o0 < y < o9, se llama densidad condicional de Y dado X' = «x.

EJEMPLO 3.24

Con respecto al ejemplo 3.21, encuentre la densidad condicional de X dado Y =y y
dsela para evaluar P(X S 1|Y = 1).
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Solucion
Al valernos de los resultados obtenidos en la pagina 117, tenemos
2
—(x + 2
fay) W)
fixly) = ny) 1
= {1 + 4y}
3
_2x + 4y
T 1+ 4y

para0 < x < 1y f{x|y) = 0 en cualquier otra parte. Ahora

20442

2 .

[ N

y podemos escribir

)
1 1 2x + 2 5
P(X5§ly'i)"_£ T =

121

Es interesante observar que en la figura 3.12 esta probabilidad estd dada por la

razén del 4drea del trapezoide ABCD al drea del trapezoide AEFD. A

f(x,y)

Flgura 3.12 Diagrama para el ejemplo 3.24.
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EJEMPLO 3.25
Dada la densidad de probabilidad conjunta
ﬂx.y)={4xy paraO<‘x<1,0<y<1
0 en cualquier otra parte

encuentre las densidades marginales de X'y Y y la densidad condicional de X dado Y = y.
Solucién

Al efectuar las integraciones necesarias, obtenemos

g(x) = /_: flx.y)dy = [‘lxy dy

ym]
= 2x
y=0

= zxyz

para 0 < x < 1,y g{x) = 0 en cualquier otra parte; también

w 1
/ fix,y)dx = / 4xy dx
- 0

=]
=0

h{y)

= Zx"y

para0 < y < 1.y A(y) = 0 en cualquier otra parte. Entonces. al sustituir en la
férmula para la densidad condicional, obtenemos

faiyy = L0 = 2% =,

para0 < x < 1,y f(x|y) = 0 en cualquier otra parte. A

Cuando estamos trabajando con mds de dos variables aleatorias, ya sea continuas
o discretas, podemos considerar varias clases diferentes de distribuciones o densidades
condicionales. Por ejemplo, si f{x;, x,, X3.x,) es el valor de la distribucidn conjunta de
las variables aleatorias discrelas X, X,, X3 y X, en (x,, x5, x3, x,), podemos escribir

.f(xl » X3, X3, xl‘)
X3lXy, X2, X,) = Xy, X3, %) 0
P( slxy, 22, x,) 2(xy. X2, x4) g{x1, X2, x4)

para el valor de la distribucion condicional de X; en xy dado X) = x;, X3 = x5 ¥
X, = x4, donde g(x;.x;, x;) es el valor de la distribucién marginal conjunta de X,, X;
y Xaen (x,,x,.x,). También podemos escribir

X1y X3, X1, X
0(12-14111»4"3) = f( ;"(:1;3) ‘) m(xlvx.‘:) #0

para el valor de la distribucién condicional confunta de X, y X, en (x,, x,) dado
Xy =xyX;=x.0
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’(J‘zv X3, -‘aL‘l) = f(x“ i L x‘) b(-"l) #0

b(x)
para ¢l valor de la distribucién condicional conjunta de X,, X3y X, en (x5, X1, x,)
dado X, = x,.
Cuando trabajamos con dos o mas variables aleatorias, son generalmente de gran
importancia las preguntas de independencia. En el ejemplo 3.25 vemos que
A x|y) = 2x no depende del valor dado Y = y. pero éste claramente no es ¢l caso en

2x + 4y
1 + 4y
condicional de X dado ¥ = v no dependan de y, se sigue que f(x]y) = g(x), y por
tanto las férmulas de las definiciones 3.12 y 3.13 nos dan

el ejemplo 3.24, donde flx|y) = . Siempre que los valores de la distribucién

flx, y) = fixly)-h(y) = g(x)- h(y)

Esto es, los valores de distribucién conjunta estdn dados por los productos de los valo-
res correspondientes de las dos distribuciones marginales. Al generalizar a partir de
esta observacién, hagamos ahora la siguiente definicidn.

pDEFINICION 3.4 Sif(x,, x5,..., x,)es el valor de la distribucién de probabilidad
conjunta de las n variables aleatorias discretas X, X;,..., X, en (x;, X3,-... X, ).
y fi(x,) es el valor de la distribucién marginal de X, en x, parai = 1, 2,..., .

entonces las n vanables aleatorias son independientes si y sélo si

f(Il- =3 TR -‘n) = .ﬁ(-“l)'fz(xz)' ’f;(-‘u)

para toda (x,, x3,..., x, ) dentro de su intervalo.

Para dar la definicién correspondiente para variables aleatorias continuas, simplemente
sustituimos la palabra densidad por la palabra distribucién.

Con esta definicion de independencia, se puede verificar facilmente que las tres
variables aleatorias del ejemplo 3.22 no son independientes, pero que las variables
aleatorias X, y Xy X, y X; y también las dos variables aleatorias X, y X; son indepen-
dientes por parejas (ver ejercicio 3.101).

Los ejemplos siguientes sirven para ilustrar el uso de la definicién 3.14 para
encontrar probabilidades relacionadas a varias variables aleatorias independientes.

EJEMPLO 3.26

Consideremos n lanzamientos independientes de una moneda balanceada, sea X, el

nimero de caras (0 o 1) obtenidas en ¢l iésimo lanzamiento para i = 1,2,..., n.
Encuentre la distribucién de probabilidad conjunta de estas n variables aleatorias
Solucion

Puesto que cada una de las variables aleatorias X, paraf = 1, 2,..., n, tiene la
distribucién de probabilidad
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1
f(x) = 3 para x; = 0, 1

y las n variables aleatorias son independientes, su distribucién de probabilidad
conjunta estd dada por

donde x, = 0o lparai=1,2,...n A

EJEMPLO 3.27

Dadas las variables aleatonas independientes X, . X; y X, con densidades de probabi-
lidad

-x

e para x; > 0
ﬁ('r‘) { 0 en cualquier otra parte

A(x,) = {Ze”"’ parax, > 0
N2 0 en cualquier otra parte

Je 3 ara x, > 0
Alxs) { P ?

0 en cualquier otra parte

encuentre la densidad de probabilidad conjunta y usela para evaluar la probabilidad
PX,+ X,21,X;>1).

Solucién

De acuerdo a la definici6n 3.14, los valores de la densidad de probabilidad con-
junta estdn dadas por

M50 x2, x3) = (&) Ax) - £(x3)
=g ¥, 23—1'2 . 3e_'3")

—_ 68"'11 "21: —hj

parax, > 0,x, > 0, x; > 0,y flx;. x;. x3) = 0 en cualquier otra parte. Asi
aa 1 l~x,
PX,+ X, ,X;>1)= f / / 6e™M 22730 gy dx, dx;
1 Jo Jo

= (1 -2+ %)

= 0.020 A
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EJERCICIOS

339

3.90

3N

19

393

Dados los valores de la distribucién de probabilidad conjunta de X'y Y mostra-
dos en la tabla

X

-1 1

I T

8 2

0 0 1

y 4
1

1 - 0
8

encuentre

(a) la distribucién marginal de X|

(b) la distribucién marginal de ¥;

(¢) la distribucién condicional de X' dado ¥ = —1.

Con respecto al ejercicio 3.56. encuentre

(a) la distribucién marginal de X

(b) la distribucién marginal de Y;

{c) la distribucién condicional de X dado Y = 1;
(d) la distribucién condicional de Y dado X = 0.

Dada la distribucion de probabilidad conjunta

xyz

108 parax = 1,2,3 y=1,2,3 =z=12

fle,y. 2) =

encuentre

(a) la distribucién marginal conjunta de X'y Y;

{b) la distribucién marginal conjunta de X y Z;

(c) la distribucién marginal de X;

(d) la distribucién condicional de Zdado X = 1y Y = 2;

(c) la distribucién de probabilidad conjunta de ¥ y Z dado X = 3.

Con respecto al ejemplo 3.20, encuentre

(a) la funcién de distribucién marginal de X, es decir, la funcién dada por
G(x) = P(X = x) para —00 < x < 00;

(b) la funcién de distribucién condicional de X dado Y = 1, es decir, la funcién
dada por F(x[1) = P(X = x|]Y = 1) para =00 < 1 < 00,

Verifique si X' y Y son independientes si su distribucién de probabilidad con-

junta estd dada por

(a) flx,y) =1 para x
y=-lLyx=1yy

—-lyy=-lLx=—-lyy=1lx=1y%
N
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(b) flx.y)=}parax=0yy=0x=0yy=1lyx=1yy=1
3.94 Si la densidad de probabilidad conjunta de X v Y estd dada por

flx.y) = %(Zxﬂ?) para0 < x < LO<y <2

0 en cualquier otra parte
encuentre
(a) )a densidad marginal de X;
(b} la densidad condicional de Y dado X =
3.95 Con respecto al ejercicio 3.94, encuentre
(a) la densidad marginal de Y;
(b) la densidad condicional de X dado ¥ = 1.

3.96 Si la densidad de probabilidad conjunta de X'y Y estd dada por

e

24y(1 — x — arax > 0.y >0, x +y<1
f(x’y)={0 y) p y y

en cualquier otra parte

encuenire

(a) la densidad marginal de X

{b) la densidad marginal de Y.

Determine también si las dos variables aleatorias son independientes.

3.97 Con respecto al ejercicio 3.67, encuentre

(a) la densidad marginal de X;

(b) la densidad marginal de Y.

Determine también si las dos variables aleatortas son independientes.

3.98 Con respecto al ejemplo 3.22, encuentre
(a) la densidad condicional de X, dado X; = 4y X; = 2;
(b) la densidad de probabilidad conjunta de X, y X, dado X, = }.

3.99 Si F(x, y) es el valor de la funcién de distribucién conjuntade X'y Y en (x, y).
demuestre que la funcién de distribucién marginal de X estd dada por

G{x) = F(x, o) para =00 < x < @

Use este resultado para encontrar la funcién de distribuciéon marginal de X para
las variables aleatorias del ejercicio 3.68,

3.100 Si F(x,, x;, x3) es el valor de la funcién de distribucién conjunta de X,, X,y
Xien (xl . X7, .r3), demuestre que la funcién de distribucién marginal conjunta
X1 y X; estéd dada por

M(Il-xs) = F(x,,w,x3) para —o0 < x; < 00, —0 < x3 < OO
y que la funcién de distribucién marginal de X, estd dada por
G(x)) = F(x,. 00, ) para =00 < x; < 00
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Con respecto al ejemplo 3.19. use vstos resultados para encontrar
{a) la funcién de distribucién marginal conjunta de X, y X,;
(b} la funcién de distribucién marginal de X;.
3.101 Con referencia al ejemplo 3.22, verifique que las tres variables aleatorias X, , X;

y X, no son independientes, pero que las dos variables aleatorias X, y X; y tam-
bién las dos variables aleatonias X, y X, son independientes por parejas.

3.102 Si las variables aleatorias independientes X' y Y tienen las densidades mar-

ginales
1 para < x < 2
= ara
flx) =42
0 en cualquier otra parte
1
= para ) < y < 3
m(y) =43
0 ¢n cualquier otra parte
encuentre

(a) la densidad de probabilidad conjunta de X' v Y.
(b) elvalorde P{X* + Y* > 1).

APLICACIONES

3.103 Con respecto al ejercicio 3.84, encuentre
(a) la distribucién marginal de X:
(b) la distribuctdn condicional de Y dado X = 0.
3.104 Si sc sacan dos cartas aleatoriamente (sin reemplazo) de una baraja comtn de

52 cartas de juego, Z es el nimero de ases obtenidos en la primera cartay W
es el ndmero total de ases obtenidos en las dos cartas, encuentre

(a) la distribucién de probabilidad conjunta de Z y W,
(b) la distribucién marginal de Z;
(c) la distribucidn condicional de W dado Z = 1.
3.105 Si X es la proporcidn de personas que responderan a una clase de solicitud por

correo, Y es la proporcion que responderan a otra clase de solicitud por correo,
y la densidad de probabilidad conjunta de X y Y estd dada por

fix.y) = %(x+4_v) paral < x < 1,0 <y < |

0 en cualquier otra parte
encuentre las probabilidades de que
(a) al menos 30% respondera a la primera clase de solicitud por correo;

(b) cuando mucho 50% responder4 a la segunda clase de solicitud por correo
dado que ha habido un 20% de respuesta a {a primera clase de solicitud
por correo.
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3.106 Con respecto al gjercicio 3.88, encuentre
(a) la densidad marginal de P,
(b) la densidad condicional de § dado P = p;
(c) la probabilidad de que las ventas serdn menores que 30,000 unidades
cuando p = 25 cents.
3107 Si X es la cantidad de dinero (en ddlares) que un agente de ventas gasta en

gasolina durante un dfa y Y es Ia cantidad de dinero (en délares) correspondiente
que le reembolsan, la densidad conjunta de estas dos variables aleatorias estd

dada por
L(Z{J_X) arald < x <20,><y<
flx,y) = {25\ «x P S R A
0 en cualquier otra parte
encuentre

(a) la densidad marginal de X;
(b) 1la densidad condicional de X dado X = 12;

(¢) la probabilidad de que al agente de ventas se le reembolsardn al menos $8
cuando gasta $12.

3.108 Muestre que las dos variables aleatorias del ejercicio 3.87 no son independientes.
3.109 La vida ttil (en horas) de cierta clase de tubo al vacio es una variable aleatoria
que tiene la densidad de probabilidad
20,000
fix) = ¢ (x + 100)°
0 en cualquier otra parte

para x > 0

Si tres de estos tubos funcionan independientemente, encuentre

{a) la densidad de probabilidad conjunta de X,, X,y X;, que representan las
longitudes de sus vidas ttiles;

(b) el valorde P(X, < 100, X, < 100, X; = 200).
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INTRODUCCION

EL VALOR ESPERADO DE UNA VARIABLE ALEATORIA

MOMENTOS
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FUNCIONES GENERATRICES DE MOMENTOS

MOMENTOS PRODUCTO

MOMENTOS DE COMBINACIONES LINEALES DE VARIABLES ALEATORIAS
ESPERANZA CONDICIONAL

4.1 INTRODUCCION

Originalmente, el concepto de esperanza matematica surgié en relacién con los juegos
de azar, y en su forma mds simple es ¢l producto de 1a cantidad que un jugador puede
ganar y la probabilidad de que ganara. Por ejemplo. si tenemos uno de 10,000 boletos
en una rifa cuyo premio principal es un viaje que vale $4.800, nuestra csperanza mate-

mética es 4,800

10.000 = $0.48. Esta cantidad deber4 interpretarse en el sentido de un

$4,800
10,000

promedio: en conjunto los 10,000 boletos pagarédn $4,800 o en promedio
por boleto.

= $0.48

Si también hay un segundo premio que vale $1,200 y un tercer premio con valor

de $400, podemos argumentar que en conjunto los 10,000 boletos pagan $4,800 +

. 36,400

$1.200 + $400 = $6,400. 0 en promedio 10,000

forma diferente, podemos argumentar que si la rifa se repite muchas veces, perderia-

mos 99.97 por ciento de las veces (0 con una probabilidad de 0.9997) y ganarfamos ca-

da uno de los premios 0.01 por ciento de las veces (o con probabilidad de 0.0001). En
promedio ganarfamos asi

= $0.64 por boleto. Veamos esto en una

0(0.9997) + 4,800(0.0001}) + 1,200(0.0001) + 400(0.0001) = $0.64

que es la suma de los productos obtemidos al multiplicar cada cantidad por la prababi-
lidad correspondiente.

129
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4.2 EL VALOR ESPERADO DE UNA VARIABLE ALEATORIA

En la ilustracién de la seccién anterior, la cantidad que ganamos fuc una variable alea-
tona, y la esperanza matemadtica de esta variable aleatoria fue la suma de los produc-
tos obtenidos al multiplicar cada valor de la variable aleatoria por la probahilidad
correspondiente. Nos referimos a la esperanza matemética de una variable aleatoria
simplemente como su valor esperado, y extendemos la definicién al caso continuo al
reemplazar la operacién de suma por la integracién, asi tenemos

DEFINICION 4.1 Si X es una variable aleatoria discreta y f{x) es el valor de su
distribucién de probabilidad en x, el valor esperado de X es

E(X) = Sx-fix)

De manera correspondiente, si X es variable aleatoria continua y f(x) es el valor
de su densidad de probabilidad en x, el valor esperado de X es

oo

E(X)=/ x - flx) dx

En esta definicién se supone, por supuesto, que la suma o la integral existe; de otra ma-
nera, la esperanza matemaltica estd indcfinida.

E)JEMPLO 4.1

En un lote de 12 aparatos de televisidn se incluye 2 con cables blancos. Si se escoien
al azar tres de los aparatos para enviarse a un hotel, ;cudntos de los aparatos con ca-
bles blancos puede el expedidor esperar enviar al hotel?

Solucién
Puesto que x de los dos aparatos con cables blancos y 3 — x de los otros 10 apa-
2 10
ratos se pucden escoger en A3 — ) maneras, tres de los 12 aparatos se pue-

12

3
equiprobables, encontramos que la distribucién de probabilidad de X, ¢l nime-
ro de aparatos con cables blancos enviados al hotel, estd dado por

(5)

o, en forma tabular;

12
den escoger de ( ) manecras, y estas ( 3 ) posibilidades son presuntamente

parax = (,1,2
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X ‘n 1 2
6 9 1
N1 32 22
Ahora,
6 9 1 1
E(X) =05+ Lo+ 2000 =

y puesto que no es posible enviar medio aparato, estd claro que el término “es-
perar” no se usa en su sentido familiar. Ciertamente, deberé inlerpretarse como
un promedio tocante a envios repetidos hechos en las condiciones dadas. A

EJEMPLO 4.2

Ciertas medidas cifradas del didmetro de separacidn de ias roscas de un adaptador tie-
nen la densidad de probabilidad

4
—_—— para0 < x < 1

fix) =< =(1 + x%)
0 en cualquier otra parte

Encuentre el valor esperado de esta variable aleatoria

Solucién

Al usar la definicién 4.1, tenemos

1
_ 4
E(x)= '[; .t----——-——"(1+xz)d.r

=;0 1+x2dx
In 4

= 22 = 0.4413 A
ki g

Hay muchos problemas donde nos interesa no sélo el valor esperado de una va-
riable aleatoria X, sino también los valores esperados de variables aleatorias relaciona-
das con X. Asf, nos podrfa interesar la variable aleatoria Y, cuyos valores estdn
relacionados con los de X por medio de la ecuacién y = g(x): para simplificar nues-
tra notacion, denotamos esta variable aleatoria con g(X'). Por ejemplo, g{ X') podria ser
X? asi que cuando X asume el valor de 2, g(.X) asume el valor 2* = 8. Si queremos ¢n-
contrar el valor esperado de una variable aleatoria g( X), tal, podriamos primero deter-
minar su distribucién o densidad de probabilidad (mediante uno de los métodos que se
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examinarén en el capitulo 7} y entonces usamos la definicién 4.1, pero generalmente es
més facil y mds directo usar el siguiente teorema

TEOREMA 4.1 Si X es una variable aleatoria discreta y f{x) es el valor de su dis-
tribucién de probabilidad en x, el valor esperado de g(X') estd dado por

E[g(X)] = X glx)-flx)

De forma correspondiente, si X es una variable aleatoria continua y f(x) es el va-
lor de su densidad de probabilidad en x, el valor esperado de g{ X) est4 dado por

o0

E[g(X)]=_/ g(x) - flx) dx

-0

Demostracion. Puesto que una demostracion mas general rebasa el alcan-
ce de este texto, demostraremos aquf este teorema solo para el caso donde X es
discreta y tiene un intervalo finito. Puesto que y = g(x} no necesariamente defi-
ne una correspondencia unfvoca, supongamos que g{x) asume el valor g; cuando
x asume los valores x;, x;,..., X;, . Entonces, la probabilidad que g{X) asumi-
rd el valor g, es

Pg(X) =g] = }2 flxy)

vy st g(x) asume los valores g,, g2...., & . 5¢ Sigue que

L]

E(g(x)] = 3 s - Plg(x) = g)]

|
Mz
o)
=
H
L=
e

= Ex‘,s(x) -flx)

donde la suma se extiende sabre todos los valores de X. v

EJEMPLO 4.3

Si X es el nimero de puntos tirados con un dado balanceado. encuentre el valor espe-
rado de g(X) = 2X°* + 1.
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Solucién
Puesto que cada resultado posible tiene la probabilidad i, obtencmos

E[g(X)] = 3 (22 + 1)

[
x=]

=(2-12 + 1)-%+---+ (2-6* + 1)--;—

_u
3
EJEMPLO 4.4
Si X tiene la densidad de probabilidad
e* arax >0
fx) = { . .
en cualquier otra parte

encuentre ¢l valor esperado de g(X) = ¥4,

Solucion
De acuerdo al teorema 4.1. tenemos

b
E[eSX/4] = f elr/"e-x dx
0

[ 1]
= f e dx
0

=4 A

133

La determinacion de las esperanzas mateméticas a menudo se puede simplificar
al usar los siguientes teoremas, que nos permiten calcular los valores esperados a pat-
tir de otras esperanzas conocidas o facilmente calculadas. Puesto que los pasos son
esencialmente los mismos, algunas demostraciones se hardn para el caso discreto o pa-

ra ¢l caso continuo; otras s¢ dejan como cjercicios para el lector

TEOREMA 4.2 Si a y b son constantes, cntonces

E(aX + b) = aE(X) + b
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Demostracion. Al usar ¢l teorema 4.1 con g(X) = aX + b, obtenemos

=€

E(aX + b) = [ (ax + b)-f(x) dx

= aj x-f(x) dx + b/ fix) dx
= gE(X) + b v

Si hacemos & = 0 o a = 0, se sigue del teorema 4.2 que

coroLARIO 1  Si a2 es una constante, entonces
E{(aX) = aE(X)
COROLARIO 2 Si b es una constante, entonces

E(b)=b

Observe que si escribimos E(b), la constante b se puede considerar como una variable
aleatoria que siempre asume el valor b.

TEOREMA 4.3 Sic,, ¢;,..., ¥ ¢, son constantes, entonces

i g (X)|= i‘,c.—E[g.-(X)]

=1 i=1

E

Demostracién. De acuerdo al teorema 4.1 con g(X) = 3 c,g,(X), obte-
nemos =1
EQS:‘(X)] = 2[ Ecigi (x)] flx)
i=] X 1

E

i=

c,8i(x)f(x)

M-

I

L]

= 2,6 2 8 x)flx)

=1

E ]

¢, E[g(X)] v

1

—

-
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EJEMPLO 4.5
Recurrimos al hecho de que
EX)=(1P+22+3+ 48 +5+ 62)-%= 261—
para la variable aleatoria del ejemplo 4.3, rehaga ese ejemplo.
Solucion
" » 91 %4
E(ZX*+1)=2£(X*)+1=2-F+1=? A
EJEMPLO 4.6
Si la densidad de probabilidad de X estd dada por
fix) = 2(1 = x) para 0 < x < 1
] en cualquier otra parte

(a) demuestre que

3 2
T (r+1){r+2)

(b) y use este resultado para evaluar
E[(2x + 1)}]

E(X")

Solucion

(@) E(X)= _[x'-z(l —x)dx=2[(r’—x'“)dx

=2(ril_r-:-2)=(r+l)2(r+2)

135

(b) Puesto que E[{2X + 1)!] = 4E(X?) + 4E(X) + 1 y la sustitucién de

1

r = 1yr = 2en la férmula anterior nos da E(X) =% =39 E(XY) =

_EE_ = l_ bl
3.4 6, oplenemaos

E[(2X+1)2]=4-é+4-%+1=3 A

EJEMPLO 4.7

Demuestre que

E[(aX + b)) = i('?)m-*bfs(x"—:)

im0
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Solucion

Puesto que (ax + 5)"= ), (’:)(ax)”" b' de acuerdo al teorema 1.9, se sigue que
r={0

E[{aX + b)"] = E[f}('f)a”"b'x"*‘

tml

= i(’:)a"'*b's(x"-') A

1=0

El concepto de una esperanza matematica se puede ampliar fAcilmente a situacio-
nes que implican mas de una variable aleatoria. Por ejemplo. si Z es la variable aleato-
ria cuyos valores estdn relacionados con los de las dos variables aleatorias X y Y por
medio de la ecuacién z = g(x. y). se puede demostrar que

TEOREMA 44 Si X y Y son variables aleatorias discretas y f(x. y) es el valor de
su distribucién de probabilidad conjunta en (x, y), el valor esperadode g(X, Y) es

Eg(X. )] = 3 D glx.y) flx, y)
=y
De¢ manera correspondiente, si X y Y son variables aleatorias continuas y f{x, y)
es el valor de su densidad de probabilidad conjunta en (x, y), el valor esperado

deg(X, Y)es

E{g(X, V)] = f f g(x, y)f(x, y) dx dy

La generalizacién de este teorema a funciones de cualquier niimero finito de variables
aleatorias es directa

EJEMPLO 4.8
Con respecto al ejemplo 3.12, encuentre el valor esperado de g{X. Y) =X + Y.

Solucion

E(X +7Y)= é é(x + )-flxy)

=0 p=0

1 2 1 1
+0)e=+ (04 1)-=+ (0+2)-—+ (L + 0)-=

+(1 + 1)-%+ (2 + 0)-%
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E)JEMPLO 4.9
Si la densidad de probabilidad conjunta de X y ¥ estd dada por

2

= (x + 2y) parral < x < 1,1 <y <2
flx,y) =147

0 ¢n cualquier otra parte

encuentre ¢l valor esperado de g( X, ¥Y) = X/Y°,

Solucion

E(X/YY) = ff 2.x(.r+ 2

2 1271 1
= — —_— - '
7./: (3)' ) b

_1s
84

Lo siguiente es otro teorema que tiene aplicaciones iitiles en trabajo subsecuen-
te. Es una generalizacién del teorema 4.3, y su demostracién es paralela a la demostra-
cién de ese teorema.

TEOREMA 4.5 S8i ¢y, ¢3,..., ¥ ¢, SOn constantes, entonces

n
E[EC:S;('Xl'ch-“' 2‘-': [Si Xy, Xy Xt)]

EJERCICIOS

4.1 Para ilustrar la demostracion del tcorema 4.1, considere la variable aleatoria X,
que asumne los valores —2, —1. 0. 1. 2 y 3 con probabilidades f{—2), f{—1},
fI0). (1), A2) ¥y A(3). Sig(X) = X°. encuentre
(a) g;.8:.8 ¥ & . los cuatro valores posibles de g(x);

(b) las probabilidades P[g(X) = g,] parai = 1, 2, 3, 4;

(¢) E[g(X)] = 3 g -Plg(X) = g], y muestre que es igual a
i=1

> 8(x)+ flx).

Demuestre el teorema 4.2 para vanables aleatorias discretas.
Demuestre el teorema 4.3 para vanables aleatonas continuas.
Demuestre el teorema 4.5 para variables aleatorias discretas.

Dadas dos variables aleatorias continuas X y ¥, use el teorema 4.4 para expre-
sar E(X) en términos de

&Ed &
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(a) la densidad conjuntade Xy Y,
(b) la densidad marginal de X.

4.6 Obtenga el valor esperado de la variable aleatoria discreta X que tiene la dis-
tribucién de probabilidad

fx) = Lx ; 2| parax = ~1,0,1,3

4.7 Obtenga el valor esperado de la variable aleatoria Y cuya densidad de proba-
bilidad est4 dada por

1) = %(y+1) para2 < y < 4

0 en cualquier otra parte

4.8 Obtenga el valor esperado de la variable aleatoria X cuya densidad de proba-
bilidad est4 dada por

x paral < x <1
fix)y=¢2—x paral 2 x <2
0 en cualquier otra parte

49 (a) SiX asume los valores 0, 1, 2 y 3 con probabilidades 135, 1%. 15 ¥ 5. en-
cuentre E(X) y E(X?).
(b) Use los resultados del inciso (a) para determinar el valor de E[(3X + 2)°].
4.10 (a) Si la densidad de probabilidad de X est4 dada por
1
Ax) = ¢ x(In 3)
0 en cualquier otra parte
encuentre E(X), E(X?) y E(X°).
(b) Use los resultados de la parte (a) para determinar £(X* + 2X? — 3X + 1).
4.11 Si la densidad de probabilidad de X esti dada por

paral < x <3

( x
3 para0 < x 5 1
1
3 paral < x &2
AX) =935,
3 para2 < x < 3
0 en cualquier otra parte
\

encuentre los valores esperados de g(X) = X? — 5X + 3.
4.12 Con respecto al ejercicio 3.61, encuentre E(2X — Y).
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4.13 Con respecto al ejercicio 3.67, encuentre E(X/Y).

4.14 Con respecto al ejercicio 3.76, encuentre el valor esperadode U=X + Y + Z.

4.15 Con respecto al ejercicio 3.82, encuentre el valor esperado de W= X?—YZ,
4.16 Si la distribucién de probabilidad de X est4d dada por

flx) = (%)1 parax = 1,23, ...

demuestre que E(2%) no existe. Esta es la famosa paradoja de Petersburgo, se-
gln la cual la esperanza de un jugador es infinita (no existe) si recibird 2* d6-
lares cuando, en una serie de lanzamientos de una moneda balanceada, la
primera cara aparece en el xésimo tiro.

APLICACIONES

417

4.18

419

4.20

La probabilidad de que la Sra. Vélez venderd una propiedad con una ganancia
de $3,000 es £, la probabilidad de que la venderd con una ganancia de $1,500
es =, la probabilidad de que salga a mano es =, y la probabilidad de que per-
derd $1,500 es 5. ;Cudl es su ganancia esperada?

Un juego de azar se considera justo, o equitativo, si 1a esperanza de cada juga-
dor es igual a cero. Si alguien nos paga $10 cada vez que tiramos un 3 o un 4
con un dado balanceado, para hacer el juego equitativo, ;cuénto debemos pa-
gar a esa persona cuando lanzamos un 1, un 2, un 5 o un 6?

El gerente de una pasteleria sabe que ¢l nimero de pasteles de chocolate que
puede vender en un dfa dado es una variable aleatoria que tiene la distribucién
de probabilidad f(x) = ! parax = 0,1,2,3,4 y 5. También sabe que hay una
ganancia de $1 por cada pastel que é1 venda y una pérdida (causada por la des-
composicién) de $0.40 por cada pastel que no vende. Supongamos que cada
pastel puede venderse s6lo en el dia en que se hace, encuentre la ganancia es-
perada del pastelero para un dia en que hornee

(a) uno de los pasteles;

(b) dos de los pasteles;

(c) tres de los pasteles;

(d) cuatro de los pasteles;

(e¢) cinco de los pasteles.

¢(Cudntos debe hornear para maximizar su ganancia esperada?

Si la ganancia de una contratista en un trabajo de construccion se puede conside-
rar como una variable aleatoria continua que tiene la densidad de probabilidad

%(x%—l) para—1 < <5

flx) =

0 en cualquier otra parte

donde las unidades estdn en $1,000, ;cuil es su ganancia esperada?
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4.21 Con respecto al ejercicio 3.53, ;qué desgaste de uno de los neumiéticos puede
esperar obtener el duefic de un auto?

4.22 Con respecto al ejercicio 3.54, ;cudl es el consumo de agua esperado en la ciu-
dad para cualquier dfa dado?

4.23 Con respecto al ejercicio 3.88, encuentre E{PS), los ingresos esperados de la
mercancia.

4.24 El| seiior Aras vy [a sefiorita Sdnchez estdn apostando en lanzamientos repeti-
dos de una moneda. Al principio del juego el sefior Arias tiene a délares y la
sefiorita Sdnchez tiene b délares, en cada lanzamiento el perdedor paga al ga-
nador un délar, vy el juego contintia hasta que uno de los dos jugadores estd
“arruinado.” Recurra al hecho de que en un juego equitativo la esperanza ma-
temdtica de cada jugador es cero, encuentre la probabilidad de que el sefior
Arias ganard a la sefiorita Sanchez sus b doélares antes de perder sus g délares.

4.3 MOMENTOS

En estadistica, las esperanzas matemadticas definidas aqui y en la definicién 4.4, llama-
das los momentos de la distribucién de una variable aleatoria o simplemente los mo-
mentos de una variable aleatoria, son de especial importancia.

DEFINICION 4.2 El résimo momento alrededor del origen de una variable alea-
toria X, denotado por y,, es el valor esperado de X7; simbodlicamente,

p, = E(X) = Y xflx)
X
parar = 0,1, 2,... donde X es discreta, y

= E(X) = /: ©f(x) d

donde X es continua.

Es de interés sefialar que el término “momento” viene del campo de la fisica: si
las cantidades f{x) en el caso discreto fueran puntos de masa que actiian perpendicu-
larmente al eje x a distancias x del origen, u; serfa la coordenada x del centro de gra-
vedad, esto es, €l primer momento dividido por X f(x)} = 1, y 4} seria el momento de
inercia. Esto también explica por qué los momentos 4, se llaman momentos alrededor
del origen: en analogfa a la fisica, la longitud del brazo de palanca en cada caso es la
distancia desde el origen. La analogfa también se aplica en el caso continuo, donde u;
y u> podrian ser la coordenada x del centro de gravedad y el momento de inercia de
una varilla de densidad variable.

Cuando r = 0, tenemos pg = E(X°) = E(1) = 1 el corolario 2 del teorema 4.2
y este resultado estd, como debiera ser. de acuerdo con los teoremas 3.1 y 3.5. Cuando
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r = 1, tenemos p; = E{X), que es justamente el valor esperado de la variable alea-
loria X, y en vista de su importancia ¢n la estadistica lc damos un simbolo especial y

un nombre especial

DEFINICION 4.3 ) se llama la media de la distribucién de X, o simplemente la
media de X, y se denota con u.

Los momentos especiales que definiremos a continuacién son de importancia en
la estadistica porque sirven para describir la forma de la distribucién de una variable
aleatoria, eslo es, la forma de la gréafica de su distribucién o densidad de probabilidad.

DEFINICION 4.4  El résimo momento alrededor del origen de una variable alea-
torta X, denotado por g, , es el valor esperado de (X — u)": simbdlicamente,

no=E[(X —u)]= 3 (x — u) flx)

X

parar = 0, 1, 2,... cuando X cs discreta. y
b= Bl = 0] = [ - as

cuando X es continua

Adwvierta que g, = 1 ¥y u, = () para cualquier variable aleatoria para la cual u exista
(véase el ejercicio 4.25).

El segundo momento alrededor de la media es de especial importancia en esla-
distica porque indica la amplitud o dispersion de la distribucién de una variable alea-
toria: asi. se le da un simbolo especial v un nombre especial.

DEFINICION 4.5 1, se llama la varianza de la distribucidn de X, o simplemente [a
varianza de X, y se denota por o, var{X) o V(X): o. la rafz cuadrada posiliva de
la varianza, sc llama la desviacidn estindar.

La figura 4.1 muestra cémo la varianza refleja la amplitud o dispersion de la distribu-
cioén de una variable aleatoria. Mostramos aqui los histogramas de las distribuciones de
probabilidad de cuatro vanables aleatorias con la misma media g4 = 5 pero con varian-
zas iguales a 5.26, 3.18, 1.66 y 0.88. Como se puede ver, un valor pequefio dc o sugie-
re que es probable que obtengamos un valor cercano a la media, y un valor grande de
o’ sugiere que hay una mayor probabilidad de sacar un valor que no estd cercano a la
media. Esto se examinard més ampliamente en la seccién 4.4. Un breve examen de ¢6-
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1203718

07 08

u=5Syad® =526 u=5yc® =318

.01 01

1 23 45 6 7 89
p=5yo’ =166 g =S5yo’ =088
Figura 4.1 Distribuciones con diferentes dispersiones.

mo u,, momento alrededor de la media, describe la simetria o asimetria (falta de sime-
tria) de una distribucién se da en el ejercicio 4.34,

En muchos casos, los momentos alrededor de la media se obtienen al calcular pri-
mero los momentos alrededor del origen y entonces expresar el u, en términos del u,.
Con este fin, se le pedird al lector que verifique una fGrmula general en el ¢jercicio 4.33.
Aqui, simplemente derivaremos la siguiente férmula de cdlculo para o’

TEOREMA 4.6

Demostracién
ot = E[(X - a)']
= E(X? — 2uX + p?)
= E(X?) — 2uE(X) + E(s?)
=E(X*) — 2u-p + 4°

2

=y g v
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EJEMPLO 4.10

Use el teorema 4.6 para calcular la varianza de X, que representa el niimero de puntos
lanzados con un dado balanceado.

Solucion
Primero calculemos

1 1 i 1 1 1
= —+2 -+ 33—+ 4=+ 5.+ 6-—
pEEX)=1pt gty 6% 6
=1
2
Ahora
puy = E(X*) = 17— + plyiplipegl i glyel
: 6 6 6 6 6
_ %
6

y se sigue que

EJEMPLO 4.11
Con respecto al ejemplo 4.2, encuentre la desviacién estandar de la vanable aleatona X.

Solucién
En el ejemplo 4.2 mostramos que u = E(X) = 0.4413. Ahora

=E(X3)——f 1+ &

By

1
+ xz) dr

y sc sigue que
o? = 02732 — (0.4413)2 = 0.0785

yo = V0.0785 = 02802. &
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El siguiente es otro teorema que reviste importancia para el trabajo relacionado
con desviaciones estdndar o varianzas.

TEOREMA 4.7 Si X tiene la varianza o2, entonces
var(aX + b) = a’d’

La demostracién de este teorema se le dejar4 al lector, pero seialemos los siguientes
corolarios: para a = 1, encontramos que afladir una constante a los valores de una va-
riable aleatoria, resuita en un desplazamiento de todos los valores de X a la izquierda
o la derecha, no afecta de manera alguna la amplitud de la distribucién ; para b = 0,
encontramos que si los valores de una variable aleatoria se multiplican por una cons-
tante, la vananza se multiplica por el cuadrado de esa constante, lo que resulta en un
cambio correspondiente en la amplitud de la distribucién.

4.4 TEOREMA DE CHEBYSHEV

Para demostrar cémo o o o? es indicativo de la amplitud o dispersi6n de la distribu-
cién de una variable aleatoria, demostraremos ahora el siguiente teorema, ilamado teo-
rema de Chebyshev en honor del matemdtico ruso del siglo xix, P. L Chebyshev. Aqui
s6lo lo probaremos para el caso continuo, dejamos €l caso discreto como un ejercicio.

TEOREMA 4.8 (Teorema de Chebyshev) Si p y o son la media y la desviacién es-
tdndar de una variable aleatoria X, entonces para cualquier constante positiva &

1 . )
la probabilidad es al menos 1 — 2 due X asumiri un valor dentro de k desvia-
ciones estdndar de la media; simbdlicamente

i

PUX — pl <ko)Z 1= 4

Demostracidn. De acuerdo con las definiciones 4.4 y 4.5, escribimos

ot = E[(X — n)}] = j; (x = )-flx) dx

Entonces, al dividir la integral en tres partes como se muestra en la figura 4.2, ob-

tenemos
o= ke wtke R
o = / (x — u)-flx) dx + f (x - u)flx) dx
-0 u—ke

+ f..m. (x — w)'-flx) dx
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uw — ko m p+ ko

Figura 4.2 Diagrama para demostracién del teorema de Chebyshev.

Puesto que el integrando (x — p)*« flx) es no negativo, podemos formar la de-
sigualdad

- -]

w—ka
ol = / (x—p.)z-j{x)dx-}- / (x—p)2°f(x)dx
—oc 'S4 14
al borrar la segunda integral. Por consiguiente. puesto que {x — p)z Z klo’ pa-
rax S u— koox & u + ko se sigue que
u— ko oo
otz / Ko« flx) dx + / kKo’ - flx} dx

- pthko

y de ahi que

n—hka

fAx)dx + ) fx) dx

1

= =
kz —o0 utke

siempre y cuando o° # 0. Puesto que la suma de las dos integrales en el lado de-
recho es la probabilidad de que X asumird un valor menor que oiguala u ~ ko

0 mayor que o igual a p + ko, hemos demostrado asi que
1
PUIX = u| & ko) £ =z

y se sigue que

1
PUX —pl <ko) 21 -3 v

1 3
Por ejemplo, la probabilidad es al menos 1 — 3 =  Que una variable aleatoria
X asumira un valor dentro de dos desviaciones estdndar de la media. la probabilidad es

1 8 . N
al menos 1 — 3 = 9 que asumird un valor dentro de tres desviaciones estdndar de la

1 4

media y la probabilidad ¢s al menos 1 — 3= % quc asumira un valor dentro de cinco
desviaciones estdndar de la media. Es en este sentido que o controla la amplitud o dis-
persién de la distribucién de una variable aleatoria. Claramente, la probabilidad dada
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por el teorema de Chebyshev es solamente un limite inferior; si la probabilidad de que
una variable aleatoria dada asuma un valor dentro de k desviaciones estdndar de la

media sea realmente mayor que 1 — % Y, si es asf, no podemos decir por cuénto, pe-
ro el teorema de Chebyshev nos asegura que esta probabilidad no puede ser menor que
1 - 2 S6lo cuando se conoce la distribucién de una variable aleatoria podemos calcu-

lar la probabilidad exacta.

EJEMPLO 4.12
Si la densidad de probabilidad de X estd dada por

fix) = {630x‘(1 -x)* para0<x<1
0 en cualquier otra parte
encuentre la probabilidad de que asumird un valor dentro de dos desviaciones estdn-

dar de la media y compare esta probabilidad con el limite inferior proporcionado por
el teorema de Chebyshev.

Solucion
La integracién directa nos muestra que u =3 y o’ = 3, de manera que
o = V1/44 o aproximadamente 0.15. Asf, la probabilidad de que X asumird un

valor dentro de dos desviaciones estdndar de la media es la probabilidad de que
asumird un valor entre 0.20 y 0.80, esto es,
0.80

P(0.20 < X < 0.80) = f 630x*(1 — x)* dx

0.20
= 0.96

Observe que la aseveracién “la probabilidad es 0.96” es una aseveracién més fir-
me que “la probabilidad es al menos 0.75", la que es proporcionada por el teore-
ma de Chebyshev, A

4.5 FUNCIONES GENERATRICES DE MOMENTOS

Aunque los momentos de la mayoria de las distribuciones se pueden determinar di-
rectamente al evaluar las integrales o sumas necesarias, un procedimiento alternativo
algunas veces proporciona simplificaciones considerables. Esta técnica utiliza las funcio-
nes generatrices de momentos.

DEFINICION 4.6  La funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria X,
donde existe, estd dada por
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Ml1) = E(e¥) = X e flx)

cuando X cs discreta y
e

M(t) = E(e™) = / e« flx) dx

-0

cuando X es continua.

La vanable independiente es ¢, y por lo gencral estamos interesados en los valores de
t en la cercania de 0.

Para explicar por qué nos referimos a esta funcién como una funcién “generatriz
de momentos™, sustituyamos por ¢ su expansion en la serie de Maclaurin, esto ¢s,

£’ Y ry
x —_— e —— —— +um — -
=1+ + T + 3 + + p +

Para el caso discreto, obtenemos asi

Il
7!
f-:'_l
+
=

+

l >
[]

+
.+.

1
By
+
-
0

My (1)

x

= SR+ D) + g7 O A e S fn) +

rf
rr—!—+-

¢
=1 +p.r+p.'_,--2—'-+“'+,u:
y se puede ver que en la serie de Maclaurin de la funcién generatriz de momentos de

i r . .
X ¢l coeficiente de — es u,. ¢l résimo momento alrededor del origen. En ¢l caso con-
rt

tinuo, el argumento es ¢l mismo.

EJEMPLO 4.13

Encuentre la funcidn generatriz de momentos de la variable aleatoria cuya densidad de
probabilidad estd dada por

-X

€ parax > 0

0 en cualquier otra parte

fx) = {

y usela para encontrar una expresion para w, .
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Solucién
Por definicién

My(1) = E(e¥) = ‘Lm e“ e dx

- -]
= j e =0 dy
)

1
= <
1= parat < 1

Como es bien sabido, cuando |t| < 1 la serie de Maclaurin para esta funcién ge-
neratriz de momentos es

My(t)=1+t+2+2++0+

3

t I r 14
=1+ 1!-ﬁ+2!°z+ 3!'§+"'+r[-;-!'+°"

y por taato parar = 0,1, 2,.... A

La dificultad principal al usar la serie de Maclaurin de una funcién generatriz de
momentos para determinar los momentos de una variable aleatoria generalmente no es
encontrar Ja funcidn generatriz de momentos, sino expandirla en la serie de Maclaurin.
Si sélo estamos interesados en los pocos primeros momentos de una variable aleatoria,
digamos, p;, y p3, generalmente podemos simplificar su determinacién mediante el si-
guiente teorema.

TEOREMA 4.9

d"M(1)
ar e ™

Esto se sigue del hecho que si una funcidn se expande como una serie exponencial en

t, el coeficiente dc% cs la résima derivada de la funcion con respectoatent = 0.

EJEMPLO 4.14

1(3
Dado que X tiene la distribucién de probabilidad f(x) = g(x) para x =0,1,2y3,
encuentre la funcién generatriz de momentos de esta variable aleatoria y usela para de-

terminar g} ¥ u5.
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Solucién

De acuerdo a la definicién 4.6

my(r) = Ee) = 3. 5 (%)

xw=A)

=ll+3e’+3ez’+e*
8

= %(1 + &)

Entonces, por el teorema 4.9

3 3
l-

ny = Mp{0) = %(1+e)2'+—(1 + )

=3 A
=0

A menudo el trabajo que implica el uso de funciones generatrices de momentos
se puede simplificar al usar el siguiente teorema.

TEOREMA 410 Si g y b son constantes, entonces
L Mye{r) = E[*] = - Myl1);
2. Myxlr) = E(e") = My{br);

3. Mys(t) = E[e (%) ] = M,r(%)

La demostracién de este teorema se deja al lector en el ejercicio 4.46. Como veremos

més adelante, la primera parte del teorema es de especial importancia cuando a
y la tercera parte es de especial importancia cuando a =

M.tﬂl(r) = e_%‘ . Mx(é)

= —#‘
—p yb = o, en cuyo caso

EJERCICIOS

4.25 Con respecto a la definicién 4.4, demuestre que p,

= 1y que u, = 0 para
cualquier variable alcatoria para la que exista E(X) .

4.26 Encuentre u.u} y o° para la variable aleatoria X que tenga la distribucién de
probabilidad f(x) = lparax = —2yx = 2.
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427 Encuentre p, 15 y o° para la variable aleatoria X que tiene la densidad de pro-
babilidad

x
= parad < x < 2

fix) =42
0 cn cualquier otra parte

4.28 Encuentre u, y o’ para la variable aleatoria X que tiene la densidad de proba-
bilidad
1 1
—e aral < x <3
fry={lm3x F
0 en cualquier otra parte
Demuestre el teorema 4.7.

Con respecto al ejercicio 4.8, encuentre la varianza de g(X) =2X + 3.

LEg

Si la variable aleatoria X tiene la media p y la desviacién estdndar o, demues-
tre que la variable aleatoria Z cuyos valores estan relacionados con los de X por

¥ fiene E(Z)=0 y var(Z) =1

medio de la ecuacidén z =

Una distribucion que tiene la media 0 y la varianza 1 se dice que esl4 en forma
normal, y cuando efectuamos el cambio de variable anterior, decimos que esta-
mos normalizando la distribucién de X.

4,32 Si la densidad de probabilidad de X esta dada por

23 arax > 1
fix) = P .
0 en cualquier otra parte

verifique si existen su media y su varianza.
4,33 Demuestre que

¥ r I r '
M, = R, — (l)ﬁr—l t i + -+ (—1)(‘-)4”-1 'p.‘ + -

DT

para r = 1,2, 3,..., y use esta férmula para expresar gy ¥y u, €n términos de
momentos alrededor del origen.
4.34 La simetria o asimetria (falta de simetria} de una distribucién a menudo se mi-
de por la cantidad
Ha
a, = —3
PE S
Use la férmula para ., obtenida en el ejercicio 4.33 para determinar a; para ca-
da una de las siguientes distribuciones (las cuales tienen medias y desviaciones
estdndar iguales):

(a) fl1) = 0.05. f{2) = 0.15. f(3) = 030, f(4) = 030, fi5)=0.15 y
f(6) = 0.05:
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(b) A1) = 0.05, f2) =020, f(3) = 0.15, fi4) = 045, f5)=010 y
fl6) = 0.05.

También dibuje los histogramas de las dos distribuciones y advierta que mien-

tras la primera es simétrica, la segunda tiene una “cola” en el lado izquierdo y

se dice que es negativamente asimétrica.

El grado en el cual una distribucion sca puntiaguda o aplanada, también se cono-
ce como la curtosis de la distribucion. a menudo se mide por medio de ta cantidad

. = B4

4 ot
Use la formula para u, obtenida en el ejercicio 4.33 para encontrar a, para ca-
da una de las siguientes distribuciones simétricas, de la cual la primera s mas

puntiaguda {pico més angosto) que la segunda:

(@) f(—3) = 0.06, f(—2) = 0.09, f(—1) = 0.10. {O) = 0.50, f{1) =0.10,
[2) =009y f(3) = 0.06:

(b f(—3) =004, f{—2) = 0.11, f{~1) = 0.20, f{0) = 0.30, f{1) =0.20,
A2) =0.11y f(3) = 0.04.

Repita los pasos usados en la demostracion del teorema 4.8 para probar ¢l teo-

rema de Chebyshev para una variable aleatoria discreta X

Demuestre que si X es una variable aleatonia con la media u para la cual
fix) = 0 para x < 0, entonces para cualquier constante positiva a,

mxz@s%

Esta desigualdad sc llama desigualdad de Markov, y la damos aquf principal-
mente poryue nos lleva a una demostracién alternativa, relativamente simple
del teorema de Chebyshev,

Use la desigualdad del ejercicio 4.37 para probar el teorema de Chebyshev [qu-
geria: sustituva (X — u)° en vez de X.]

¢Cudl es el valor mis pequefio de k en el teorema de Chebyshev para el que {a
probabilidad de que una variable aleatoria asuma un valor entre g — ko y
M+ ko sea

(a) al menos 0.95;

(b) al menos (1.997

4.40 Si hacemos ko = ¢ en el teorema de Chebyshev, ;qué afirma este teorema so-

4.41

bre la probabilidad de que una variable aleatoria asuma un valor entre u — ¢
yu + c?

Encuentre la funcién generatriz de momentos de la variable aleatona discreta
X que tiene la distribucidn de probabilidad

f(x)=2(%) parax =1.2,3,. ..

y Uscla para determinar los valores de u} y 5.
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442 Encuentre la funcién generatriz de momentos de la variable aleatoria continua
X cuya densidad de probabilidad estd dada por

para 0 < x < |
en cualquier otra parte

=11

y lsela para encontrar u. u) v o’

443 Si hacemos Ry(t) = In My (1), demuestre que Ry (0) = u y R} (0) = &°.
También, use estos resultados para encontrar la media y la varianza de una va-
nable aleatoria X que tenga la funcién generatriz de momentos

My() = e

4.44 Explique por qué no puede haber una variable aleatoria para la cual My (1) = —

1=
4.45 Demuestre que si una variable aleatoria tiene la densidad de probabilidad

1
fix) = 3 e para —00 < x < ©
su funciéon generatriz de momentos estd dada por

My(r) =

1-7
4.46 Con respecto al ejercicio 4.45, encuentre la varianza de una vanable aleatoria
{a) al expandir la funcién generatriz de momentos como una serie infinita y
leer de ella los coeficientes necesarios;
(b) al usar el teorema 4.9,
447 Demuestre las tres partes del teorema 4.10.

4.48 Dada la funcién generatriz de momentos My (¢) = *%_ encuentre la funcién

generatriz de momentos de la variable aleatoria Z = (X — 3), y usela para
determinar la media y la varianza de Z.

APLICACIONES
4.49 Con respecto al ejemplo 4.1, encuentre la varianza del nimero de aparatos de
television con cables blancos.

4.50 El tiempo que toma servir a una persona cn un restaurante dado ¢s una varia-
ble aleatoria con la densidad de probabilidad

1 -3
-e parax > 0

fix) =44
0

en cualquier otra parte

Encuentre la media y la varianza de esta variable aleatoria

4.51 Con respecto al ejercicio 3.51, encuentre la media y la varianza de la vanable
aleatoria en cuestion.
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4.52 Con respecto al ejercicio 3.20, encuentre la media y la varianza de la variable
aleatoria V.

4.53 Lo que sigue son algunas aplicaciones de la desigualdad de Markov del gjerci-
cio 4.37:

(a) La puntuacién que un estudiante de tercer afo de secundaria obtiene en
la parte verbal de la prueba PSAT/NMSQT se puede considerar como los
valores de una vanable aleatoria con la media w = 41. Encuentre el limi-
te superior de la probabilidad de que uno de los estudiantcs obtenga una
puntuacién de 65 o mas.

(b) El peso de ciertos animales se puede considerar como una variable alea-
toria con una media de 212 gramos. Si ninguno de los animales pesa me-
nos de 165 gramos. encuentre un limite superior a la probabilidad de que
un animal as{ pese al menos 250 gramos.

4.54 E] nimero de licencias de matrimonio expedidas en cierta ciudad durante ¢l
mes de junio se puede considerar como una variable aleatoria con 4 = 124 y
o = 7.5. De acuerdo con el teorema de Chebyshev. [ con qué probabilidad po-
demos afirmar que ahf se ¢mitirdn entre 64 y 184 licencias de matrimonio du-
rante el mes de junio?

4.58 Un estudio del valor alimenticio de cierta clase de pan muestra que la cantidad
de tiamina (vitamina B,) en una rebanada se puede considerar como una varia-
ble aleatoria con u = 0.260 miligramos y o = 0.005 miligramaos. De acuerdo al
teorema de Chebyshev, ;entre qué valores debe estar el contenido de tiamina de

(a) al menos % de todas las rebanadas de este pan:
(b) al menos }% de todas las rebanadas dc este pan?

4.56 Con respecto al ejercicio 4.50, jqué podemos afirmar sobre la cantidad de tiem-
po que toma servir a una persona en el restaurante dado st usamos el teorema
de Chebyshev con & = 1.5? ;Cudl es la probabilidad correspondiente con cua-
tro decimales?

4.6 MOMENTOS PRODUCTO

Para continuar el examen de la seccion 4.3, presentaremos ahora los momentos pro-
ducto de dos variables aleatorias.

DEFINICION 4.7  El résimo y ¢] sfsimo momentos producto alrededor del origen
de las variables aleatorias X v Y. denotadas por u, ., ¢s el valor esperado de
XY simbélicamente,

w., = E(XY)= Z gx'y’-!(x.y)

parar = 0. 1.2,... ys = 0,1, 2,... cuando X v Y son discretas, y
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, = E(XY f / F o f(x, y) dx dy

donde X y Y son continuas.

En el caso discreto, la doble suma se extiende en el intervalo conjunto completo de las
dos variables aleatorias. Advierta que u; ¢ = E(X), el cual denotamos aquf con gy,
y que up, = E(Y), el cual denotamos aguf con uy .

Andloga a la definici6én 4.4, definamos ahora los momentos producto alrededor
de sus medias respectivas.

DEFINIKCION 4.8 El résimo y aésimo momentos producto alrededor de la media
de las variables aleatorias X' y Y, denotadas por u, ,, es el valor esperado de
(X = py) (Y = py)’; simbélicamente,

pr: = E[(X — px) (Y — ny)']
= 2 20—ty =) flx)

parar=0,1,2,... ys = 0,1, 2,... cuando X y Y son discretas, y

my = E[(X — px) (Y — py)]
- /: f: (x = me)(y = iy~ flx. y) dx dy

cuando X y Y son continuas.

En estadfstica, u, |, es de especial importancia porque es indicativa de la relacién,
si es que la hay, entre los valores X' y Y, asi, se le da un simbolo especial y un nombre
especial.

DEFINICION 4.9 u, , sc llama la covarianza de X y Y, y se denota con oy,
cov(X,Y)Yo C(X, Y).

Observe que si existe una probabilidad alta de que valores grandes de X vayan con va-
lores grandes de Y y valores pequeiios de X con valores pequeios de Y, la covarianza
serd positiva; si hay una alta probabilidad de que valores grandes de X vayan con va-
lores pequeiios de Y, y viceversa, la covarianza serd negativa. Es en este sentido que ia
covarianza mide la relacién, o asociacién, entre los valoresde X'y Y.
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Probemos ahora el siguiente resultado. analogo al teorema 4.6, que es util en de-
terminar realmente las covarianzas.

TEOREMA 4.11

Txy = 1,1 — HxHy

Demostracion. Al usar los diversos teoremas sobre los valores esperados,
podemos escribir

Oxy = E[(X — ue)(Y - #r)]
= E(XY — Xpy — Yuy + pypy)

E(XY) — uypx — pxuy + dxpy
= {11 T KxMy v

EJEMPLO 4.15

En el ¢jemplo 3.20. las probabilidades marginal y conjunta de X'y Y, los nimeros de cdp-
sulas de aspirinas y sedantes entre dos cdpsulas sacadas al azar de un frasco que contie-
ne tres aspirinas, dos sedantes y cuatro cdpsulas laxantes, se registraron como sigue:

x
0 | 2
s |t v L] oz
6 3 12 12
A R 7
y 9 6 18
1 l
2 - -
36 36
R S
12 2 12
Encuentre la covananza de X'y V.
Solucion
Al referirnos a las probabilidades conjuntas dadas aquf, obtenemos
iy = E(XY)
1 2 1 1 1 |
=0:0r=4+0:le=+0:2e—=+ 10+ 1ele—=+2:-0-—
6 9 36 3 6 2 12

1
6
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y al usar las probabilidades marginales, obtenemos

,ux=E(X)=0°%+l-%+2'%=%
y
py = E(Y) = 0. + 1-%+2-%=%
Se sigue que
_1_24__7
TX¥ T 6739 T 54

El resultado negativo sugiere que mientras saquemos mds tabletas de aspirinas, saca-
remos menos tabletas de sedante y viceversa, y esto por supuesto es razonable. A

EJEMPLO 4.16
Encuentre la covarianza de las variables aleatorias cuya densidad de probabilidad est4
dada por
2 arax >0 v>0r+ y<]
fey)y =gy B ¢
0 en cualquier otra parte
Solucién

Al evaluar las integrales necesarias, obtenemos

1 -1 1
p.x=j 2xdy dx = <
0 3

0
1 1-z
Ry = // 2y dv dx =
o Jo
1 1-x 1
! = dy dy = —
Ty foﬁ 2xy dy dx 2

1.1
Txy 12 3

|-

Se sigue que
RS
36

| —

Por lo que toca a la relacién entre X y Y, observe que si X' y Y son independien-
tes, su covarianza es cero; simbdlicamente,

TEOREMA 412 Si X y Y son independientes, entonces E{(XY)=E(X)-E(Y)y
Tyy = 0.
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Demostracion. Para el caso discreto tenemos, por definicion,

E(XY) = 3 X xy-flx.y)

Puesto que X y Y son independientes, podemos escribir f(x, y) = g{x) - h(y).
donde g(x) y h(y) donde g{x) y h(v) son los valores de las distribuciones margi-
nales de X y Y, y obtenemos

E(XY) = 3 D xy-g(x)h(y)
r oy

[Exlx-g(r)] [?y-h(y)]

E(X)+E(Y)

Por tanto,
Txy = p(,1 — Bxby
= E(X)-E(Y) — E(X):-E(Y)

=0 v

Es interesante sefalar que la independencia de dos variables aleatorias implica una
covarianza cero, pero una covarianza cero no implica necesariamente su independencia.
Esto sc ilustra con el siguiente ejemplo (véanse también los ejercicios 4.61 y 4.62).

EJEMPLO 4.17
Si la distribucién de probabilidad conjunta de X'y ¥ esta dada por

X

-1 0 1
L T 1712
6 3 6 3
y 0 0 0 0 0
N
6 6 3

rr 1

3 3 3

demuestre que su covarianza e¢s cero aun cuando las dos variables aleatorias no son
independientes.
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Solucién
Al usar las probabilidades mostradas en los mdrgenes, obtenemos
1 l 1
wy = { 1)'54‘0"5‘4‘]'5—0
2 1 1
=(—-1)--+0:0+ 17 =—=
y
1 1 1 1 1
' = { = — «— = — .— — . — —_ »— 2] -
uia = (F1)(1) g+ O(= 1)+ U= g F (CDEg + 101

=0
Asi, ayy =0 — 0(=1) = 0, la covarianza es cero. pero las dos variables aleato-

rias no son independientes. Por ejemplo, f(x, y) # g(x)-h(y) parax = —1y
y=-1 A

Los momentos producto también se pueden definir para el caso donde hay més
de dos variables aleatorias. Aqul simplemente enunciemos el resultado importanie que

TEOREMA 4.13 Si X,. X,,..., X, son independientes, entonces
E(xl Xy .o 'Xn) = E(XI)°E(X2)' 'E(Xu)

Esta es una generalizacién de la primera parte del teorema 4.12; de hecho, la demos-
tracién de este teorema, basado en la definicién 3.14, es esencialmente como la de la

primera parte del teorema 4.12.

4.7 MOMENTOS DE COMBINACIONES LINEALES

DE VARIABLES ALEATORIAS

En esta seccién derivaremos expresiones para la media y la varianza de una combina-
cién lineal de n variables aleatorias y la covarianza de dos combinaciones lineales de n
variables aleatorias. Las aplicaciones de estos resultados se tratardn mas adelante en
nuestro examen de la teorfa del muestreo y los problemas de inferencia estadistica.

TEOREMA 414 Si X, X;,.... X, son variables aleatonias y
Y = E a, X‘
i=]

donde a,, a...... a, son constantes, entonces
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E(Y) = za(x)

var(Y) = S al -var(X) + 23 a.q; - cov(X, X))
=1 1<l

donde la doble suma se extiende¢ para todos los valores de i y j, desde | hasta n,
para los que § < j.

Demostracién. Partiendo del teorema 4.5 con g X,. X3..... Xk) = X,
parai=0,1, 2,... ., n. se sigue inmediatamente que

= E(rnzla,X,-) = ‘2 ﬂ.-E(X:')

y esto demuestra la primera parte del teorema. Para obtener la expresion de la
varianza de Y. escribamos u, para E(X,) de manera que obtenemos

var(Y) = E([Y — E(V)]}) { [Ea X, — ia,E(X;)]z}

t=]

- [}

Entonces. al expandir por medio del teorema multinomial, de acuerdo al cual
(a + b + ¢ + d)% por ejemplo, esigual a a° + b* + &+ d* + 2ab + 2ac +
2ad + 2bc + 2bd + 2cd. y refiriéndonos otra vez al teorema 4.5, obtenemos

var(Y) = Ea E[{X;, — ) ] +23 Y aaE[{X, — uw)(X, _J“;)]

-] 1<
= > al ~var(X) + 2 > aa, cov(X,. X))
=1 1<y
Advicria que tdcitamente nos valimos del hecho que cov{ X;, X,-) =cov(X, X,).
v

Puesto que cov(X,. X;) = () cuando X,y X, son independientes, se sigue inme-
diatamente que

COROLARIO Si las variables aleatorias X;. X,,..., X, son independientes y

n
Y = 3 a,X,. entonces
i=1

var(Y) = ‘;ﬂf - var( X))
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EJEMPLO 4.18

Silas variabies aleatorias X, Yy Ztienen lasmedias uy = 2, uy = —3ypu, = 4, las varian-
masoy = 1,04 =5 yo} = 2,y las covarianzas cov(X, ¥) = =2, cov(X,Z) = -1y
cov(Y, Z) = 1, encuentre la media y la varianzade W = 3X —~ Y + 2Z.

Solucion
Por medio del teorema 4.14, obtenemos

E(W)=E(3X — Y + 22)

3E(X) — E(Y) + 2E(Z)
=3.2-(-3)+2-4

17

1

var(W) = 9 var(X) + var(Y) + 4 var(Z) — 6 cov(X, Y)
+ 12 cov(X, Z) — 4 cov(Y, Z)
=9.1+5+4:2—6(—2)+ 12(~1) —4:1
=18 A

Lo que sigue es otro teorema importante acerca de combinaciones lineales de va-
riables aleatorias; se refiere a la covarianza de dos combinaciones lineales de n varia-

bles aleatorias.

TEOREMA 415 Si X, X,,..., X, son variables aleatorias y

Y= iaixi y L= ibixi

i=1 i=]

donde a,, a,,..., a,. b, b,y,..., b, son constantes, entonces

COV(}’]. Yz) = El a,b,- 'Var(&) + 2{2 (a;b; + a}-b,-) 'COV(X,, c‘r’.)
Fem i<f

La demostracién de este teorema, que es muy similar a la del teorema 4.14, se dejard
al lector en el ejercicio 4.67.
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Puesto que cov(X;, X;) = 0 cuando X, y X, son independientes, se sigue inme-

diatamente que

COROLARIO Si las variables aleatorias X, X3, ..., X, son independientes Y, =

SaXyY,= 3 bX, entonces

=1 i=1

cov(Y;. ¥3) = Eﬂ.bi -var( X))
=1

EJEMPLO 4.19

Si las variables aleatorias X, Yy Z tienen lasmedias uy = 3, uy = Sy uz = 2, las va-
rianzas o =8, 03 =12 y 0% =18, y cov(X.Y) =1, cov(X,Z) = -3 y
cov(Y, Z) = 2. encuentre la covarianza de

U=X+4Y+2Z yv V=3X-Y~—-1Z
Solucién
Por el teorema 4.15, obtenemos
cov(lU, V) =cov(X +4Y + 2Z,3X - Y - Z)
= 3 var(X) — 4 var(Y) — 2 var(Z) + 1] cov(X, Y}
+ 5 cov(X, Z) — 6 cov(Y, Z)
3.8—-4.12~2-18 4 11-1 + 5(=3) = 6-2

= =76 A

4.8 ESPERANZA CONDICIONAL

En la seccién 3.7 obtuvimos las probabilidades condicionales al sumar los valores de las
distribuciones de probabilidades condicionales o al integrar los valores de las densidades
de probabilidades condicionales. Las esperanzas condicionales de variables aleatorias se
definen de la misma manera en términos de sus distribuciones condicionales.

DEFINICION 4.10  Si X es una variable aleatoria discreta y f{x]y) es el valor de la
distribucién de probabilidad condicional de X dado Y = y ¢n x, la esperanza

condicional de u(X) dado Y = ycs

Elu(X)ly] = X u(x)-flxly)

x
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De manera correspondiente, si X es una variable aleatoria continua v f{x|y) es
el valor de la densidad de probabilidad condicional de X dado Y = y en x, la es-

peranza condicional de u(X) dado Y = yes

E[u(X)Iy] = j

o

u(x)- flx|y) dx

Expresiones similares basadas en la distribucién o densidad de probabilidad condicio-
nal de ¥ dado X = x definen la esperanza condicional de »(Y) dado X = x.

Si hacemos u(X') = X en la definicién 4.10, obtenemos la media condicional de
la variable aleatoria X dado Y = y, la cual denotamos por

by = E(Xly)
De manera correspondiente, la varianza condicional de X dado Y =y es

oy = E[(X = px)ly)

= E(X’ly) — pky

donde E(X?|y) est4 dada por la definicién 4.10 con u(X) = X°. Al lector no le debe
ser dificil generalizar la definicién 4.10 para esperanzas condicionales que implican m4s
de dos variables.

EJEMPLO 4.20
Con respecto al ejemplo 3.12, encuentre la media condicional de X dado ¥ = 1.
Solucién
Al usar los resultados obtenidos en el ejemplo 3.23, esto es, f(0(1) = %, flljyy = ;
y f(2[1) = 0, obtenemos

4 3 3
E(Xll)—0-5+1-5+2-0—5 A
EJEMPLO 4.21

Si la densidad de probabilidad conjunta de X y Y estd dada por

2
= (x + 2y) parald < x < 1,0 < y < 1
flx,y) =43

0 en cualquier otra parte
encuentre la media condicional y la varianza condicional de X dado Y = 1.

Solucion

En el ejemplo 3.24 mostramos que para esas variables aleatorias la densidad con-
dicional de X'dado Y = yes
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2x + ay para 0 < x < |

fixlyy=¢ 1+ 4y
0

en cualquier otra parte

de manera que

A

Asl, uyy esta dada por

E(XH) = [%x(x + 1) dx
3
9

2
l)_ §(x+1) para 0 < x < 1
2

0 en cualquier otra parte

A continuacién encontramos

o]y

I
h
WS
-
f_?::
P
+
._.
B

y se sigue gue

2 =l_(§)2=£ R
T T 9 162

4.57 Si X v Y tienen la distribucion de probabilidad conjunta fix. y) = } para
x==3yy==5x==lyy=-—-lLx=lyy=1l,yxr=3yy=5en-
cuentre cov(X, Y).

EJERCICIOS

4.58 Con respecto al ejercicio 3.56. encuentre la covarianza de X v Y.
4.59 Con respecto al ejercicio 3.22, encuentre la covarianza de X, y Xj.
4.60 Con respecto al ejercicio 3.94, encuentre cov( X, Y).

461 Si X y Y tienen la distribucién de probabilidad conjunta f{—1,0) = 0,
fi—1,1) = L, f{0,0) = & 10, 1) = 0, f{1,0) = By f(1, 1) = }, demuestre
que

(a) cov(X,Y) =0
(b) las dos variables aleatorias no son independientes.
4.62 Si la densidad de probabilidad de X estd dada por
1 +x para —1 < x =0
f(x)=¢1—x parad < x <1
0 en cualquier otra parte

yU=XyV = X’ demostrar que
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4.63

4.64

4.65

4.66

4.67
4.63

4.70
47N

4.72
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(a) cov(U,V)=0:
(b) Uy V son dependientes.

Para k variables aleatorias X, X}, ..., X,. los valores de la funcién generatriz
de momentos conjunta estdn dados por

E(C’l X1+|,X¢+-~+ux*)

(a) Demuestre para el caso discreto o para el caso continuo que la derivada
parctal de la funcién generatriz de momentos conjunta con respecto a 1, en
taty=1=-=¢ = Oes E(X,).

(b) Demuestre para el caso discreto o para el caso continuo que la segunda
derivada parcial de la funcién generatriz de momentos conjunta con res-
pectoaryl. i # jent, =4 = =p = 0es E(X X))

(c) Si dos variables aleatorias tienen la densidad conjunta dada por

fix.y) = {;""" para x > '0, y>0
en cualquier otra parte

encuentre su funcién generatriz de momentos conjunta y iisela para deter-
minar los valores de E{XY), E(X), E(Y) y cov(X, Y).

Si X, X; y X; son independientes y tienen las medias 4, 9 y 3, y las varianzas
3,7y 5, encuentre la media y la varianza de

(a) Y =2X —3X, + 4X;;

by Z= X, +2X; - X;.

Repita ambas partes del ejercicio 4.64, sin hacer la suposicién de independen-
cia y en vez de ello use la informacion de que cov(X;. X;) = 1.cov(X;, X3) =
-2 ycov(X,. X;) = —3.

Si la densidad de probabilidad conjunta de X y Y estd dada por
1

s{x +y) parad < x < 1,0<y <2
flxoy) =43

0 en cualquier otra parte

encuentre la varianza de W = 3X + 4Y — 5.
Demuestre el teorema 4.15

Exprese var(X + Y),var(X — Y)ycov(X + Y, X — Y) en términos de las
varianzas y la covarianzade X y Y.

Si var(X;} = 5, var(XX;) = 4, var(X,) = 7, cov(X,, X;) = 3. cov(X,. X;)
=2, vy X; y X, son independientes, encuentre la covarianza de Y,
X, —2X; +3X;yY,=-2X, + 3X, + 4X,.

Con respecto al ejercicio 4.64. encuentre cov(Y, Z).

Con respecto al gjercicio 3.89, encuentre la media condicional y la vartanza con-
dicional de Xdado Y = —1.

Con respecto al ejercicio 3.91, encuentre la esperanza condicional de la varia-
ble aleatoria U = Z*dado X = 1y Y = 2.
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4.73 Con respecto al ejercicio 3.94, encuentre la media condicional y la varianza con-
dicional de Y dado X = 1.

4.74 Con respecto al ejemplo 3.22 y el inciso (b) de! ejercicio 3.98, encuentre el va-
lor esperado de X3 X, dado X, = .

4,75 (a) Demuestre que la funcién de distribucién condicional de la variable alea-
toria continua X, dada por a < X = b, esté dada por

0 parax S a
Fixla< Xsb)= g%))——:—% paraa < x S b
1 parax > b

(b) Diferencie el resultado del inciso (a) con respecto a x para encontrar la den-
sidad de probabilidad condicional de X dadoa < X = b, y demuestre que

]
/u(x)ﬂx)dx

- 3
flx) dx

E[u(X)la < X S b) =

APLICACIONES

476 Una moneda de 25 centavos estd torcida de manera que las probabilidades
dc caras y cruces son 0.40 y 0.60. Si se lanza dos veces, ;cudl es la covanianza de
Z, el nimero de caras obtenidas en el primer tiro, y W, el nimero total de ca-
ras obtenidas en los dos tiros de la moneda?

4.77 El didmetro interior de un tubo cilindrico ¢s una variable alealoria con una me-
dia de 3 pulgadas y una desviacién estadndar de 0.02 pulgadas, el espesor del tu-
bo es una variable aleatoria con una media de 0.3 pulgadas y una desviacién
estandar de 0.005 pulgadas, v las dos variables aleatorias son independientes.
Encuentre la media y la desviacion estdndar del didmetro exterior del tubo,

4.78 La longitud de ciertos ladrillos es una variable aleatoria con una media de B
pulgadas y una desviacidn estdndar de 0.1 pulgadas, y el espesor del mortero
entre dos ladnllos es una varable aleatoria con una media de 0.5 pulgadas y
una desviacion estandar de 0.03 pulgadas. ;Cudl es l1a media y la desviacion es-
tandar de la longitud de una pared construida con 50 de estos ladrillos puestos
lado a lado, si podemos supaner que todas las variables aleatorias implicadas
son independientes?

4.7 Si obtener cara es un éxito cuando lanzamos una moneda, sacar un seis es un
éxito cuando tiramos un dado, y sacar un as es un éxito cuando sacamos una
carta de una baraja comiin de 52 cartas de jucgo, encuentre la media y la des-
viacion estandar del nimero total de éxitos cuando
(a) lanzamos una moneda equilibrada. tiramos un dado balanceado y enton-

ces sacamos una carta de una baraja bien barajada;
{b) lanzamos tres veces una moneda equilibrada, tiramos dos veces un dado
balanceado, y entonces sacamos una carta d¢ una baraja bien barajada.
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4.80 Si lanzamos alternativamente una moneda equilibrada y una que esta cargada
de manera que la probabilidad de obtener cara sea 0.45, ;cudl es la media y la
desviacién estiandar del nimero de caras que obtenemos en 10 lanzamientos de
estas monedas?

4.81 Con respecto al ejercicio 3.84 y el inciso (b) del ejercicio 3.103, encuentre el ni-
mero esperado de textos de matemdticas dado en que no se selecciona ningu-
no de los textos de estadistica.

4.82 Con respecto al ejercicio 3.107, ;cudnto puede esperar se le reembolse un ven-
dedor que ha gastado $12 en gasolina?

4.83 La cantidad de tiempo (en minutos) que el ejecutivo de cierta empresa habla
por teléfono es una variable aleatoria que tiene la densidad de probabilidad

f

‘:— para0 < x 52
4

f(x)=J 3 parax > 2

-t

0 en cualquier otra parte
\

Con respecto al inciso (b) del ejercicio 4.75, encuentre la longitud esperada de
una de estas conversaciones telefénicas que ha durado al menos 1 minuto.

REFERENCIAS

En los textos mds avanzados de estadistica matemadtica listados al final del capitulo 3
se puede encontrar informacifn adicional sobre ¢l material de este capftulo.
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5.9 LA DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA MULTIVARIADA

5.1 INTRODUCCION

En este capitulo estudiaremos algunas de las distribuciones de probabilidad que figuran
de manera mds prominente en la teoria y las aplicaciones estadisticas. También estudia-
remos sus parametros; ¢sto es, las cantidades que son constantes para distribuciones
particulares pero que pueden tomar diferentes valores para diferentes miembros de las
familias de distnbuciones de la misma clase. Los pardmetros mds comunes son los mo-
mentos inferiores, principalmente i y o, y como vimos en el capitulo 4, hay esencialmen-
te dos maneras en que se pueden obtener: podemos evaluar las sumas necesarias
dircctamente o podemos trabajar con funciones generatrices de momentos, Aunque pa-
receria 16gico usar en cada caso cualquier método que fuera m4s simple, algunas veces
usaremos ambos. En algunos casos esto se hard porque jos resultados se necesitan mas
adelante; en otros meramente servirdn para dar al lector experiencia cn la aplicacién
de las técnicas matematicas correspondientes. También, para mantener la extensién de
estc capitulo dentro de lo razonable, muchos de los detalles s¢ dejan como ¢jercicios.

5.2 LA DISTRIBUCION UNIFORME DISCRETA

S1 una variable aleatona discreta puede asumir k valores diferentes con igual probabi-
lidad, decimos que tiene una distribucién uniforme discreta; simbdlicamente,

167
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DEFINICION 5.1 Una vanable alcatoria X ticne una distribucién uniforme dis-
creta y s¢ conoce como una variable aleatonia uniforme discreta si y sélo si su distri-
bucion de probabilidad estd dada por

ﬂx)=% parax = x,,X;,.... X,

donde x; # x;cuando i # j.

De acu*erdo a las deﬁnicioncs 4.2 y 4.4, la media y la varianza de esta distribucion son
K= FE}-‘:'%YU: = .'=21(x' - #)2‘%-

En el caso especial donde x; = {, la distribucién uniforme discreta se vuelve
flx) = % parax=1,2,...,k, y en esta forma se aplica al nimero de puntos que lan-

zamos con un dado balanceado. La media y la varianza de esta distribucién discreta
uniforme y su funcién generatriz de momentos se tratan en los ejercicios 5.1 y 5.2.

5.3 LA DISTRIBUCION DE BERNOULL!

Si un experimento tiene dos resultados posibles, “éxito” y “fracaso™, y sus probabilida-
des son, respectivamente, 8 y 1 — 8, entonces ¢l nimero de éxitos, 0 o 1, tiene una
distribucién de Bernoulli; simbdlicamente,

DEFINICION 5.2 Una variable aleatoria X tiene una distribucién de Bernoulli y
5¢ conoce como una variable aleatona de Bernoulli si y s6lo si su distribucion de
probabilidad estd dada por

flx:8) =6°(1 — 8)!™* parax =0,1

Asf. f10:8) = 1 — 6y f{1;8) = ¢ se combinan en una sola férmula. Observe que usa-
mos la notacién f{x; 8) para indicar explicitamente que la distribucién de Bernoulli tie-
ne el pardmetro tnico 6. Puesto que la distribucion de Bernoulli es un caso especial de
la distribucién de la seccidn 5.4, no la examinaremos aqui en detalle.

En relacién con la distribucién de Bernoulli, un éxito puede ser sacar cara con una
moneda equilibrada, puede ser pescar una pulmonia, puede ser aprobar (o reprobar) un
examen, y puede ser perder una carrera, Esta incongruencia es un remanente de los dias
cuando la teorfa de probabilidad se aplicaba sélo a los juegos de azar (y ¢l fracaso de un
jugador era el €xito del otro). También por esta razén, nos referimos a un experimento
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al cual se aplica la distribucién de Bernoulli como un ensayo de Bernoulli, o simplemen-
te un ensayo, y a la serie de esos experimentos como ensayos repetidos.

5.4 LA DISTRIBUCION BINOMIAL

Los ensayos repetidos jucgan un papel muy importante en probabilidad y estadistica,
especialmente cuando ¢l nimero de ensayos es fijo, el pardmetro 8 (la probabilidad de
un éxito) es el mismo para cada ensayo. y los cnsayos son todos independientes. Como
veremos, surgen varias variables aleatorias en relacién con ensayos repetidos. La que
estudiaremos trata del nimero total de éxitos; en la seccién 5.5 se dardn otras.

La teoria que examinaremos cn csta scccidn tiene muchas aplicaciones; por ejem-
plo, se aplica si queremos saber la probabilidad de sacar § caras en 12 lanzamientos de
una moneda, la probabilidad de que 7 de 10 personas se recuperaran de una enfermedad
tropical o la probabilidad dc que 35 de 80 personas responderdn a una solicitud por
correo. Sin embargo, éste es el caso sélo si cada una de las 10 personas tiene la misma
oportunidad de recuperarse de la enfermedad y su recuperacién es independiente (diga-
mos, que las tratan doctores diferentes cn difercntes hospitales), y si la probabilidad de
obtener una respuesta a la solicitud por correo es la misma para cada una de las 80 perso-
nas y hay independencia (digamos, no hay dos de cllas que pertenczcan al mismo hogar).

Para derivar una férmula para la probabilidad de obtener “x éxitos en n ensayos”
bajo las condiciones enunciadas, observe que la probabilidad de obtener x éxitosyn — x
fracasos en un orden especifico ¢s (1 — @)""*. Hay un factor § por cada éxito, un
factor 1 — 8 por cada fracaso, v los x factores 8 y 1 — 8 factores # — x se multiplican
todos entre sf en virtud de la suposicién de independencia. Puesto que esta probabili-
dad se aplica a cualquier scric de n ensayos en la cual hay x éxitos y n — x fracasos,
s6lo tenemos que contar cudntas series hay de esta clase y entonces multipticar
#(1 — 8)""* por ese nimero. Claramente, el nimero de mancras ¢n que podemos

. . n . .
seleccionar x ensayos ¢n los que un €xito es (x)' y sc sigue que la probabilidad desea-

da para “x éxitos en n ¢nsayos” es (:)8‘(1 - 8"

DEFINICION §.3  Una variable aleatoria X tiene una distribucién binomial y se co-
noce como una variable aleatoria binomtal st y sélo si su distnbucién de proba-
bilidad estd dada por

b(x:n.8) = (:)6“(1 - parax = 0,1,2,...,n

Asl, el nimero de éxitos en # ensayos es una variable aleatoria que tiene una dis-
tribucién binomial con los pardmetros n y #. El nombre “distribucién binomial™ se de-
riva del hecho que los valores de b(x:n, 8) para x = 0,1,2,..., nson los términos
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sucesivos de la expansién binomial de [(1 — 8) + 8] esto demuestra también que la
suma de las probabilidades es igual a 1, como debe ser.

EJEMPLO 5.1

Encuentre la probabilidad de sacar S caras y 7 cruces en 12 lanzamientos de una mo-
neda equilibrada.

Solucién
Al sustituir x = 5, n = 12y # = { en la férmula de la distribucién binomial, ob-

tenemos
1Y (12 15( 1)‘2"
b(s' 12'2) B (5 )(2) ‘73

y, al buscar el valor de (152) en la tabla VII, encontramos que el resultado es

792(})"? o aproximadamente 0.19. A

EIEMPLO 5.2

Encuentre la probabilidad de que siete de 10 personas se recuperarin de una enferme-
dad tropical si podemos suponer independencia y la probabilidad de que cualquiera de
ellos se recuperard de la enfermedad es 0.80.

Solucién
Al sustituir x = 7,7 = 10y 8 = 0.80 en la férmula para la distribucién binomial,
obtenemos

5(7;,10,0.80) = (170 )(0.80)’(1 — 0.80)"%7

10
y. al buscar el valor de ( 7 ) en la tabla VII, encontramos que el resultado es

120(0.80)’(0.20)? o aproximadamente 0.20. A

Si intentdramos calcular la tercera probabilidad pedida en la pédgina 169, la tocan-
te a las respuestas de una solicitud por correo, al sustituir x = 35, n = 80 y, digamos,
8 = 0.15. en la férmula de la distnibucién binomial, encontrarfamos que esto requiere
una cantidad prohibitiva de trabajo. En la practica real, rara vez se calculan directamen-
te las probabilidades binomiales ya que hay exlensas tabulaciones para diversos valores
de 8 y n, y existe una abundancia de software de computadoras que da las probabilida-
des binomiales asf como las probabilidades acumuladas correspendientes

B(xin 8) = i b{k.n,8)
k=0

con s6lo dar instrucciones sencillas. En la figura 5.1 se muestra un ejemplo de una im-
presion asi (con una notacién algo diferente).
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MTB > BINOMIAL N=19 P=0.63

PROBABILIDADES BINOMIALES PARA N = 19 y P = .630009Q
K P{X = K) P{X MENOR O = K)
0 .0p0Q .poap
1 .apas .9p@9
2 .2263 L0071
3 9285 .9356
4 .0849 .1205
S .1734 , 2939
6 .2461 .540¢
7 L2394 . 1794
8 .1529 .9323
9 .8578 .9902
10 .0998 1.0000

Flgura 5.1 Impresién de computadora para probabilidades binomiales para r=10y 8 =0.63.

Anteriormente, se usé ampliamente la tabla del National Bureau of Standards y
el libro de H. G. Roming; s¢ encuentran ¢n la lista de las refcrencias al final de este ca-
pitulo. También, la tabla I da los valores de b(x: n, 8) con cuatro cifras decimales para

n=1an=20y#8 = 0.05,0.10,0.15, ..., 0.45, 0.50. Para usar esta tabla cuando 8 es
mayor que 0.50, nos referimos a la identidad

TEOREMA 5.1

b(x:n,8) =bn —x;n.1 —8)

cuya demostracion se pedird al lector en el inciso (a) del ejercicio 5.5. Por ejemplo, pa-
ra encontrar b(11: 18, 0.70), buscamos b(7; 18, 0.30) y obtenemos 0.1376. También, hay
varias maneras mediante las cuales sc pueden aproximar las distribuciones binomiales
cuando 7 es grande; en {a seccién 5.7 se menciona una de éstas y otra en la seccién 6.6.
Hallemos ahora férmulas para la media y la varianza de la distribucién binomial.

TEOREMA 5.2 La media y la varianza de la distribucién binomial son

w=n8 y ol=ne(l —0)
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Demostracion
n= 3 (:)9'(1 ~ gy
— c n! n—x
P AT T A

donde omitimos el término correspondiente a x = 0, que es 0, y cancelamos la x
. . n
contra el primer factor de x! = x(x — 1)! en el denominador de ( ) Entonces,
x
sacamos el factor m en n! = n{n — 1}! y un factor ¢, obtenemos

p=no S (: B :)9'“'(1 )

x=]

y.al hacery = x — 1 ym = n — 1, esto se vuelve

pw=ng-3 (';‘)&‘(1 — )" = no
¥=0

puesto que la iltima suma es la suma de todos los valores de una distribucién bi-
nomial con parametros m y 8, y por tanto es igual a 1.

Para encontrar expresiones para u’ y o, usemos el hecho que E(X?) =
E[X(X — 1)] + E{X} y primero evaluamos E{X(X — 1}]. Repetimos para to-
do propésito préctico los pasos antes usados y obtenemos asi

ELX(X = 1)] = S x(x - 1)(:)9'(1 — g)m-*

1=0

S .ﬂ! n=x
- % =2 n = =8
_— — . 4 n—2 - — n—Xx
= n(n — 1)8° xzz(x _ 2)9" 31 —9)

y.alhacery = x — 2ym = n — 2, esto se vuelve

/]

E[X(X - 1)] = !‘l(ﬂ - 1)92. 2 (r:.)o_v(l — B)m_y

y= o
= n(n — 1)8°
Por consiguiente,
s = E[X(X — 1))+ E(X) =n(n — 1) + no

y. finalmente,

4

o’ = py — Wl
n{n — 1)8° + n§ — n'¢*

= né(l — 9) v
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En el ejercicio 5.6 se sugiere una demostracién alternativa de este teorema que requie-
re mucho menos detalle algebraico.

No nos debe causar sorpresa que ¢l producto nfl. nos dé la media de la distribu-
cién binomial. Después de todo, si lanzamos una moneda equilibrada 200 veces, espe-
ramos (en el sentido de esperanza matemdética) 2004 = 100 caras y 100 cruces; en
forma similar, si un dado equilibrado se tira 240 veces, esperamos 240 -} = 40 seises, y
si la probabilidad es 0.80 de que una persona de compras en una tienda departamental
haga una compra, debemos esperar que 400(0.80) = 320 de 400 perscnas de compras
en la tienda departamental hagan una compra.

La férmula de la varianza de la distribucién binomial. al ser una medida de la va-
riacion, tiene muchas aplicaciones importantes; pero, para subrayar su importancia,

‘ . . X . i i
consideremos la variable aleatoria ¥ = e donde X es una vanable aleatoria que tiene

una distribucién binomial con los pardmetros n y 8. Esta variable aleatoria es la pro-
porcién de éxitos en n ensayos. v en el ejercicio 5.6 se le pedird al lector que pruebe el
siguiente resultado.

TEOREMA 5.3 Si X tiene una distribucion binomial con los parametros n y f

X
yY = e entonces

EYy=6 y of =208 — f)

Ahora, si aplicamos el teorema de Chebyshev con ke = ¢ (véase el ejercicio 4.40),
podemos afirmar que para cualquier constante positiva ¢ la probabilidad es al menos

61 - 6)
nc’

de que la proporcion de éxitos en n ensavos caiga entre 8 — ¢ ¥ 8 + c¢. Por tanto, cuan-
do n S, la probabilidad se aproxima a 1 de que la proporcién de éxitos diferird de 6
por menos que cualquier constante arbitraria c. Este resultado se llama una ley de gran-
des nimeros, y se¢ debe observar que aplica a la proporcién de €xitos, no a su niimero
real. Es una falacia suponer que cuando 71 es grande el nimero de éxitos necesariamen-
te debe estar préximo a né.

Una f4cil ilustraciéon de esta ley de grandes niimeros se puede obtener mediante
una simulacion por computadora de los lanzamientos repetidos de una moneda equili-
brada. Esto se muestra en ta figura 5.2 donde los 1 y los 0 denotan caras y cruces.

Al leer a lo ancho de renglones sucesivos, encontramos que entre los primeros
cinco lanzamientos simulados hay 3 caras, entre los primeros diez hay 6 caras, entre los
pnimeros 15 hay 8 caras, entre los primeros 20 hay 12 caras, entre los primeros 25 hay
14 caras, ..., ¥ entre todos los cien hay 31 caras. Las proporciones correspondientes, cu-
ya gréfica se muestra en la figura 5.3, son § = 0.60, § = 0.60. & =053, § = 0.60.

1
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MTB > BRANDOM 199 N=1

P=.5 Cl

190 EXPERIMENTOS BINOMIALES CON N = 1 Y P = .5Q00

a 2. 1.1.1. 1. 1. a. g 1.
1 g, g.1.0. 1. 1. 1. 2. 1.
2 2. l1.8.1. 1. @. 1. 2. @.
1 1. g.1.8. 2. 1. 1. 1. @.
1 g. 1.9.9. . 2. 1. 2. 0.
1 1. p.2.0. 2. 0. 1. o. 9.
1 1. @.o8.1. 1. 1. 8. 1. 1.
1 2. 1.1.¢. 1. 1. P. a. a.
9 @. 9.1.4. 0. 1. e. 1. 1.
1 0. i.1.1. 1. Q. 1. 0. 1.
RESUMEN

VALOR FRECUENCIA
@ 49
1 51

Figura §.2 Simulacion por computadora de 100 lanzamientos de una moneda
equilibrada.
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Nimero simulado de lanzamiento de una moneda

Flgura 5.3 Grifica que ilustra la ley de los grandes nimeros.

i =056,... y i = 0.51. Observe que la proporcién de caras fluctiia pero se acerca

cada vez mds a 0.50, la probabilidad de cara en cada lanzamiento de la meneda.
Puesto que la funcién generatriz de momentos de la distribucion binomial es fd-

cil de obtener, encontrémosla y usémosla para verificar los resultados del teorema 5.2,

TEOREMA 54 [.a funcién generatriz de momentos de la distribucion binomial es-
t4 dada por

My(1) =[1 + 6(e' — 1)]
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Demostracién. Por las definiciones 4.6 y 5.3, obtenemos
< o 7 n-x
M) = S e )0'(.1 _ o)
x=0 A
- = (n e n—x
= E(;)(B") {1 -9)

=y

y por ¢l teorema 1.9 esta suma se reconoce facilmente como la expansién bino-
mial de [0¢ + (1 = 0)]"=[1 +6(e = 1)]". w

Si diferenciamos M () dos veces con respecto a ., obtenemos
My(8) = noe[1 + 6(e' — 1)]""
Mi(1) = neefl + a(e — )" + nln — 1)82[1 + o(e' — 1)1
= nge(1 — 0 + noe'){1 + 6(e' — 1)"°

y. después de sustituir ¢ = 0, obtenemos w; = n#t y us = n8(1 — 6 + nb). Asi,
p=n8yoc’=yus— pu*=nd(l — 8+ ne) — (nf)° = n8(1 — @), lo cual concuerda
con las férmulas dadas en ¢l teorema 5.2.

A partir del trabajo de esta seccién puede parecer mds fdcil encontrar los mo-
mentos de la distribucién binomial con la funcién generatriz de momentos que evaluar-
las directamente, pero debe ser evidente gue la diferenciacién se vuelve bastante
complicada si queremos determinar, digamos, u3 o pi. En realidad, existe todavia una
forma mds facil de determinar los momentos de la distribucién binomial; se basa en su
funcién factorial generatriz de momentos, la cual se explica en el ejercicio 5.12.

EJERCICIOS

o , : 1
5.1 Si X tiene una distribucién uniforme discreta f(x) = § para x = 1,2..... k.
demuestre que

k+1

;7
-1

12
(Sugerencia: refiérase al apéndice A.)

(a) sumediaes u =

(b) su varianza es o> =

1
5.2 Si X tiene una distribucién uniforme discreta f{x) = % parax =1,2,..., k,
demuestre que su funcién generatriz dec momentos estd dada por
e'!l - e'“!
k(1 — ')

También encuentre la media de esta distribucién al evaluar lf_1‘1‘1] My (1), y com-
- . .. 1
pare ¢l resultado con ¢! obtenido en el gjercicio 5.1.

My(1) =
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54

55

5.6

5.7

Distribuciones de probabilidad especiales

En la seccién 5.3 no estudiamos la distribucién de Bernoulli con mucho deta-
lle, porque puede considerarse como una distribucién binomial con n = 1. De-
muestre que para la distribucién de Bernoulli, u; = # parar=1,2,3,..., al

1
(a) evaluar la suma 2 x'flx: 8);

=D
(b) hacern = 1 en la funci6én generatriz de momentos de la distribucién bino-
mial y al examinar su serie de Maclaurin.

Use el resultado del ejercicio 5.3 para demostrar que para la distribucién de
Bernoulli

1— 28
(a) a3 = -\‘/—m. donde a4 es la medida de la asimetria definida en el

ejercicio 4.34;

I —36(1 — 8)
b =
definida en el ejercicio 4.35.

, donde ay es la medida de distribucién puntiaguda

Verifique que
(a) b(x;n,8)=0b(n—x;n,1—8).

También demuestre que si B(x; n, 0) = 2 blk:n . 8)parax=0,1,2,..., n,

entonces k=0

(b) b(x;n.8) = B(x;n,8) — B{(x — 1:n,8);

(c) b(x;n.8)=Bn—x:n,1—8)—B(n—x—1;n1-—8).

(d) B(x;n,8)=1—B(n—x—1;n1—0).

Una demostracién alternativa del teorema 5.2 se puede basar en el hecho que

si X;.X;.... y X, son variables aleatorias independientes que tienen la misma

distribucion de Bernoulli con el parAmetro 8, entonces Y =X, + X; + - + X,

es una variable aleatonia que tiene la distribucién binomial con los pardmetros n y 6.

(a) Verifique directamente (esto es, sin recurrir al hecho que la distribuci6n
de Bernoulli es un caso especial de la distribucién binomial) que la media
y la varianza de la distribucién de Bernoullison u = 8 y o® = 8(1 — 6).

(b) Con base en el teorema 4.14 y su corolano en las paginas 158 y 159, de-
muestre que si X;, X,.... y X, son variables aleatorias independientes que

tienen la misma distribucién de Bernoulh con el pardmetro 8 y ¥ =
X, + X, + -+ X, entonces

E(Y)=n8 y var(Y) = né(l — 6)

Demuestre el teorema 5.3.

Al calcular todos los valores de una distribucién binomial, suele ser posible simpli-

ficar el trabajo al calcular primero £(0; n, 8) y después usar Ja {6rmula recursiva
8(n — x)

(x + 1)(1 — 6}

bix + 1;n,0) = “b(x:n, @)



59

510

5.11

512

5.13

5.14

5.15

Seccibn 5.4: La distribucién binomial 177

Verifique esta férmula y usela para calcular los valores de la distribucién bino-
mial conn = 7y 8 = 0.25.

Use la férmula recursiva del ¢jercicio 5.8 para demostrar que para 8 = 1 1a dis-
tribucién binomial tiene

. n
(a) un miximoenx = 5 cuando n es par.

-1 + 1
(b) miximos en x = & , ¥X = " 5 cuando n es impar.

Si X es una variable aleatoria binomial, ;para qué valor de 8 es la probabili-
dad de b{x: n, 8) un méximo?

En la demostracién del teorema 3.2 determinamos la cantidad E{X(X — 1}),
llamado ¢l segundo momento factorial. En general, el résimo momento facto-
rial de X estd dado por

oy = E[X(X = 1)(X = 2) ... -(X — r + 1)]
Exprese w3, py y py en términos de los momentos factoriales.

La funcién generatriz de momentos factoriales de una variable aleatoria discre-
ta X estd dada por

Fli) = B() = Se-f)

Demuestre que la résima derivada de £y (t) con respectoatent = | s .l
résimo momento factorial definido en el cjercicio 5.11.

Con respecto al ejercicio 5.12, encuentre la funcién generatriz de momentos fac-

toriales de

(a) la distribuciéon de Bernoulli y demuestre que ufy, = 8 y py,) = 0 para
r>1;

(b) la distribucién binomial y tsela para encontrar g y o

Si hacemos @ = —u en la primera parte del teorema 4.10, donde u es Ja me-
dia de X, obtenemos

My(t) = My_, () = e My(1)

(a) Demucstre que la résima derivada de My_, (f) con respectoarent =0
da el résimo momento alrededor de la media de X\

(b) Encuentre esa funcion generatriz para los momentos alrededor de la me-
dia de la distribucién binomial, y verifique que la segunda denivada en
t=0esnB(l — 8).

Use el resultado del inciso (b) del ejercicio 5.14 para demostrar que para {a dis-
tribucién binomial
1 — 28
gy — 7
Vné(1 — 6)

donde a; ¢s la medida de la asimetria definida en el ejercicio 4.34. ; Qué pode-
mos concluir sobre la asimetria de la distribucion binomial cuando:
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(@ 8 =4
(b) n es grande?

APLICACIONES

5.16

5.17

5.18

5.19

520

5.21

522

Un examen de seleccién multiple consiste en ocho preguntas y tres respuestas
a cada pregunta (de las cuales sélo una es correcta). Si un estudiante contesta
cada pregunta tirando un dado balanceado y marca la primera respuesta si sa-
ca 1 o 2, la segunda respuesta si saca 3 0 4, y la tercera respuesta si saca 5 0 6,
icudl es la probabilidad de que tendré exactamente cuatro respuestas correctas?
Un ingeniero en seguridad automotriz afirma que I de 10 accidentes automovi-
listicos son causados por fatiga del conductor. Use la férmula para 1a distribucién
binomial y con redondeo a cuatro decimales, ;cuél es la probabilidad de que al
menos 3 de 5 accidentes automovilisticos sean causados por fatiga del conductor?
Si 40 por ciento de los ratones que se usan en un experimento se vuelven muy
agresivos dentro de 1 minuto después de habérseles administrado un medica-
mento experimental, encuentre la probabilidad de que exactamente seis de 15
ratones a los que se les ha administrado ¢l medicamento se volverdn muy agre-
sivos dentro de 1 minuto, use

(2) la f6rmula de la distnbucién binomial;

(b) latablal

En cierta ciudad, la incompatibilidad se da como la razén legal en 70 por cien-
to de todos los casos de divorcio. Encuentre la probabilidad que cinco de los
seis casos siguientes de divorcio registrados en esta ciudad darédn la incompati-
bilidad como razén legal, use

(a) la f6rmula para la distribucién binomial;
(b) latablal.

Un cientifico social afirma que sélo 50 por ciento de los estudiantes de dltimo
aflo de preparatoria capaces de desarrollar trabajo universitario van realmente
a la universidad. Suponiendo que esta afirmacién es cierta, use la tabla I para
encontrar las probabihidades de que entre 18 estudiantes del dltimo afio de pre-
paratoria capaces de hacer trabajo universitario

(a) exactamente 10 irdn a la universidad;

(b) al menos 10 irdn a la universidad;

(¢) cuando mucho ocho irdn a la universidad.

Suponga que la probabilidad de que un automévil robado en cierta ciudad del
oeste se recupere es 0.63. Use la impresién de computadora de la figura 5.1 pa-
ra encontrar la probabilidad de que al menos 8 de 10 carros robados en esta
ciudad se recuperarén, use

(a) los valores en la columna P(X = K);
(b) los valores en la columna P(X LESS OR = K).

Con respecto al ejercicio 5.21, encuentre la probabilidad de que entre 10 carros ro-
bados en la ciudad dada se recuperard cualquier cantidad entre tres y cinco, use

(a) los valores en la columna P(X = K);
(b) los valores en la columna P{(X LESS OR = K).
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Con respecto al ejercicio 5.18, suponga que el porcentaje haya sido 42 en vez
de 40. Use una tabla apropiada o una impresién de computadora de la distri-
bucién binomial con n = 15 y 8§ = 0.42 para volver a trabajar con ambas par-
tes de ese ejercicio.

Con respecto al ejercicio 5.20, suponga que el porcentaje haya sido 51 en vez de
50. Use una tabla apropiada o una impresién de computadora de la distribucién
binomial con n = 18 y 8 = 0.51 para rehacer las tres partes de ese ejercicio.

Al planear 1a operacién de una nueva escuela, un miembro del consejo de la es-
cuela afirma que cuatro de cada cinco profesores recién contratados permane-
ceran en la escuela por mds de un ailo, mientras que otro miembro del consejo
de la escuela afirma que seria correcto decir que tres de cada cinco. En el pasa-
do, los dos miembros del consejo han sido casi igualmente confiables en sus pre-
dicciones, asi que en ausencia de cualquier otra informacién le asignarfamos a
sus juicios igual peso. Si uno o el otro tiene que tener la razén ;qué probabili-
dades le asignarfamos a sus afirmacionces si se encontrara que 11 de 12 profeso-
res recicntemente contratados permanecieron en la escuela por mds de un afo?

(a) Para reducir la desviacién estdndar de la distribucién binomial a la mitad,
;qué cambios debemos hacer en el nimero de ensayos?

(b) Si n es multiplicado por el factor &k en la distribucién binomial que tiene
parametros n y p, ;qué aftrmacién se puede hacer sobre la desviacién es-
tdndar de la distribucién resultante?

Un fabricante afirma que cuando mucho 5 por ciento de las veces un producto
dado aguantard menos de 1,000 horas de operacién antes de requerir servicio.
De la lfnea de produccion se seleccionaron al azar veinte productos y se proba-
ron. Se encontré que tres de ellos requirieron servicio antes de 1,000 horas de
operacién. Comente la afirmacion del fabricante.

(a) Use un programa de computo para calcular la probabilidad de tirar entre
14 y 18 “sietes™ en 100 tiradas de un par de dados.
(b) Le sorprenderia si se tiraran mds de 18 “sietes”? ;Por qué?

(a) Use un programa dc cémputo para calcular la probabilidad de que més de
12 de 80 llamadas telefénicas duren mds de cinco minutos si se supone que
10 por ciento de esas llamadas duran ese tiempo.

(b) (Se puede usar este resultado como evidencia de que la suposicién es ra-
zonable? ; Por qué?

Use el teorema de Chebyshev y el teorema 5.3 para verificar que la probabili-
dad ¢s al menos 2 de que

(a) en 900 lanzamientos de una moneda equilibrada la proporcién de caras es-
tard entre 0.40 y 0.60;

(b} en 10,000 lanzamientos de una moneda equilibrada la proporcién estard
entre 0.47 y 0.53;

(c) en 1,000,000 de lanzamientos de una moneda equilibrada la proporcién de
caras estard entre 0.497 y 0.503.

Advierta que esto sirve para ilustrar la ley de los grandes nimeros.
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5.31 Usted puede captar el sentido de la ley de los grandes niumeros de la pégina
173 lanzando monedas. Lance una moneda 100 veces y haga una grafica de la
proporcién acumulada de caras después de cada cinco lanzamientos.

532 Registre los primeros 200 nimeros que se encuentra en un periédico, empiece
con la pdgina 1 y proceda en cualquier forma sistemdtica y conveniente. Inclu-
va también los nimeros que aparecen en los anuncios. Para cada uno de estos
nmimeros tome nota del digito de extrema izquierda y registre la proporcién de
los 1, los 2, los 3,... y los 9 (observe que 0 no puede ser el digito de extrema iz-
quierda; en el mimero decimal 0.0074, el digito de extrema izquierda es 7). Los
resultados pueden parecer muy sorprendentes, pero la ley de los grandes nime-
ros dada en la pigina 173 dice que debe estar estimando correctamente.

5.5 LAS DISTRIBUCIONES BINOMIAL NEGATIVA Y GEOMETRICA

En relacién con ensayos de Bernoulli repetidos, algunas veces nos interesa el nimero del
ensayo en el cual ocurre el késimo éxito. Por ejemplo, puede interesarnos la probabili-
dad de que el décimo nifio expuesto a una enfermedad contagiosa seré el tercero en con-
tagiarse, la probabilidad de que la quinta persona en escuchar un rumor ser la primera en
creerlo o la probabilidad de sorprender a un ladrén por segunda vez en su octavo robo.

Si el késimo éxito va a ocurrir en el ensayo xésimo, debe haber k — 1 éxitos en
los primeros x — 1 ensayos, y la probabilidad para esto es

b{k — 1:x — 1,6) =(ﬁ ~ :) g1 — gy

La probabilidad de un éxito en el xésimo ensayo es 8, y la probabilidad de que el kési-
mo €xito ocurra en ¢l ensayo xésimo es, por consiguiente,

§-b(k = 1:x — 1,8) = (i - i) &(1 — g)r*

DEFINICION 5.4 Una variable aleatoria X tiene una distribucién binomial nega-
tiva y sc conoce como una vanable aleatoria binomial negativa si y sélo si

b*(x: k, 6) = (; _ :)0‘(1 —g)*

parax = k. k + 1.k + 2.....

Asi, ¢l nimero de ensayos en que ocurre el késimo éxito es una vanable aleatoria que
tiene una distribucién binomial negativa con los pardmetros y 8. El nombre “distribu-
cién binomial negativa™ se deriva del hecho que los valores b*(x; k,8) para x =
k.k+1,k+2,... son los términos sucesivos de la expansién binomial de
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— g\
(% - %99) .+ En la literatura estadistica. las distnibuciones binomiales negativas

también se conocen como distribuciones de tiempo de espera binomiales o como dis-
tribuciones de Pascal.

EJEMPLO 5.3

Si la probabilidad es 0.40 de que un nifio expuesto a una enfermedad contagiosa la con-
traiga. ;cudl es la probabilidad de que el décimo nifio expuesto a la enfermedad seré el
tercero en contraerla?

Solucion
Sustituimos x = 10, k = 3y 8 = 0.40 en la férmula para la distribucién binomial
negativa, y obtenemos

b*(10: 3. 0.40) = (2)(0.40)’(0.60)’

= 0.0645 A

Cuando hay una tabla de probabilidades binomiales disponible, generalmente se
puede simplificar la determinacién de las probabilidades binomiales negativas median-

te la identidad

TEOREMA 5.5

b*(x: k. 0) = %-b(k; x, )

Se pedird al lector que verifique este teorema en el ¢jercicio 5.35.

EJEMPLO 5.4
Use el teorema 5.5 y la tabla 1 para rehacer el ejemplo 5.3.
Solucién
Sustituimos x = 10. k = 3y 8 = 0.40 en la férmula del teorema 5.5. v obtenemos
b*(10; 3. 0.40) = 13'—0-:;(3; 10, 0.40)
3
= —(0.2150
10¢ )
= 0.0645 A

t Las expansiones binomiales con exponentes negativos se explican ¢n ¢l libro dc W. Feller men-
civnado entre las referencias al final de vapitulo 2.
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Los momentos de la distribucién binomial negativa se pueden obtener al proce-
der como en la demostracion del teorema 5.2; para la media y la varianza obtenemos

TEOREMA 5.6 La media y la varianza de la distribucién binomial negativa son

_k az=£(l_1)
H=9 ¥ a\9

como se pedird al lector que verifique en el ejercicio 5.36.
Puesto que la distribucién binomial negativa con ¥ = 1 tiene muchas aplicacio-
nes importantes, s¢ le ha dado un nombre especial: distribucion geométrica.

DEFINICION 5.5  Una variable aleatoria X tiene una distribucién geométrica y se
le conoce como una variable aleatoria geométrica si y s6lo si su distribucién de
probabilidad estd dada por

g(x;8) = 8(1 — 8)! parax =1,2,3,...

EJEMPLO 5.5

Si la probabilidad es 0.75 de que el solicitante de una licencia de manejo pasard la prue-
ba de manejo en un ensayo dado, ;jcudl es fa probabilidad de que un solicitante final-
mente pase la prueba en el cuarto ensayo?

Solucién
Al sustituir x = 4y 8 = 0.75 en la fé6rmula de la distribucién geométrica, obte-
nemos

g(4: 0.75) = 0.75(1 — 0.75)*!
= 0.75(0.25)°
= 0.0117

Por supuesto, este resultado se basa en la suposicién de que las pruebas son in-
dependientes y aquf puede haber algunas dudas sobre su validez. A

5.6 LA DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

En el capitulo 2 usamos el muestreo con y sin reemplazo para ilustrar las reglas de mul-
tiplicacién para eventos independientes y dependientes. Para obtener una férmula ané-
loga a la de la distribucién binomial que sea vdlida para el muestreo sin reemplazo, en
cuyo caso los ensayos no son independientes, consideremos un conjunto de N elemen-
tos de los cuales M se consideran como éxitos y los otros N — M como fracasos. Asi co-
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mo en relacién con la distribucién binomial, estamos interesados en la probabilidad de
obtener x éxitos en n ensayos, pero ahora ¢stamos escogiendo, sin reemplazo. 7 de los
N elementos contenidos en el conjunto.

M N
Hay ( . ) maneras de escoger x de los M éxitos y ( ) maneras de escoger

N—M

M\
n — x de los N — M fracasos, y, por lanlo.( } X "= x

) maneras de escoger x éxi-

N
tos y n — x fracasos. Puesto que hay ( ) maneras de escoger n de los N elementos en
n

el conjunto, y supondremos que son todos igualmente posibles (que es lo que quere-
mos decir cuando afirmamos que la seleccidn es al azar), se sigue del teorema 2.2 que
la probabilidad de “x éxitos en n ensayos™ es

(X226

DEFINICION 5.6 Una variable aleatoria X tiene una distribucion hipergeométri-
ca y se conoce como variable aleatoria hipergeométrica si y s6lo si su distribucién
de probabilidad estd dada por

(X2 )
X/A\n—x parax =10,1,2,...,n,

(N) XEMyn—x=N-M

I

h(x;n, N, M) =

Asf, para el muestreo sin reemplazos, el nimero de €xitos en n ensayos €s una variable
aleatoria que tiene una distnibucién hipergeométrica con los pardmetros n. Ny M.

EJEMPLO 5.6

Como parte de una ¢ncuesta de contaminacién del aire, un inspector decide examinar
las emisiones de seis de los 24 camiones de una compaifa. Si cuatro de los camiones de la
compaiiia emiten cantidades excesivas de contaminantes, ;cudl es la probabilidad de
que ninguno de ellos sea parte de la muestra del inspector?

Solucién

Al sustituirx = 0,n = 6, N = 24 y M = 4 en la férmula para la distribucién hi-
pergeométrica, obtenemos
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0 6
( )
6

= (.2880 A

h(0; 6, 24, 4) =

El método por el cual encontramos la media y la varianza de la distribucién hi-
pergeométrica es muy similar al empleado en la demostracién del teorema 5.2.

TEOREMA 5.7 La media y la vananza de la distribucién hipergeométrica son

nM _ nM(N — M)(N — n)
N Yo N(N - 1)

H=

Demostracién. Para determinar la media, evaluemos directamente la suma

N
=0 _-_
=,§l(x—1)‘:{;:4—x)!' n(;)x

)

donde omitimos el término correspondiente a x = 0, el cual es 0, y cancelamos

M
la x contra el primer factor de x! = x(x — 1)! en el denominador de ( r)

N
Entonces, sacamos como factor M / ( ) y obtenemos
n

M N M)
T[N le(r—l)(n—x

n
_v.alhacery=.r—lym=n—1.estoseconvieneen

(N) ,5:'::( )(Tn —T)

n

S

Finalmente, usamos ¢l teorema 1.12, y obtenemos
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oy T

A fin de obtener la férmula para o°, procedemos como ¢n la demostracion
del teorema 5.2, evaluamos primero E[X(X - l)] y entonces usamos ¢l hecho

que E(X?) = ELX(X - 1)] + E(X). Le dejamos al lector demostrar que

M(M — D)n(n — 1
E[x(x — 1)] = 1! N(N)j(;‘) )

en el ejercicio 5.44, obtenemos asi

r o MM — lin(n — 1) _ nM _ (nM)2

N(N — 1) N N
_nM(N — M)(N —n) v
- NN = 1)

Puesto que la funcidn generatriz de momentos de la distribuciéon hipergeométri-
ca es bastante complicada, no la trataremos en este libro. Sin embargo. s¢ pueden en-
contrar los detalles c¢n el libro de M. G. Kendall y A. Stuart gue se enumera entre las
referencias al final del capitulo 3.

Cuando N es grande y 2 ¢s relativamente pequeiia comparada con N (la regla
empirica ¢s que n no debe exceder de S por ciento de N), no hay mucha diferencia en-
tre muestrear con reemplazo y muestrear sin reemplazo y se puede usar la {érmula para

Fl

la distribucién binomial con los parimetros n y 8 = W para aproximar las probabili-
dades hipergeométricas. :

EJEMPLO 5.7

Entre los 120 solicitantes para un trabajo, s6lo 80 son realmente aptos. Si cinco de los
solicitantes se seleccionan al azar para una entrevista més extensa, encuentre la proba-
bilidad de que s6lo dos de los cinco serdn aptos para ¢l trabajo, para ello use

(a) la férmula para la distribucién hipergeométrica;
(b) la férmula para la distribucién binomial con # = & como una aproximacién.

Solucion
(a) Alsustituirx = 2,n =5 N =120y M = 80 en la férmula de la distribu-

cién hipergeométrica, obtenemos
(su) (40)
2 3

B

= {.164

h(2; 5. 120, 80) =

redondeado a tres decimales;
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(b) Alsustituir x =2, n =5y 8 = % = § en la férmula para la distribucién
binomial, obtenemos

29-06)0-3

redondeado a tres decimales. Como se puede ver a partir de estos resulta-
dos la aproximacién es muy cercana. A

5.7 LA DISTRIBUCION DE POISSON

Cuando n es grande, el cilculo de las probabilidades binomiales con la férmula de la
definicién 5.3 implica una cantidad prohibitiva de trabajo. Por ejemplo, para calcular
la probabilidad de que 18 de 3,000 personas, que ven un desfile en un dfa muy caluroso

3,000 .
de verano, sufrirdn de insolacién, primero debemos determinar ( 18 ) y si la

probabilidad es 0.005 de que cualquiera de las 3,000 personas que ven el desfilen sufri-
rdn de insolacién, también tenemos que calcular el valor de (0.005)'3(0.995)>%.

En esta seccién presentaremos una distribucion de probabilidad gue se puede
usar para aproximar probabilidades binomiales de esta clase. Especificamente, investi-
garemos la forma lfmite de la distribucién binomial cuando n — o0, § — 0, mientras no

A
permanece constante, Sea esta constante A, estoes, nf = Ay, por tanto, 8 = rE pode-

mos escribir
7 A ) 4 A A—I
WIOIEE)

n(n = 1)(n = 2)-...-(n—x+ 1)(i)1(1 ~ i).._.

x! \n n

b(x; n, 8)

Entonces, si dividimos uno de los x factores # en (%) cada factor del producton(n — 1)

(n —2)-...-(n — x + 1) y escribimos

CHEE CHNIGSH)

obtenemos

R N NI E)
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Finalmente, si hacemos n — 00 mientras x v A permanecen fijas, encontramos que

O

y, por tanto, que la distribucién limite se vuelve
Afe™
x!

plx;A) = parax =0,1,2,...

DEFINICION 8.7 Una variable aleatoria X tiene una distribucién de Poisson y se

conoce como una variable aleatoria de Poisson si y s6lo si su distribucién de pro-
babilidad est4 dada por

plx; A) = A; parax = 0.1, 2,...

Asf, en el limite cuando n — &, 8 — 0,y n6 = A permanece constante, ¢l nime-
ro de éxitos es una vanable aleatoria que tiene una distribucién de Poisson con el pa-
rdmetro A. Esta distribucién se llama asi en honor al matemético francés Simeon
Poisson (1781 - 1840). En general, la distribucién de Poisson brindard una buena apro-
ximacién a las probabilidades binomiales cuandon = 20y 8 = 0.05. Cuandon = 100
y nf < 10, la aproximacién generalmente serd excelente.

Para tener una idea sobre la cercanfa de la aproximacién de Poisson a la distn-
bucién binomial, considere la impresién de computadora de la figura 5.4, que muestra,
una arriba de la otra, la distribucién binomial conn = 150 y 8 = (.05 y la distribucién
de Poisson con A = 150(0.05) = 7.5.

EJEMPLO 5.8

Use la figura 5.4 para determinar el valor de x (desde S hasta 15) para el cual el error
es el mas grande cuando usamos la distribucién de Poisson con A = 7.5 para aproxi-
mar la distnbucién binomial conn = 150y 8 = 0.0S.

Soluclén

Calculamos las diferencias correspondientesax = 5.x = 6,..., x = 135, obtene-
mos 0.0006, —0.0017, —0.0034, —0.0037, —0.0027, —0.0011, 0.0003, 0.0011,
0.0013, 0.0011 y 0.0008. Asf, el maximo error (numéricamente) es —0.0037. y co-
rresponde a x = 8. A
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MTB > BINOMIAL N=150 P=@.05
PROBABILIDADES BINOMIALES MENOR N = 1.5 Y P = .050000

K P{X = K} P(X PARA O = K)
Q -0e85 .pees
1 .@e36 .0041
2 .e141 -8182
3 .8366 .9548
4 .p708 .1256
5 .lpss .2344
6 .1384 .3729
7 .1499 .5228
8 .1410 .5638
9 L1171 .7889
10 .286%9 .8678
11 .9582 -9260
12 .R355 .9615
13 -@8198 .9813
14 0182 .9915
15 .90849 . 9964
16 .ee22 .9986
17 .pep9 . 9995
18 .2023 .9998
19 .peel . 9999

MTE > POISSON MU=7.5
PROBABILIDADES DE POISSON PARA MEDIA = 7.500

K P(X = K} P({X MENOR O = K}
¢ .0086 . 2906
1 L2241 . 8847
2 .9156 L8283
3 L9389 .B591
4 .9729 -1321
5 L1P94 L2414
6 .1367 -3782
7 .1465 .5246
8 L1373 .6620
9 L1144 L7764
10 .9858 .B8622
11 .B585 .92e8
12 .8366 .9573
13 .8211 .9784
14 .P113 .9897
15 -Bas7 .9954
16 L8026 .99480
17 L0912 .9992
18 .2985 .9997
19 .egp2 .9999
20 .ep01 1.0000

Flgura 5.4 Impresién de computadora de la distribucién binomial con n= 150
y & = 0.05 y la distribucién de Poisson con A = 7.5,
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El siguiente ejemplo ilustra la aproximacion de Poisson a la distribucién binomial.

EJEMPLO 5.9

Si 2 por ciento de los libros encuadernados en cierto taller tiene encuadernacion defec-
tuosa, use la aproximacion de Poisson a la distnibucién binomial para determinar la proba-
bilidad de que cinco de 400 libros encuadernados en este taller tendran encuadernaciones
defectuosas.

Solucién

Al sustituir x = 5, A = 400(0.02) = 8 y ¢ * = 0.00034 (dc la tabla VIII) en la
férmula de la definicién 5.7. obtenemos

8 -e™ _ (32,768)(0.00034)
st 120

p(5:8) = = 0.093 A

En la practica real, rara vez se obtienen las probabilidades de Poisson por susti-
tucién directa en la férmula de la definicién 5.7. Algunas veces nos referimos a las ta-
blas de probabilidades de Poisson, como la tabla II. o a tablas méds extensas en los
manuales de tablas estadisticas. pero méas a menudo, hoy en dia, nos referimos a pro-
gramas de computadora apropiados. El uso de tablas o computadoras es de especial
importancia cuando nos interesan probablidades relacionadas con varios valores de x.

EJEMPLO 5.10

Los registros muestran que la probabilidad es 0.00005 de que a un automdvil se le re-

viente un neuméatico mientras cruza cierto puente. Use la distribucién de Poisson para
aproximar las probabilidades binomiales que, de 10,000 autos que cruzan este puente,

(a) exactamente dos tendran un neumdtico reventado;

(b) cuando mucho dos tendridn un neumdatico reventado.

Solucién
(a) Alconsultar la tabla I1, encontramos que para x = 2y A=10,000{0.00005) =
0.5, la probabilidad de Poisson es 0.0758.

(b) Al consultar la tabla 1. encontramos que para x = 0,1y 2,y A = (.5, las
probabilidades de Poisson son 0.6065, 0.3033 y 0.0758. Asf, la probabilidad
de que cuando mucho dos de los 10.(XX) autos que cruzan el puente tendrin
un neumético reventado es

0.6065 + 0.3033 + 0.0758 = 0.9856 A
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EJEMPLO 5.11

Use la figura 5.5 para rehacer ¢l cjemplo anterior.

Solucién

(a) Leemos el valor para K = 2 en la columna P(X = K) obtenemos 0.0758.
(b) En cste caso podemos sumar los valorespara K = 0. K =1yX = 2enla

columna P(X = K) o podemos leer el valor para K = 2 en la columna
P(X LESS OR = K) y obtener 0.9856. A

MTB > POISSON MU=.5
PROBABILIDADES DE POISSON PARA MEDIA = .500

K P{X = K} P(X MENOR O = K)
@ . 60865 .6@65
1 L3933 .9998
2 .9758 .9856
3 L9126 .9982
4 .981s6 .99%8
5 .BB02 1.0000

Flgura 5.5 Impresién de computadora de la distribucién de Poisson con A = 0.5.

Al haber derivado la distribucién de Poisson como una forma limite de la distri-
bucién binomial, podemos obtener férmulas para su media y su varianza al aplicar las
mismas condiciones limite (n 50, 8 50 y n = A permanece constante) a la media
y la varianza de la distribucién binomial. Para la media obtenemos » = nf = A y pa-
ra la varianza obtenemos o* = n8{1 — 8) = A(1 — 8), la cual se aproxima a A cuando
86-0

TEOREMA 58 La media y la varianza de la distribucion de Poisson estdn dadas
por

Estos resultados también se pueden obtener al evaluar directamente las sumas
necesarias (véase el ejercicio 5.50) o al trabajar con la funcién generatriz de momentos
dada en el siguiente tcorema

TEOREMA 5.9 La funcién generatriz de momentos de la distribucién de Poisson
estd dada por

My (1) = e
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Demostracion. Por las definiciones 4.6 y 5.7,

oo X ,—A = :
Ae (A¢')
M‘(‘ = e’ = e-*’
80 ,;,, x! ,gu x!
oo AT
donde — se puede reconocer como la serie de Maclaurin de e con
=0 X
2 = A¢. Asi,
My(t) = et = XY v

Entonces, si diferenciamos My () dos veces con respecto a !, obtenemos
Mi(t) = Aelede D
M (1) = Aefe ™1 4 pZetieMd )

de manera que ) = My(0) = Ay i =MH0) = A + AL Asi,p = Ay P =p) — 4
= (A + A?) — A? = A, lo cual concuerda con el tcorema 5.8.

Aunque la distribucion de Poisson se ha derivado como una forma limite de la
distribucién binomial, tiene muchas aplicaciones que no tienen relacién directa con dis-
tribuciones binomiales. Por ejemplo, l2 distribrcién de Poisson puede servir como un
modelo para el nimero de éxitos que ocurren durante un intervalo de tiempo dado o
en una regién especifica cuando (1) son independientes los nlimeros de éxitos que ocu-
rren en intervalos de tiempo o regiones que no se traslapan, (2) la probabilidad de que
ocurra un solo éxito en un intervalo de tiempo muy corto o ¢n una regién muy peque-
fia es proporcional a la longitud del intervalo de tiempo o al tamadio de la region, y
(3) la probabilidad de que mds de un éxito ocurra en tal intervalo corto de tiempo o
que caiga en tal regidn pequeia es insignificante. De ahf, una distribuci6én de Poisson
podria describir el nimero de llamadas telefénicas recibidas por hora en una oficina, el
niimero de errores de mecanografia por pagina o el niimero de bacterias en un cultivo
dado cuando se conoce el mimero promedio de éxitos, A, para el intervalo de tiempo
o la region especifica dados.

EJEMPLO 5.12

El nimero de camiones que llegan en un dia cualquiera a un paradero de camiones en
cierta ciudad se conoce que es 12. ;Cudl es la probabilidad de que en un dia dado lie-
guen menos de 9 camiones a esc paradero?

Solucion

Sea X el nimero de camiones que llegan en un dia dado. Entonces, usamos la ta-
bla II con A = 12, v obtenemos

8
P(X <9) = 3 p(x: 12) = 0.1550 A
=0
Si, en una situacién donde son vilidas las condiciones anteriores, los éxitos ocu-
rren a una tasa media de a por unidad de tiempo o por unidad de region, entonces el
nimero de éxitos en un intervalo de ¢ unidades de tiempo o r unidades de la regién e¢s-
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pecificada es una variable aleatoria de Poisson con la media A = at (véase el ejercicio
3.48). Por consiguiente, el nimero de éxitos, X, en un intervaio de tiempo de longitud
f unidades o una regién de tamaifio ¢ unidades tiene la distribucién de Poisson

e "(at)

- parax =0, 1, 2,...

plx; at) =

EJEMPLO 5.13

Cierta clase de ldmina de metal tiene, en promedio, cinco defectos por cada 10 pies cua-
drados. Si suponemos una distribucién de Poisson, ;cuil es la probabilidad de que una
ldmina del metal de 15 pies cuadrados tendrd al menos 6 defectos?

Solucién

Sea X el nimero de defectos en una ldmina del metal de 15 pies cuadrados. En-
tonces, puesto que la unidad de 4rea es 10 pies cuadrados, tenemos

= at = (5)(1.5) = 1.5

y
PX26)=1—-PXE5)=1-—102414 = 0.7586
de acuerdo a la impresién de computadora mostrada en la figura 5.4. A
EJERCICIOS

5.33 A veces se define la distribucién binomial negativa en una forma diferente co-
mo la distribucién del nimero de fracasos que precede el késimo éxito. Si el
késimo éxito ocurre en el xésimo ensayo, debe estar precedido por x — k fra-
casos. Asf, encuentre la distribucién de ¥ = X — k, donde X tiene la distribu-
cién de la definicién 5.4.

£.34 Con respecto al ejercicio 5.33, encuentre expresiones para uy y oy.
5.35 Demuestre el teorema 5.5.
5.36 Demuestre ¢l teorema 5.6 al determinar primero E{X) y E{X(X + 1)].

5.37 Demuestre que la funcién generatriz de momentos de la distribucién geométri-
ca estd dada por

ge'
1 — (1l — 6)

My (1) =

5.38 Use la funcién generatriz de momentos derivada en el ejercicio 5.37 para mos-
=5

5.39 Al diferenciar con respecto a # las expresiones en ambos lados de la ecuacién

1
trar que para la distribucién geoméirica, p = rRAd

gml—wﬂ=1

xm]
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]
demuestre que la media de la distribucién geométrica estd dada por g = rs

. , 2 =48
Entonces, al diferenciar otra vez con respecto a @, demuestre que p; = 5
1 -4
¥y por tantc que ol = P,
5.40 Si X es una variable aleatoria que tiene una distribucion geométrica, demues-

tre que
PIX=x+nlX>n)=PX =1x)

5.41 Si la probabilidad es f{x) de que un producto falle la xésima vez que se usa, es-
to es, en el xésimo ensayo, entonces su tasa de falla en el xésimo ensayo es la
probabilidad de que fallard en el xésimo ensayo dado que no ha fallado en los
primeros x — 1 ensayos; simbdlicamente, estd dada por

Ax)
- F(x — 1)
donde F(x) es el valor de la funcién de distribucién correspondiente en x. De-

muestre que si X es una variable aleatoria geométrica, su tasa de falla es cons-
tante e igual a 6.

Z(x) = T

5.42 Se presenta una variacion de la distribucién binomial cuando los n ensayos son
todos independientes, pero la probabilidad de éxito en el iésimo ensayo es 8;,
y estas probabilidades no son todas iguales. 51 X es el ndmero de éxitos obte-
nidos bajo estas condiciones ¢n n ensayos, demuestre que

(a) py = n6, dondec 8§ = % 29,;

1=
(b) a% = né(1 — 8) — nal, donde § es como se define cn el inciso (a) y
1 & 2
o5 =5 z‘i(of—e).
=
§.43 Cuando se calculan todos los valores de una distribucién hipergeométrica, a
menudo se puede simplificar el trabajo al calcular primero A(0; n, N, M) y usar
entonces la férmula recursiva
(n = x)(M = x)
(x +1){N—M-—-—n+x+1)
Verifique esta f6rmula y dsela para calcular los valores de la distribucién hiper-
geométricaconn =4 N=9yk =5,

hix + Ln, NN M) =

chix:n, N M)

5.44 Vcrifigue la expresion dada para E[X(X — 1}] en la demostracién del tcore-
ma 5.7.

M
5.45 Demuestre que si hacemos 8 = I en ¢l teorema 5.7, la media y la varianza de
la distribucién hipergeométrica sc pueden escribir como u = né y o* =
N-—n
6(1 ~ 8)- .
né( } N — 1
pagina 185?

Cémo se¢ comparan estos resultados con el andlisis de la
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5.46 Cuando calculamos todos los valores de una distribucién de Poisson, a menudo
se puede simplificar el trabajo al calcular primero p(0; A) y usar después la
férmula recursiva

A
+ 1;4) = —/—p(x

Verifique esta férmula y usela junto con e~ = 0.1353 para verificar los valo-
res dados en la tabla Il para A = 2.

5.47 Aproxime la probabilidad binomial b(3; 100, 0.10) al usar
(a) la férmula para la distribucién binomial y logaritmos;

(b) latablall

5.48 Suponga que f(x, t) es la probabilidad de obtener x éxitos durante un interva-
lo de tiempo de longitud ¢ cuando (i) la probabilidad de un éxito durante un in-
tervalo de tiempo muy pequefio de rar + At es a - Ay, (ii) la probabilidad de
mds de un éxito durante dicho intervalo de tiempo es insignificante, y (iii) la
probabilidad de un éxito durante esc intervalo de tiempo no depende de lo que
haya pasado antes dei tiempo .

(a) Demuestre que bajo estas condiciones
flx, 1+ A1) = flx, )[1 — a-Af] + fix = 1, Na- At
¥ por tanto que

d(f(x. 1)]
dt

(b) Demuestre por sustitucion directa que una solucién a este sistema infinito
de ecuaciones diferenciales (hay una para cada valor de x) estd dada por
la distribucién de Poisson con A = at.

= af(x = 1,1) = f(x, )]

5.49 Use repetidamente la integracién por partes para demostrar que
- <]

x ¥, A
3 X =i-/ e~ dr
A

=y x!
Este resultado es impertante porque los valores de la funcién de distribucién de

una variable aleatoria de Poisson se pueden obtener as{ al consultar una tabla
de funciones gamma incompletas.

5.50 Derive las formulas para 1a media y la varianza de la distribucién de Poisson al
evaluar primero E(X) y E[X(X — 1)].

5.51 Demuestre que si las condiciones limite n — ¢, § — 0, mientras nd permanece
constante, se aplican a la funcién generatriz de momentos de la distribucién bino-
mial, obtenemos la funcién generatriz de momentos de la distribucién de Poisson.

z

I
[Sugerencia: vélgase del hecho que lim (1 + F) = ¢

1
5.52 Use el teorema 5.9 para mostrar que para la distribucién de Poisson o, = ﬁ'

donde o; es la medida de la asimetria definida en el ejercicio 4.34.
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5.53 Al diferenciar con respecto a A las expresiones de ambos lados de la ecuacién

o

_ ATe?
pe= 2 (x =AY
i=0 X

derive la siguiente férmula recursiva para los momentos alrededor de la media
de la distribucién de Poisson:

du,
= Ajrpg,_y + -
My [rﬂ, 1 d)\
parar=1, 2, 3,... . También, use esta férmula recursiva y el hecho que uy = 1

y #; = 0 para encontrar u,. p; ¥ 4, y verifique la férmula dada para a; en el
ejercicio 5.52.
5.54 Use el teorema 5.9 para encontrar la funcién generatriz de momentos de

Y = X — A,donde X es una variable aleatoria que tiene la distribucién de Pois-
son con €l pardmetro A, y Usela para verificar que oy = A.

APLICACIONES

5.55 Sila probabilidad es 0.75 de que una persona creerd un rumor acerca de los de-
litos de cierto politico. encuentre las probabilidades de que
(a) la octava persona que escucha el rumor seré la quinta en creerlo;

{b) la décima quinta persona que escuche el rumor serd la décima en creerlo.

5.86 Si las probabilidades de tener un hijo o una hija son ambas 0.50, encuentre las
probabilidades de que
(a) el cuarto nifio de una familia sea el primer hijo varén;

(b) el séptimo nifio de una familia sea su segunda hija:
(¢) el décimo nifio de una familia sea su cuarto o quinto hijo varén.

5.57 Una experta tiradora certera falla en dar en el blanco cinco por ciento de las
veces. Encuentre la probabtlidad de que fallara en dar en el blanco por segun-
da vez en el décimo quinto tiro, use
(a) la férmula para la distribucién binomial negativa;

(b) elteorema 5.5y latablal

5.58 Al grabar un comercial de televisién, la probabilidad es 0.30 de que cierto ac-
tor dir4 correctamente sus lineas en una toma cualquiera. ;Cudl es la probabi-
lidad de que dird correctamente sus lfneas por primera vez ¢n la sexta toma?

5.59 En una “prueba de tortura” un apagador de luz se prende y sc¢ apaga hasta que
falla. Si la probabilidad es 0.001 de que el apagador falle en cualquier momento
en que se prenda o se apague, jcudl es la probabilidad de que el apagador no fa-
lle durante las primeras 800 veces que se prende o se apaga? Suponga que se sa-
tisfacen las condiciones requeridas por la distribucién geométrica y usc logantmos.

5.60 Adapte la formula del teorema 5.5 de manera que se pueda usar para expresar
probabilidades geométricas en términos de probabilidades binomiales, y use la
férmula de la tabla I para
(a) verificar ¢l resuliado del ejemplo 5.5;

(b} rehacer el ejercicio 5.58.
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5.61

5.62

5.63

5.64

5.65

5.66

5.67

5.68

Distribuciones de probabilidad especiales

Un ingeniero de control de calidad inspecciona una muestra tomada al azar de
dos calculadoras manuales de cada lote que llega de tamafio 18 y acepta et lote
si ambas estdn en buenas condiciones de trabajo; de otra manera, se inspeccio-
na todo el lote y el costo se carga al vendedor. ;Cudles son las probabilidades
de que un lote asf se acepte sin inspeccién adicional si contiene

(a) cuatro calculadoras que no estdn en buenas condiciones de trabajo,

(b) ocho calculadoras que no estan en buenas condiciones de trabajo:

(c) 12 calculadoras que no estdn en buenas condiciones de trabajo?

De los 16 solicitantes para un trabajo, 10 tienen tftulo universitario. Si se esco-

gen tres de los solicitantes al azar para entrevistas, jcudles son las probabilida-
des de que

(a) ninguno tenga un titulo universitario;
(b) uno tenga un titulo universitano;

{c)} dos tengan un titulo universitario;

(d) los tres tengan un titulo universitario?

Encuentre la media y la varianza de la distribucién hipergeométrica con n = 3,
N= 16y k = 10, use

(a) los resultados del ejercicio 5.62;

(b) las formulas del teorema 5.7.

¢Cudl es la probabilidad de que una auditora de impuestos s6lo descubra dos

declaraciones de impuestos con deducciones ilegftimas si selecciona al azar cin-
co declaraciones entre 15, de las cuales nueve contienen deducciones ilegftimas?

Verifigue en cada caso si se satisface la condicién para la aproximacién bino-
mial a la distribucién hipergeométrica:

(a) N=200yn=12;
(b) N=50yn=20;
{c}) N=0640yn = 30.
Un embarque de 80 alarmas contra robo contiene 4 que son defectuosas. Si del

embarque se seleccionan al azar tres y se embarcan a un cliente, encuentre la
probabilidad de que el cliente recibird exactamente una unidad mala, use

(a) la férmula de la distribucién hipergeométrica;

(b) la distribucién binomial como una aproximacién.

Entre los 300 empleados de una compaiifa, 240 son sindicalizados, mientras que
los otros no lo son. Si se seleccionan al azar seis de los empleados para prestar

su servicios en un comité que administra el fondo de pensién, encuentre la pro-
babilidad de que cuatro de los seis serdn sindicalizados, use

(a) la férmula de la distribucién hipergeométrica;
(b) la distribucién binomial como una aproximacién.

Un panel de 300 personas escogidas para servir de jurados incluye a 30 que tie-
nen menos de 25 aflos de edad. Puesto que el jurado de 12 personas escogido de
este panel para juzgar una delito de narcéticos no incluye a nadie menor de 25
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afios de edad, el abogado defensor de los jévenes acusados se queja de que este
jurado realmente no es representativo. Ciertamente, €l argumenta, si la seleccién
fuera al azar, la probabilidad de tener uno de los 12 jurados de menos de 25 afios
de edad debe ser muchas veces la probabilidad de no tener ninguno de ellos me-
nor a 25 afios de edad. En realidad, ;cudl es la razdn de estas dos probabilidades?
Verifique en cada caso si los valares de n y 6 satisfacen ta regla practica para una
buena aproximacién, una excelente aproximacion, o ninguna cuando queremos
usar la distribucién de Poisson para aproximar las probabilidades binomiales
(a) n=125y8 = 0.10;

(b) n=25y6 = 0.04;

() n=120y0 = 0.05;

(d) n =40y#6 = 0.06.

Con respecto al ejercicio 5.8, determine ¢l valor de x (entre 5 y 15) para ¢l cual
el porcentaje de error ¢s el mds grande cuando usamos la distribucién de Poisson
con A = 7.5 para aproximar la distribucién binomial con n = 150 y 8 = 0.05.

Por experiencia se sabe que 1.4 por ciento de las ilamadas recibidas en un con-
mutador son numeros equivocados. Use la aproximacién de Poisson a la distri-
bucién binomial para determinar la probabilidad que de las 150 llamadas que
recibe el conmutador dos son nlimeros equivocados.

Los registros muestran que la probabilidad es 0.0012 de que una persona se in-
toxicard con alimentos si pasa ¢l dia en cierta feria estatal. Use la aproximacion
de Poisson a la distribucién binomial para encontrar la probabilidad de que en-
tre 1,000 personas que asisten a la feria ¢statal cuando mucho dos s¢ intoxica-
rdn por alimentos.

En una ciudad dada. 4 por ciento de todos los conductores con licencia estardn

involucrados en al menos un accidente automovilistico en un afio dado cual-

quiera. Use la aproximacién de Poisson a la distribucién binomial para deter-

minar la probabilidad de que entre 150 conductores con licencia escogidos al

azar en esta ciudad

(a) sélo cinco estaran involucrados en al menos un accidente en un afio dado
cualquiera;

(b) cuando mucho tres estardn involucrados en al menos un accidente en un
arno dado cualquiera.

Con respecto al ejemplo 5.13 y la impresién de computadora de la figura 5.4,
encuentre la probabilidad de que una ldmina del metal de 15 pies cuadrados
tendrd entre ocho y doce defectos, use

(a) los valores en la columna P(X = K},

(b) los valores en la columna P(X LESS OR = K).

El nimero de qucjas que un negocio de tintorerfa recibe por dia es una varia-
ble aleatoria que ticne la distribucién de Poisson con A = 3.3, Use la férmula
para la distribucién de Poisson para ¢ncontrar la probabilidad de que sélo re-
cibird dos quejas en un dfa dado cualquiera.

El numero de descomposturas mensuales de una computadora es una variable
aleatoria que tiene una distribucidn de Poisson con A = 1.8. Use la férmula de
ta distribucién de Poisson para encontrar las probabilidades de que esta compu-
tadora funcionard por un mes
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(a) sin descomposturas;
(b} con sélo una descompostura.

5.77 Use la tabla II para verificar los resultados del ejercicio 5.76.

578 En cierta regién desértica el nimero de personas que s enferman gravemente cada
aiio por comer cierta planta venenosa es una variable aleatoria que tiene la distribu-
ci6n de Poisson con A = 5.2. Use la tabla II para encontrar las probabilidades de
(a) tres enfermedades como ésa en un afio dado;

(b) al menos 10 enfermedades como ésa en un afo dado;
(c) cualquier nitmero entre cuatro y seis enfermedades como ésa en un afio dado.

5.9 En la inspeccién de una tela producida en rollos continuos, ¢l nimero de im-
perfecciones por yarda es una variable aleatoria que tiene la distribucién de
Poisson con A = 0.25. Encuentre la probabilidad de que 2 yardas de la tela ten-
drd cuando mucho una imperfeccién, use
(a) latabla II;

(b) la impresién de computadora de la figura 5.5.

580 (a) Use un programa de computo para calcular la probabilidad exacta de obte-
ner uno o més defectuosos en una muestra de tamaino 100 tomada de un lo-
te de 1,000 productos fabricados que se supone contiene seis defectuosos.

(b) Aproxime esta probabilidad mediante el uso de la distribucién binomial
apropiada.

(c) Aproxime esta probabilidad mediante el uso de la distribuciéon de Poisson
apropiada y compare los resultados de los incisos (a), (b) y (c).

5.8 LA DISTRIBUCION MULTINOMIAL

Una generalizacién inmediata de la distribucion binomial surge cuando cada ensayo tie-
ne més de dos resultados posibles, las probabilidades de los resultados correspondien-
tes son las mismas para cada ensayo, y los ensayos son todos independientes. Este seria
el caso, por ejemplo, cuando a las personas entrevistadas en una encuesta de opinién
se les pregunta si estdn a favor de una candidato, contra €l o indecisos, o cuando las
muestras de productos manufacturados se clasifican como excelente, arriba del prome-
dio, en el promedio o inferior.

Para tratar csta clase de problemas en general, consideremos el caso donde hay
n ensayos independientes que permiten k resultados mutuamente excluyentes cuyas

k

probabilidades respectivas son 8,, 8,...., 8, (con 2 8 = 1). Al referirnos a los resul-

=1
tados como que son de la primera clase, la segunda clase, ... y la késima clase, estare-
mos interesados en la probabilidad de obtener x, resultados de la primera clase, x; re-

k
sultados de la segunda clase, ... y x; resultados de la késima clase (con 2 x;, = n).

=1
Al proceder como en la derivacién de la férmula para la distribucién binomial.
primero encontramos la probabilidad de obtener x, resultados de la primera clase,
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X5 resultados de la segunda clase, ... y x, resultados de la késima clase en un orden es-
pecifico es 67" - 83 - ... -8, Para tener la probabilidad correspondiente para todos
esos resultados de cada clase en cualquier orden. tendremos que multiplicar la proba-
bilidad para cualquier orden especifico por

n _ n'
XX X v l-x,1 o x, !
B IR .Y Xq- 24" «rs k-

de acuerdo al teorema 1.8.

DEFINICION 5.8 Las vanables aleatorias X;. X;,.... X, tienen una distribucién
multinomial y se conocen como variables aleatorias multinomiales si y s6lo si su
distribucion de probabilidad conjunta estd dada por

4]
ﬂx,,x;,.--.x*:n.3;.93...-,9.;)=(I X x)‘ﬂ':" 53“...'8;‘
1y #2y=nan A

& k
parax;=0,1.....nparacadai,donde > x,=ny > 6, = 1.
=

Asi. los mimeros de resultados de las diferentes clases son variables aleatorias que
tienen la distribucién multinomial con los pardmetros n, 8, 6,,... y 8,. El nombre
“multinomial” se deriva del hecho de que para los valores de x;, las probabilidades
son iguales a los términos correspondientes de la expansién multinomial de
(6, + 8, + - + 8"

EJEMPLO 5.14

Cierta ciudad tiene tres estaciones de televisién. Durante el horario principal del sdbado
en la noche, el canal 12 tiene 50 por ciento del publico. el canal 10 tiene 30 por ciento del
publico y el canal 3 tiene 20 por ciento. Encuentre la probabilidad de que entre ocho per-
sonas que ven television en esa ciudad, escogidas al azar un sabado por la noche. cinco es-
tardn viendo el canal 12, dos estardn viendo el canal 10 y una estard viendo el canal 3.

Solucioén

Sustituimos x; = 5, x;, = 2,x¢; = 1.0, = 0.50,6, = 0.30.4, = 020yn = 8cn
la férmula de la definicién 5.8, y obtenemos

f(5. 2, 1; 8, 0.50, 0.30, 0.20) = = (0.50)*(0.30)3(0.20)

8!
Ste2t. 1

= 0.04945 A
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5.9 LA DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA MULTIVARIADA

Justo como la distribucién hipergeométrica toma el lugar de la distribucién binomial

para el muestreo sin reemplazo, también existe una distribucién muitivariada aniloga

a la distribucién multinomial que aplica al muestreo sin reemplazo. Para derivar esta

f6rmula, consideremos un conjunto de N clementos, de los cuales M, son elementos de

la primera clase, M, son elementos de la segunda clase, ... y M, son elementos de la kési-
k

ma clase tales que 2 M, = N. Como en relacién con la distribucién multinomial, es-
i=1

tamos interesados en la probabilidad de obtener x, elementos (resultados) de la prime-

ra clase, x, elementos de la segunda clase,.... y x, elementos de la késima clase, pero

ahora estamos escogiendo sin reemplazo. n de los N elementos del conjunto.

M M
Hay (x 1 ) maneras de escoger x, de los M, elementos de la primera clase, ( x z)
1 2

M
maneras de escoger x, elementos de los M, elementos de la segunda clase, ...y (x ")

k
maneras de escoger x, elementos de los M, elementos de la késima clase, y por tanto,

G )

N .
to que hay , | maneras de escoger n de los N elementos en el conjunto y suponemos

k
k .
( )maneras de escoger los E x; = n elementos requeridos. Pues-
Xy i~

que todas son igualmente posibles (que es lo que queremos decir cuando afirma-
mos que la seleccién es al azar), se sigue que la probabilidad deseada estd dada por

GG CG)

DEFINICION 5.9 Las vaniables aleatorias X, X3, ..., X, tienen una distribucién
hipergeométrica multivariada y se conocen como variables aleatorias hipergeo-
métricas multivariadas si y s6lo si su distribucién de probabilidad conjunta estd

()%
o

k k
para x;=0,1,..., nyx, S M, para cada i, donde Ex,—= ny EM‘ = N.
i=1

=]

‘f(xl,xz,..., Xg o MI" Mz,..., Mk) =

Asi, la distribucién conjunta de las variables aleatorias bajo consideracién, esto es, la
distribucién de los nimeros de resultados de las diferentes clases, es una distribucién
hipergeométrica multivariada con los pardmetros n, M, M,,... y M,.
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En un panei de presuntos jurados participan seis hombres casados, tres hombres solte-
ros, siete mujeres casadas y cuatro mujeres solteras. Si la seleccién es al azar, ;cuil es
la probabilidad de que el jurado consistird de cuatro hombres casados. un hombre sol-
tero, cinco mujeres casadas y dos mujeres solteras?

Soluciéon

Sustituimos x, = 4, 6, = L, x; = 5.5, =2, M =6 M, =3 M, =7 M, = 4,
N =20y n = 12 en la f6rmula de la definicién 5.9, y obtenemos

$0C)E)
()

= 0.0450 A

f(4.1,5,2;12,6,3,7.4) =

EJERCICIOS

581

5.82

Si X,. X,,..., X, tienen la distribucién multinomial de la definicién 5.8, de-
muestre que la media de la distribucién marginal de X, es nf, para [ =

1,2,..., k.
Si X, X;..... X, ticnen la distribucién multinomial de la definicién 5.8, de-

muestre que la covarianza de X, y X; es —n6,0; para i = 1, 2,...,k, =
1,2,....kei #|J

APLICACIONES

583

5.84

5.85

Las probabilidades son 0.40, 0.50 y 0.10 d¢ que, en el trdnsito de la ciudad, cier-
ta clase de auto compacto promediard menos de 22 millas por galén, de 22 a 26
millas por galén o més de 26 millas por galén. Encuentre la probabilidad de que
de 10 autos probados de éstos tres promediardn menos de 22 millas por galén,
seis promediaran de 22 a 26 millas por galén y uno promediar4 26 millas por ga-
16n.

Suponga que las probabilidades son 0.60, 0.20, 0.10 y 0.10 de que una declara-
ci6n de impuestos estatales a la renta se llenard correctamente, que sélo con-
tendra errores en favor del causante, que sélo contendri errores en favor del
estado o0 que contendrd ambas clases de errores. ;Cudl es la probabilidad de
que de 12 de tales declaraciones de impuesto a la renta escogidas al azar para
auditorfa, cinco estaran correctamente llenadas. cuatro sélo contendrin errores
a favor del causante, dos s6lo contendran errores a favor del estade y uno con-
tendrd ambas clases de errores?

De acuerdo a la teorfa mendeliana de la herencia, si plantas con semillas amari-
llas redondas se¢ cruzan con plantas con semillas verdes arrugadas, las probabili-
dades de obtener una planta que produzca semillas amarillas redondas, semillas
amarillas arrugadas, semillas verdes redondas o semillas verdes arrugadas son,
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respectivamente, . %, & Y - (Cuél es la probabilidad de que de nueve de esas
plantas obtenidas habri cuatro que produzcan semillas amarillas redondas, dos
que produzcan semillas amarillas arrugadas, tres que produzcan semillas verdes
redondas y ninguna que produzca semillas verdes arrugadas?

586 Si entre 18 ladrillos de vidrio defectuosos hay 10 que tienen fracturas pero no
decoloraciones, cinco que tienen decoloraciones pero no fracturas y tres que
tienen fracturas y decoloraciones, ;cudl es la probabilidad de que de seis de los
ladrillos {(escogidos al azar para pruebas adicionales) tres tendran fracturas pe-
ro no decoloraciones, uno tendré decoloraciones pero no fracturas y dos ten-
drdn fracturas y decoloraciones?

5.87 De 25 ddlares de plata acufiados en 1903 hay 15 de la casa de moneda de Fila-
delfia, siete de la casa de moneda de Nueva Orleans y tres de la casa de moneda
de San Francisco. Si se escogen al azar cinco de estos délares de plata, encuen-
tre las probabilidades de obtener
(a) cuatro de la casa de moneda de Filadelfia y uno de la casa de moneda de

Nueva Orleans;
(b) 1tres de la casa de moneda de Filadeifia y uno de cada una de las otras dos
casas de moneda.
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Densidades de probabilidad especiales

6.1
6.2
63
6.4
6.5
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6.7

INTRODUCCION

LA DISTRIBUCION UNIFORME

LAS DISTRIBUCIONES GAMMA, EXPONENCIAL Y || CUADRADA
LA DISTRIBUCION BETA

LA DISTRIBUCION NORMAL

LA APROXIMACION NORMAL A LA DISTRIBUCION BINOMIAL
LA DISTRIBUCION NORMAL BIVARIADA

6.1 INTRODUCCION

En este capitulo estudiaremos algunas de las densidades de probabilidad que figuran de
manera muy prominente en la teorfa estadistica y en las aplicaciones. Ademds de las
tratadas en el texto, se introducen otras mds en los ejercicios posteriores a la seccién
6.4, y tres de las densidades de probabilidad que son de importancia b4sica en la teorfa
de muestreo se abordardn en el capitulo 8. Como en el capftulo 5, derivaremos parame-
tros y funciones generatrices de momentos, dejando. una vez mds, algunos detalles
COMO €jErcicios.

6.2 LA DISTRIBUCION UNIFORME

Las densidades de probabilidad de los ejemplos 3.8 y 3.11 son casos especiales de la

distribucién uniforme: en la figura 3.7 s¢ muestra la gréfica de la del ejemplo 3.11. En
genceral,

DEFINICION 6.1 Una variable aleatoria ticne una distribucion uniforme y se
conoce como una variable aleatoria uniforme continua si y sélo si su densidad de
probabilidad ¢st4 dada por
1
u(x;a. By ={B — «
0 en cualquier otra parte

paraa < x < 8

203
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Los pardmetros a y 8 de esta densidad de probabilidad son constantes reales, con

a < B.y se puede visualizar en la figura 6.1. En el ejercicio 6.2 se pedir4 al lector que
verifigue que

TEOREMA 6.1 La media y la varianza de la distribucién uniforme estan dadas por

a+B s Ao
7 Y o =BT

n=

Aunqgue la distribucién uniforme tiene algunas aplicaciones directas, una de las
cuales se examinari en el ejemplo 7.8, su valor principal es que, a causa de su simpli-

ctdad, se presta rApidamente a la tarea de ilustrar diversos aspectos de la teorfa estadfs-
tica.

ulx:a, B)

+ —& X
@ B

Figura 6.1 La distribucién uniforme.

6.3 LAS DISTRIBUCIONES GAMMA,
EXPONENCIAL Y )l CUADRADA

Algunos de los ejemplos y ejercicios de los capitulos 3 y 4 atafien a variables aleatorias
que tienen densidades de probabilidad de la forma

kx*~'e™®  parax >0

0 en cualquier otra parte

I(X)={
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donde a > 0, B8 > 0y k debe ser tal que el 4rea total bajo la curva sea igual a 1. Para

. o X
evaluar k, primero hacemos la substitucién y = g lo cual nos da

/ kxr7lem B gy = kB"[ y* el dy
o 1)
La integral asi obtenida depende sélo de a y define la bicn conocida funcién gamma
I'(a) = / y* le Ydy paraa > ()
0

que se trata cn detalle en muchos de los textos de célculo avanzado. Al integrar por
partes, lo que se deja al lector en ¢l ejercicio 6.7, encontramos que la funcién gamma
satisface la férmula recursiva

T'e) = (a — 1):Fa — 1)

para o > 1, y puesto que

R

ra) = / e dy = 1
QO

se sigue por la aplicacién repetida de la férmula recursiva que I'(a) = (a — 1)! donde
@ es un entero positivo. También, un valor especial importante es T'(3) = Var, como
se le pedird al lector que verifique ¢n el ¢jercicio 6.9.

Regresamos ahora al problema de evaluar k. igualamos la integral obtenida a 1,
y obtenemos

e N

[ kx*"le™ P dy = kB T{a) = |
4]

y por tanto
_ 1
B I'{a)

Esto nos lleva a la siguiente definicién de la distribucién gamma.

k

DEFINICION 6.2 Una variable aleatoria X liene una distribucion gamma y se co-
noce como una variable aleatoria gamma si y s6lo si su densidad de probabilidad
estd dada por

1

glxia,8) = { B'T(a)

0 cn cualquier otra parte

e  parax >0

dondea >0y 8 > 0.
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Cuando a no es un entero positivo, el valor de I'(a) deber4 buscarse en una tabla
especial. Para dar al lector una idea sobre la forma de las gréficas de las densidades
gamma, en la figura 6.2 se muestran algunas para varios valores especiales de a y 8.

f(x)
1

'
1 r
= Lt
2|

: _11,3_1
1 TP T s
Tk .

1 ~.

' ‘h‘

¥ " - -

= A il I A X

0 1 2 3 3 5 6

Figura 6.2 Créficas de distribuciones gamma.

Algunos casos especiales de la distribucién gamma juegan papeles importantes en
la estadfstica, paraa = 1 y # = @, obtenemos

DEFINICION 6.3 Una variable aleatoria X tiene una distribucién exponencial y se
conoce como una variable aleatona exponencial si y sélo si su densidad de pro-
babilidad est4 dada por

1 —x/8
- >0
g{x;a) — Be parax

0 en cualquier otra parte

donde 8 > 0.

La densidad se visualiza en la figura 6.3

Para demostrar cémo puede surgir en la prictica una distribucién exponencial,
vayamos a Ja siluacién descrita en el ejercicio 5.48, donde nos interesa la probabilidad
de obtener x éxitos durante un intervalo de tiempo de longitud ¢ cuando (i) la proba-
bilidad de un éxito durante un intervalo de tiempo muy pequefiode tat + Aresa- At
(i1) la probabilidad de més de un éxito durante un intervalo de tiempo tal es insignifi-
cante, y (iii) la probabilidad de un éxito durante un intervalo de tiempo tal no depende
de lo que haya pasado antes del tiempo . En ese ejercicio, demostramos que €l nume-
ro de éxitos es un valor de la variable aleatoria discreta X que tiene la distribucién de
Poisson con A = at. Ahora determinemos la densidad de probabilidad de la vanable
aleatoria continua Y, ¢l tiempo de espera hasta el primer éxito. Claramente:
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g(x;8)

| —

0
Figura 6.3 Distribucién exponencial.

Fy)=P(Y=y)=1-P(Y >y)
= 1 — P{0 éxitos en el intervalo de tiempo de longitud y)
=1 - p(0ay)

e (ay)°

T

=1—¢™ paray>0

y F(y} = 0 para y = 0. Una vez que hemos encontrado asf la funcién de distribucién
de Y, encontramos que la diferenciacién con respecto a y nos da

ae ™ aray > 0
f5) = parRy ”
0 en cualquier oira parte

N . 1
que es la distribucién exponencial con 8 = —.

La distribucién exponencial se aplica no sélo a la ocurrencia del primer éxito en
un proceso de Poisson, que es como llamamos a una situacién como la descrita en el
ejercicio 5.48, pero en virtud de la condicién (iii) (véase el ejercicio 6.16), se aplica tam-
bién a los tiempos de espera entre éxitos.

EJEMPLO 6.1

En una cierta localidad en la carretera I-10, el nimero de autos que exceden el limite
de velocidad en miés de 10 millas por hora en media hora es una variable aleatoria que
tiene una distribucién de Poisson con A = 8.4. ;Cuél es la probabilidad de un tiempo
de espera menor de 5 minutos entre autos que exceden el limite de velocidad en mas de
10 millas por hora?
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Solucién
Al usar media hora como la unidad de tiempo, tenemos a = A = 8.4. Por consi-
guiente, el tiempo de espera es una variable aleatoria que tiene una distribucién
exponencial con @ = g5 y, puesto que 5 minutos es } de la unidad de tiempo, en-
contramos que la probabilidad deseada es

L]

)
/ Bde M dx = —e M| = —eM 4
0 )

que es aproximadamente (.75 A

Otro caso especial de la distribucién gamma surge cuando a = ;— y B8 = 2,donde
v es la mindscula de la letra griega ru.

DEFINICION 6.4 Una variable aleatoria X tiene una distribucién ji cuadrada y se
conoce como una variable aleatonia ji cuadrada si y sélo si su densidad de proba-

bilidad est4 dada por

I o

fixy =L 2r@wi2)" ¢
0

parax > 0

en cualquier otra parte

El pardmetro v se conoce como el nimero de grados de libertad, o simplemente gra-
dos de libertad. La distribucién ji cuadrada juega un papel muy importante en la teo-
ria del muestreo, y s¢ examina con cierto detalle en el capitulo 8.

Para derivar las formulas para la media y la varianza de la distribucién gamma v,
por tanto, de las distribuciones exponencial y ji cuadrada, demostremos primero el si-
guiente teorema.

TEOREMA 6.2 El résimo momento alrededor del origen de la distribucién gam-
ma estd dado por

Bl{a+r)

L
- —

™ ra)

Demostracion. Por la definicion 4.2,

x 1 ﬂ' . L
v =] x- ol By = f atr=1e7y dy
# A FT(a) Fa) Jo ° :
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donde hacemos y = % Puesto quc la integral de la derecha es I'(r + a) de

acuerdo a la definicion de la funcion gamma en la pdgina 205, esto completa la
demostracion. v

Con ¢! uso de este teorema, derivemos ahora los siguientes resultados sobre la
distribucién gamma.

TEOREMA 6.3 La media y la varianza de la distribucién gamma estan dadas por

p=af y o =aff

Demostracion. Por el teorema 6.2conr =1y r = 2, obtenemos

B+ _
y
, _BT(a+2) _ .
W=y T ol U

asique p = aB y o’ = ala + 1) — (af) = aff. v

Al sustituir en estas férmulas @ = 1 y 8 = 6 para la distribuctén exponencial y

4

a=3y B = 2 para la distribucidn ji cuadrada, obtenemos

COROLARIO 1 La media y la varianza de la distribucion exponencial estan dadas
por

p==0y ol =&
COROLARIO 2 La media y la varianza de la distribucién ji cuadrada estdn dadas
por
p=v y ot =2

Para referencia futura. también demos aqui la funcién generatriz de momentos de
la distribucién gamma

TEOREMA 64 [La funcién generatriz de momentos de la distribucién gamma es-
t4 dada por

My{t) = (1 — B1)™
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Se pedird al lector que demuestre este resultado y lo use para encontrar algunos de los
momentos mds bajos en los ejercicios 6,12 y 6.13.

6.4 LA DISTRIBUCION BETA

La densidad uniforme f{x) = 1 para0 < x < 1y f{x) = 0 en cualquier otra parte es un
caso especial de la distribucién beta, la cual se define de la siguiente manera

DEFINICION 6.5 Una variable alcatoria X tiene una distribucién beta y se cono-
ce como una variable aleatoria beta st y sélo si su densidad de probabilidad estd
dada por

I'(a + B)
flix) = § [{a)-T(B)

0 en cualquier otra parte

1 — x)?! para0 < x < 1

dondea >0y g > 0.

En aflos recientes, la distribucién beta ha encontrado aplicaciones importantes en la infe-
rencia bayesiana, donde los pardmetros se constderan como variables aleatorias, y hay ne-
cesidad de una densidad de probabilidad bastante “flexible™ para el pardmetro 0 de la
distribucién binomial, el cual s6lo toma valores distintos a cero en el intervalo desde 0 has-
ta 1. Con “flexible” queremos decir que la densidad de probabilidad puede tomar una gran
variedad de formas diferentes, como se pedird al lector que verifique para la distribucién
beta en el ejercicio 6.27. Este uso de 1a distribucion beta se examina en el capitulo 10.

No demostraremos aquf que el drea total bajo la curva de la distribucion beta, co-
mo la de cualquier densidad de probabilidad, es igual a 1, pero en la demostracién del
tcorema que sigue, nos valdremos del hecho que

"T@+B) iy et g
,L_—F(a)-l‘(ﬁ)xn (1 —xy"'dx =1

y por tanto que

‘ [{a)-T
A 71~ x)f N dx = —-—Ifz': )

Esta integral define la funcién beta, cuyos valores se denotan B(a, 8); en otras pala-

_a)-T'(B8)
bras, B{a.8) = _—I‘(a T B)
encontrar un andlisis detallado de la funcién beta.

. En cualquier libro de texto de cdlculo avanzado se puede
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TEOREMA 6.5 La media y la varianza de la distribucion beta estan dadas por

_ o« _ af
#= Y”L'm+ﬂﬂa+g+n

Demostracién. Por definicién,
_Te+p [
# T(a)-T(B) Ju

_Fa+B) Fa+1)IB
Ma)-T(B) Tla+B+1)

x-x*"H1 — x)f "t dx

a
a+ B

donde reconocimos la integral como B{a + 1, 8} y usamos el hecho que
Mae+ 1)=a-T{a)yl'la+ 8+ 1)=(a + 8)-T{a + B). Pasos similares, los
que se dejardn al lector cn el ejercicio 6.28, dan

D= (a + Da
= e+ 8+ )a+B)

y se sigue que

_ (e + 1)a _ a )2
o (e + 8+ 1o+ 8) (a—i—ﬂ
af

= v

(a + BYla+ 8+ 1)

EJERCICIOS

6.1 Demuestre que si una variable aleatoria tiene una densidad uniforme con los pa-
rdmetros a y 8, la probabilidad que asumird un valor menor que a + p(8 — a)
es igual a p.

6.2 Demuestre el teorema 6.1

6.3 Si una variable aleatoria X tiene una densidad uniforme con los pardmetros o
y 8. encuentre su funcién de distribucién.

6.4 Muestre que si una variable aleatoria tiene una densidad uniforme con los pa-
rimetros a y B, el résimo momento alrededor de la media es igual a
(a) 0 cuando r ¢s impar;
(b) 7*_1:*1-—(5—;—0) cuando r es par.

6.5 Use los resultados del ejercicio 6.4 para encontrar a; y a, para la densidad uni-
forme con los pardmetros a y 8.
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6.6

6.7

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13
6.14

6.15

6.16

Densidades de probabilidad especiales

Sc¢ dice que una variable aleatoria tiene la distribucién de Cauchy si su densi-
dad estd dada por
B
flx) = 7 ara —o0 < x < 00
G-aw?+pg P

Demuestre que para esta distribucién no existen ) y u.
Use la integracién por partes para mostrar que I'(a) =(a — 1)+ I'(a — 1) pa-
raa > 1.

Efectie un cambio apropiado de variable para mostrar que la integral que de-
fine la funcién gamma se puede escribir como

x _k,2
I'(a) = 2‘_"-/ 27l 4 dz paraa > 0
[+]
Al usar la forma de la funcién gamma del ejercicio 6.8, podemos escribir

rh) = Vi | I L

y por tanlto

[I‘(&)]2 = 2{‘£‘”C e-iﬂdx}{lxe_%y:dy} = 2-/:3 ./Uxe_i{‘uﬂdxdy

Cambie a coordenadas polares para evaluar esta integral doble, y asi demostrar

que I'(}) = V7.

Encuentre las probabilidades de que el valor de una variable aleatonia excede-
r4 a 4 si tiene una distribucién gama con

(@) a=2yB=3

(b) a=3yB=4

Muestre que una distribucién gamma con a > 1 tiene un méximo relativo en
x=Ba—1);Quépasacuando 0 < a < lya =1?

Demuestre el teorema 6.4, haga la sustitucién y = x(l - r) en la integral que
define My (1). B

Expanda la funcién generatriz de momentos de la distribucién gamma como
una serie binomial, y lea los valores de ), pa, i3 y .

Use los resultados del ejercicio 6.13 para encontrar a; y a, para la distribucién
gamma.

Muestre que si una variable aleatoria tiene una densidad exponencial con el pa-
rametro 8, la probabilidad de que asumird un valor menor que —8-In{1 — p)
esigualapparal0 S p < 1.

Si X tiene una distribucién exponencial, demuestre que

PXZi+TlX2T)=PX20
Esta propiedad de¢ una variable aleatoria exponencial es paralela a la de una
variable alcatoria geométrica dada en el ¢jercicio 5.40.
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6.17 Si X es una varable aleatoria que tiene una distribucion exponencial con ¢l pa-
rdmetro 6, usc los teoremas 4.10 y 6.4 para encontrar la funcion gencratriz de
momentos de la variable aleatoria V = X — 6.

6.18 Con respecto al ejercicio 6.17, use ¢l hecho que los momentos de VY alrededor
del origen son los momentos correspondientes de X alrededor de la media, en-
cuentre a; v a, para la distribucién exponencial con el pardmetro 6.

6.19 Muecstre que si » > 2, la distribucién ji cuadrada tiene un maximo relativo en

=y — 2, (Quésucede cuandovr =200 < v < 27

6.20 Una variable aleatoria X tiene la distribucion de Rayleigh si y solo si su densi-
dad de probabilidad estd dada por

2axe™ arax > ()
fix) = P .
0 en cualquicr otra parte
donde a > 0. Demuestre que para esta distribucién
y g =1 7
(a) F‘ - 2 a’
b ot==(1-Z
( ) - o 4 '

6.21 Una variable aleatoria X tiene una distribucién de Pareto si y sélo si su densi-
dad de probabilidad estd dada por

a
flx) = T parax > |
0 en cualquier otra parte
donde a > 0. Demuestre que u, existe sélo sir < a.

6.22 Con respecto al gjercicio 6.21. demuestre que para la distribucién de Pareto

a .
w= siempre que a > 1.
a —

6.23 Una variable alcatoria X tienc la distribucion de Weibull si y sé6lo si su densi-
dad de probabilidad est4 dada por
fix) = kxfle”  parax >0
0 ¢n cualquier otra parte
donde aa > 0y 8 > 0.
(a) Exprese k en términos de a y 8.

(b) Demuestre que p = a‘”"l’(] + é)

Observe que las distribuciones de Weibuil con 8 = 1 son distribuciones expo-
nenciales.

6.24 Si la variable aleatoria 7 es el tiempo para descompostura o defecto de un pro-
ducto comercial y los valores de su densidad de probabilidad y su funcién de
distribucidn en el tiempo t son f(t) v F(t). entonces su tasa de defecto en el
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6.25

6.26

6.27

X
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fl)
1 — F(1)
de defecto en el tiempo ¢ es la densidad de probabilidad de defecto en el tiem-
po ( dado que no ocurre un defecto antes del tiempo 1.

(a) Muestre que si T tiene una distribucidn exponencial, la tasa de defecto es
constante.

(b) Muestre que si T tiene una distribucién de Weibull (véase el ejercicio
6.23), ia tasa de defecto est4 dada por aff® "

Verifique que la integral de la densidad beta desde —o< hasta o es igual a 1 para
(a) a=2yB=4
(b) a=3yB=3.

tiempo ¢ (véase también el ejercicio 5.41) est4 dada por . Asi, la tasa

Muestre que sia > 1 y 8 > 1, la densidad beta tiene un méaximo relativo en
a—1

Tatpg-2

Bosqueje las gréficas de las densidades beta que tienen

(a) a=2yB8=2;

®) a=3}yp=1

(© a=2yp=k

d) a=2yB8=5.

[Sugerencia: para evaluar I'(3) y I'(3), utilice la férmula recursiva I'(a) =

(@ = 1) T'(a — 1} y el resultado del ejercicio 6.9.]

Verifique la expresidn dada para y; en la demostracién del teorema 6.5.

Demuestre que los pardmetros de la distribucién beta se pueden expresar co-
mo sigue en términos de la media y la varianza de esta distribucidn:

@ «=p[tT8 )

a(l — p)
b B=(1- #)[__;z__ - 1]-
Karl Pearson, uno de los fundadores de la estadistica moderna, demostré que
la ecuacién diferencial

1 difix)] _ d—x

—

flx) dx  a+bx+cxt
nos da (para valores apropiados de las constantes 4, b, ¢ y d)} l]a mayor parte de las
distribuciones importantes de la estadistica. Verifique que la ecuacién diferencial da
(a) la distribuci6n gamma cuandoa=c =0,b6 >0y d > —b,
(b) la distnbucién exponencial cuandoa=c =d =0y b > (;
d=—1 d

<1yZ> -
b 1yy l

(c) la distribucién beta cuandoa = 0, b = —c,
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APLICACIONES

631

6.32

6.33

6.38

Se escoge un punto D en la linca AB, cuyo punto medio es C y cuya longitud
cs a. Si X, la distancia de D a A, ¢s una variable aleatoria que tiene la densidad
uniforme con a = 0 y 8 = a, ;jcudl ¢s la probabilidad de que AD, BD y AC
forrnardn un tridngulo?

En ciertos experimentos. ¢l error cometido cuando se determina la densidad de
una sustancia es una variable aleatoria gue tiene la densidad uniforme con
a= —0015y 8 = 0.015. Encucntre las probabilidades de que un error tal

(a) estard entre —0.002 y 0.003;
(b) exceders 0.005 en valor absoluto.

Si una compainia emplea n vendedores, sus ventas brutas en miles de ddlares se pue-
de considerar como una variable aleatoria que tiene una distribucién gamma con
a = 80Vnyg =2 Siel costo de ventas es $8,000 d6lares por vendedor. ;cudn-
tos vendedores debe emplear la compaiifa para maximizar la utilidad esperada?
En cierta ciudad. el consumo diario de energia ¢léctrica en millones de kilova-
tios-hora se puede tratar como una variable alcatoria que tiene la distribucion
gamma con a = 3y § = 2. §i la planta generadora de esta ciudad tiene una ca-
pacidad diaria de 12 millones de kilovatios-hora. ;cudl es la probabilidad de que
esta oferta de energia sea inadecuada cualquier dfa dado?

El millaje (en miles de millas) que los duefios de automéviles obtienen con una
cierta marca de neumdtico radial ¢s una vanable aleatoria que tiene una distri-
bucién exponcncial con & = 40). Encucntre las probabilidades de que uno de
estos neumaticos durard

(a) al menos 20,000 millas;
(b) cuando mucho 30,000 millas.

La cantidad de tiempo que un reloj funcionara sin tener que volverlo a poner
a tiempo es una variable aleatoria que tiene la distribucién exponencial con
6 = 120 dfas. Encuentre las probabilidades de que un reloj tal

(a) tendra que ponersc a tiempo en menos de 24 dias:
(b} no tendrd que ponerse a tiempo en al menos 180 dias.

El nimero de aviones que llegan por dia a un pequeiio acropuerte privado es
una variable aleatoria que tiene una distribucidn de Poisson con A = 28.8. ;Cuadl
es la probabilidad de que el tiempo entre dos llegadas tales sea al menos 1 hora?
El nimero total de cheques sin fondos que un banco recibe durante un dia de
negocios de 5 horas es una variable alcatoria de Poisson con A = 2, ;Cudl es la
probabilidad de que no recibird un cheque sin fondos en un dia cualquiera du-
rante las primeras 2 horas de actividad?

Una cierta clase de aparato doméstico requiere una reparacion en promedio
una vez cada 2 anos. Suponiendo que los tiempos entre reparaciones estdn dis-
tribuidos exponencialmente, ;cudl es la probabilidad de que un aparato domés-
tico tal trabajard al menos 3 afos sin requerir reparaciones?

Si la proporcién anual de declaraciones erréneas de impuestos al ingreso some-
tidas al IRS (Internal Revenue Service; servicio interno de recaudacién) se pue-
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de considerar una variable aleatoria que tiene la distribucién beta con
a =2y f =9, cudl es la probabilidad de que en un ado dado cualquiera ha-
brd menos del 10 por ciento de declaraciones erréneas?

6.41 5i la proporcion anual de nuevos restaurantes que fracasan en una ciudad da-
da se puede considerar como una variable aleatoria que tiene una distribuci6n
betacon o = 1y 8 = 4, encuentre
(a) la media de esta distribucién, esto es, la proporcién anual de nuevos res-

taurantes que se puede esperar que fracasen en la ciudad dada;

(b) la probabilidad de que al menos 25 por ciento de todos los nuevos restau-

rantes fracasen en la ciudad dada en un afio cualquiera.
6.42 Suponga que la vida de servicio de un semiconductor es una variable aleatoria

que tiene la distribucién de Weibull {(véase €l ejercicio 6.23) con a = 0.025 y

B = 0.500.

{a) (Cudnto se puede esperar que dure un semiconductor como ése?

{b) ;Cudl es la probabilidad de que un semiconductor como ése estard toda-
via en condiciones operativas después de 4,000 horas?

6.5 LA DISTRIBUCION NORMAL

La distribucién normal, que estudiaremos en esta seccién, es de muchas maneras, la pie-
dra angular de la teoria estadistica moderna. Sc¢ investigé por primera vez en el siglo XIX
cuando los cientfficos observaron un grado asombroso de regularidad en los errores de
medicién. Encontraron que los patrones (distnbuciones) que observaban sc podian apro-
Ximar cercanamente por curvas continuas. a los que se referfan como “curvas normales
de errores™ y las atribuian a las leyes del azar. Abraham de Moivre (1667-1745), Pierre
Laplace (1749-1827) y Karl Gauss (1777-1855) estudiaron por primera vez las propieda-
des matemadticas de cstas curvas normales.

DEFRINICION 6,6 Una variable aleatoria X tiene una distribucién normal y se co-
noce como una variable aleatoria normal si y sélo si su densidad de probabilidad

estd dada por
n{x;p. o) = —i— e"%(x_".JE para —0 < x < 00
o V2
donde o > 0.

La gréfica de una distribucién normal, con la forma de la seccién transversal de una
campana, s¢ muestra en la figura 6.4.

La notacién que aquf se usa es similar a la que se utiliza en relacién con algunas
de las distribuciones de probabilidad del capitulo 5. muestra explicitamente que los dos
pardmetros de la distribucién normal son u y o. Sin embargo, queda por mostrar que
el pardmetro p es. de hecho, E(X)} y que ¢l pardmetro o es, de hecho, la raiz cuadrada
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Flgure 6.4 CGrifica de la distribucién normal.

de var(X), donde X es una variable aleatoria que tiene la distribucién normal con es-
10s dos pardmetros.

No obstante. primero demostremos que la férmula de la definicién 6.6 puede servir
como una densidad de probabilidad. Puesto que los valores de sn{x: i, o) son evidente-
mente positivos mientras o > 1), debemos probar que el drea total bajo la curva esigual a 1.

x —p¢

Al integrar de —0¢ a © y hacer la sustitucién z = , obtenemos

=yl
7)

/”‘ 1 8_5( P /"“e_;;z _ 2 f"e-;f
—mﬂ';Zﬂ' ‘ \_/217 —0 dz ;217 0 dz

rG) _ vs

Entonces. puesto que la integral de la derecha es igual a —= = ——= d¢ acuerdo al
P q 2 E \/—

V2
o . : : 2 Vn
ejercicio 6.9, se sigue que ¢l drea total bajo la curva es igual a ' = 1.
. ] G 27 ; 2
A continuacién probaremos que

TEOREMA 6.6 La funcién generatriz de momentos de la distnbucién normal es-
ta dada por

1 b 38
My(r) = 717

Demostracién. Por definicién,
1 Lx—uy?
) a

Mx(f)=/_me“-d\/§e-i s ) dx
* b [-zaet +{x-uf)
_ 1 ‘/ . au1[~2aet+{ wFl
()';217 —a

y si completamos ¢l cuadrado, esto es, usamos la identidad
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=20’ + (x — u)’ = [x = (u+ rol)]z - ua? — ot
obtenemos
1—(_u+ﬁr2]]2

d.r}

Puesto que la cantidad dentro de las llaves es la integral de —%0 a o0 de una den-
sidad normal con los pardmetros & + fo? y &, y por tanto es igual a 1, se sigue que
o
Mx(t) = “-’ﬂ*i
Ahora estamos listos para verificar que los pardmetros u y o en la definicién 6.6

son, ciertamente, la media y la desviacién estdndar de la distribucién normal. Si dife-
renciamos dos veces My(t) con respecto a f, oblenemos

Mi(1) = (u + o?1)- My (D)

My(1) = [( + oX) + 0?]- My (1)

de manera que My(0) =u vy M3(0) = u? + o Asf, E(X)=p y var(X) =
(u? +0%) =l =2’

Puesto que la distribucién normal juega un papel bisico en estadistica y su den-
sidad no se puede integrar directamente, s¢ han tabulado sus dreas para el caso espe-
cialdonde u = 0yo = 1.

DEFINICION 6.7 La distribucién normal con o = 0 y ¢ = 1 se conoce como la
distribuciéon normal estandar.

Los asientos en la tabla 111, representados por el drea sombreada de la figura 6.5, son
los valores

[vlz—ﬂe‘*’ dx

U Z

Figura 6.5 Areas tabuladas bajo !a distribucién normal estandar.
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esto es, las probabilidades de que una variable aleatoria que tenga la distribucién nor-
mal estdndar asumiri un valor en el intervalo de 0 a 2, para z = 0.00, 0.01, 0.02,..., 3.08 ¥
3.09 y también z = 4.0. z = 5.0y z = 6.0. En virtud de la simetrfa de la distribucién
normal alrededor de su media, es innecesario ampliar la tabla III a los valores negati-
vos de 2.

EJEMPLO 6.2

Encuentre las probabilidades de que una variable aleatoria que tiene la distribucién
normal estdndar asumira un valor

(a) menor que 1.72;

(b) menor que —0.88;

(c} entre 1.30y 1.75;

(d} entre —0.25y 0.45.
Solucién

(a) Buscamos el asiento correspondiente a z = 1.72 en la tabla III, sumamos

0.500 (véase la figura 6.6) y obtenemos 0.4573 + 0.5000 = 0.9573.

(b) Buscamos el asiento correspondiente a z = 0.88 en la tabla III, restamos
0.5000 (véase la figura 6.6) y obtenemos 0.5000 — 0.3106 = 0.18%.

(c) Buscamos los asientos correspondientes a z = 1.75 y z = 1.30 en la tabla
I11, restamos el segundo del primero (véase la figura 6.6) y obtenemos
0.4599 — 0.4032 = 0.0567.

(d) Buscamos los asientos correspondientes a 2 = 0.25 y z = 0.45 en la tabla
{11, los sumamos (véase la figura 6.6) y obtenemos 0.0987 + 0.1736 =

02723. a
0.5000
I
0.4032
0.0567
0 130175 z

Figura 6.6 Diagramas para el ejemplo 6.2.
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Ocasionalmente, se nos pide encontrar un valor de z que corresponda a una pro-
babilidad especificada que cae entre los valores listados en la tabla 111. En ese caso, por
conveniencia, siempre escogemos el valor de z que corresponda al valor tabular que es
mds cercano a la probabilidad especificada. Sin embargo, si la probabilidad dada cae a
mitad de camino entre los valores tabulares, escogeremos para z el valor que cae a mi-
tad de camino entre los valores correspondientes de z.

EJEMPLO 6.3

Con respecto a la tabla 111, encucntre los valores de z que corresponden a los datos de

(a) 03512;
(b) 0.2533.

Solucibn

(a) Puesto que 0.3512 cae entre 0.3508 y 0.3531, que corresponden a z = 1.04
v Z = 1.05, y puesto que 0.3512 es mds cercano a 0.3508 que 0.3531. esco-
gemos z = 1.04.

(b} Puesto que 0.2533 cae a mitad de camino entre 0.2517 y 0.2549. que corres-
ponden a z = 0.A8 y z = 0.69, escogemos z = 0.685. A

Para determinar las probabilidades relacionadas con variables aleatorias que tie-
nen distribuciones normales distintas a la distribucién normal estdndar, usamos el si-
guiente teorema

TEOREMA 6.7 Si X tiene una distribucién normal con media x y la desviacion es-
tdndar o, entonces
A —p

a

Z =

tiene la distribucidén normal estandar.

Demostracién. Puesto que la relacién entre los valores de X'y Z es lineal,

. X - Xy =
Z debe asumir un valor entre 2, = : p= L yIr = 2

® cuando X asume un va-

lor entre x, ¥ x;. Por tanto podemos escribir

£ u

n 2
P(x1<X<.r2)=-\7—l—— e%(" dx

2no
- \/l ,/:2 f‘%:zd-
27 2 -
=[‘n(z;0,l)dz
4}

=Pl < Z < 2z,)
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donde se ve que Z es una variable aleatoria que tiene la distribucién normal es-
tandar. v

Asi, para usar la tabla 11l en relacidn con cualquier variable aleatoria que tiene

— . . . X T u
una distribucién normal. simplemente efectuamos el cambio de escala z = — —.

EJEMPLO 6.4

Supongamos que la cantidad de radiacion césmica a la que una persona estd expuesta
cuando vuela en jet por Estados Unidos es una variable aleatoria que tiene una distri-
bucién normal con una media de 4.35 mrem y una desviacién estdndar de 0.59 mrem.
(Cudl es la probabilidad de que una persona estard expuesta a mds de 5.20 mrem de
radiacién césmica en un vuclo como ése?

Solucion

5.20 — 4.35
0.59
tamos de 0.5000 (véase la figura 6.7} y obtenemos (0.5000 — 0.4251 = 0.0749, A

Buscamos e] dato correspondiente a 2 = = 1.44 en la 1abla 111 y lo res-

Figure 6.7 Diagrama para el ejemplo 6.4.

Con la ayuda de programas de computadora escritos especialmente para aplica-
ciones estadisticas es posible encontrar dircctamente las probabilidades relacionadas
con variables aleatorias que tiencn una distribucion normal y otras distribuciones con-
tinuas mds. El siguiente ejemplo ilustra dichos calculos mediante el uso del software es-
tadistico MINITAB.

EJEMPLO 6.5
Use un programa de computadora para encontrar la probabilidad de que una variable
aleatoria que tiene

(a) la distribucién ji cuadrada con 25 grados de libertad asumird un valor ma-
yor que 30;
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(b) la distribucién normal con la media 18.7 y la desviacién estdndar 9.1 asumi-
rd un valor entre 10.6 y 24.8.

Solucién

Mediante el uso del software MINITAB, seleccionamos la opcién “distribucién
cumulativa™ para obtener lo siguiente:

(a) MTB>CDF C1;
SUBC>Chisquare 25
3p.oedd P.7757

Asf, la probabilidad requerida es 1.0000 — 0.7757 = 0.2243.

(b) MIB>CDF C2; y MTB>CDF C3;
SUBC>Normal 18.7 9.1. SUBC>Normal 18.7 9.1.
19.6p00 P.1867 24.809 P.7487

Asf, 1a probabilidad requerida es 0.7487 = 0.1867 = 0.5620. A

6.6 LA APROXIMACION NORMAL A
LA DISTRIBUCION BINOMIAL

Algunas veces se introduce la distribucién normal como una distribucién continua que
proporciona una aproximacién cercana a la distribucién binomial cuando #, el nimero
de ensayos, es muy grande y 6, la probabilidad de un éxito en un ensayo individual, es
cercano a }. La figura 6.8 muestra los histogramas de las distribuciones binomiales con

n =10 n=25

Figure 6.8 Distribuciones binomiales con 8 =1}.
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6 =3yn=21>5 10y 25, y se puede ver que con n creciente estas distribuciones se

aproximan al patrén simétrico en forma de campana de la distribucién normal.
A fin de ofrecer un fundamento teérico para este argumento, probemos primero

el siguiente teorema.

TEOREMA 6.8 Si X es una variable aleatoria que tiene una distribuctén binomial
con los pardmetros n y 8, entonces la funcién generatriz de momentos de

X — n@
Vas(l — 8)

se aproxima a la distribucién normal estdndar cuando n — 0,

Demostracion. Al valernos de los teoremas 4.10 y 5.4, podemos escribir

Mat) = My_y(1) = o1 + o(e — 1)

donde 4 = n8 y o0 = Vnb(1 — 8). Entonces, si tomamos logaritmos y sustitui-
mos en la serie de Maclaurin de €/, obtenemos

In Mx_u(r) = —& + n-1n[1 + 0(er = 1)]

R OO

y. si usamos la serie infinita In(1 + x) =x — 1x* + 1x’ — -, la cual converge
para |x| < 1, para expandir cste logaritmo, se sigue que

t t 1N 1Y
In Mx_;-_g(!) = —% +nﬂ[;+5(;) + g(;) +]
ne* [ ¢ A
‘“[‘ (5) *a(

7 | o

b | —

Al reunir las potencias de ¢, obtenemos
pooné né ) 3
My (ty=|—-_+_Jt+ | 35—z ]

‘*;’_"( ) ( o 0) (20‘ 247

nd n8®  ng
+(63_2 3+33)r3+---
60— 3¢ + 26

_ 1 {ng — né n .
"?( 2 )‘1+?( 6 )'+
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puesto que u = nd. Entonces, al sustituir o = \/ne(l — 8), encontramos que

%(9_382+29])r3+~--

6

o

In Mx_,(1) = %R +

donde para r > 2 el coeficiente de ' ¢s una constante multiplicada por 5 la cual

se aproxima a 0 cuando n — 0c. Se sigue que

Im In Mx-,(1) = %F

y puesto que el limite de un logantmo es igual al logaritmo del limite (siempre
que los dos i{mites existan), concluimos que

1p
Mm My, (1) = ¢

la cual es la funcién generatriz de momentos del teoremab.6cony = 0yo=1 ¥

Esto completa la demostracién del teorema 6.8, pero ,ya demostramos que cuan-
do n — oo la distribucién de Z, la variable aleatoria binomial estandarizada. se aproxi-
ma a la distribucién normal estindar? No exactamente. Para este fin, debemos
referirnos a dos teoremas que enunciaremos sin demostrarlos:

1. Hay una correspondencia univoca entre las funciones generatrices de momentos
y las distribuciones {densidades) de probabilidad cuando existen las primeras

2. Sila funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria se aproxima a
la de otra variable aleatoria, entonces la distribucién (densidad} de la prime-
ra variable aleatoria se aproxima a la de la segunda variable aleatoria bajo las
mismas condiciones limite.

Hablando estrictamente, nuestros resultados son vilidos cuando n — oo, pero a
menudo s¢ usa la distribucidn normal para aproximar probabilidades binomiales aun
cuando n es relativamente pequefia. Una buena regla empirica es usar esta aproxima-
cién sélo cuando n8 y n(1 — 6) son ambos mayores que 5.

EJEMPLO 6.6

Use la aproximacién normal a la distribucién binomial para determinar la probabilidad de
sacar seis caras y 10 cruces en 16 lanzamientos de una moneda balanceada o equilibrada.

Solucién

Para encontrar esta aproximacion debemos usar la correccién de continuidad. de
acuerdo a la cual cada entero no negativo k se representa con el intervalo
de k — 4a k + 4. Con respecto a la figura 6.9, debemos determinar asf el drea ba-

jo la curva entre 5.5y 6.5,y puestoque B =16-1 = 8y o = V16-1:1 = 2, de-
bemos encontrar el drea entre:
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55—18 65 —8
= =—125 y z= = —0.75
z 5 S v 2 7

Los datos en la tabla IIl que correspondena z = 125y 2z = 075s0n 03044 y

0.2734, y encontramos que la aproximacién normal a la probabilidad de “seis ca-

ras y 10 cruces” es 0.3944 — 0.2734 = 0.1210. Puesto que ¢l valor correspondien-

te en la tabla I es 0.1222, encontramos que el error de la aproximacién es —0.0012
0.0012

0.1222

y que ¢l porcentaje de error es - 100 = 0.98% en valor absoluto. A

Niamero
55 6.5 8 de caras

z=-125 z=-075
Flgura 6.9 Diagrama para e ejemplo 6.6,

La aproximacién normal a la distribucién binomial solfa aplicarse muy extensa-
mente, particularmente al aproximar probabilidades relacionadas con grandes valores
de variables aleatorias binomiales. Hoy en dia, la mayor parte de este trabajo se hace
con computadoras, como se ilustra en el ejemplo 6.5, y hemos mencionado la relacién
entre las distribuciones normal y binomial principalmente a causa de sus aplicaciones
tedricas. Constituye la base de muchos de los procedimientos tratados en los capitulos
11,13 y 16.

EJERCICIOS

6.43 Demuestre que la distribuciéon normal tiene
(a) un miximo relativo en x = u.
(b) puntos de inflexibnenx=uy —ocyx=u + o

6.44 Muestre que la ecuacién diferencial del ejercicio 6.30 conb=c=0ya > 0
nos da una distribucién normal.

6.45 En la demostracion del teorema 6.6 diferenciamos dos veces la funcién genera-
iriz de momentos de la distribucién normal con respecto a ¢ para demostrar que
E(X) = uy var(X) = ¢’ Al diferenciar dos veces mds y usar la férmula del
ejercicio 4.33, encuentre las expresiones para g, y p,.
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6.46 Si X es una variable aleatoria que tiene una distribucién normal con la media » y la
desviacién estindar o, encuentre la funcién generatriz de momentosde Y=X — ¢,
donde ¢ es una constante, y dsela para volver a trabajar con el gjercicio 6.45.

6.47 Use los resultados del ejercicio 6.45 para demostrar que a; = 0y a, = 3 para
distribuciones normales, donde a; y a, son como se definieron en los ejercicios
434 y43s.

6.48 Si X es una variable aleatoria que tiene una distribucién normal con la media
u y la desviacién estdndar o, use la tercera parte del teorema 4.10 y el teorema
6.6 para demostrar que la funcién generatriz de momentos de,

X—u

o

Z =

es la funcién generatriz de momentos de la distribucién normal estdndar. Advier-
ta que, junto con los dos teoremas en la pagina 224, esto demuestra el teorema 6.7.

6.49 Si X ¢s una variable aleatonia que tiene la distribucién normal estindar y
Y = X?, demuestre que cov(X, Y) = 0 aun cuando X y Y no son evidentemen-
te independientes.

6.50 Use la expansién en la serie de Maclaurin de la funcién generatriz de momen-
tos de la distribucién normal estdndar para demostrar que

(a) u, = 0 cuando r es impar;
f

(b) u,=@

6.51 Si hacemos Ky{f) =In Mx__ (1), el coeficiente de i' en la serie de Maclaurin de
r!

Ky (t) se llama el résimo acumulante, y s¢ denota con x,. Al igualar coeficien-
tes de potenciales iguales, demuestre que

cuando r es par.

(@) ;= py!
(b) x3 = py:
(€) ki = pq — 3pd.
6.52 Con respecto al ejercicio 6.51, muestre que para las distribuciones normales
x; = ¢ todos los demds acumulantes son cero.

6.53 Pruebe que si X es variable aleatoria que tiene la distribucién de Poisson con el
pardmetro A y A — 0o, entonces la funcién generatriz de momentos de

z = X —A
G A
esto es, la de la variable aleatoria de Poisson estandarizada, se aproxima a la

funcién generatriz de momentos de la distribucién normal estdndar.

6.54 Demuestre que cuando a — oo y B permanece constante, la funcién generatriz
de momentos de una variable aleatoria gamma estandarizada se aproxima a la
funcién generatriz de momentos de la distnibucién normal estandar.
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APLICACIONES

6.55 Si Z es una variable aleatoria que tiene la distribucién normal estdndar, encuen-
tre las probabilidades que asumird un valor
(a) mayor que 1.14;
(b) mayor que —0.36;
(c) entre —0.46y —0.09;
(d) entre —0.58y 1.12.
6.56 Si Z cs una variable aleatoria que tiene la distribucién normal estdndar, encuentre
(a) P(Z < 1.33);
(b) P(Z = —0.79);
() P(05S5 < Z < 1.22);
(d) P(—1.90 = Z = 044).

657 Encuentre z si el 4rea de la curva normal estdndar
(a) entre Oy z es 0.4726;
(b) alaizquierda de z es 0.9868;
(c) ala derecha de z es 0.1314;
(d) entre —z y z es 0.8502.

6.58 Si Z es una vaniable aleatoria que tiene !a distribucién normal estdndar, encuen-
tre los valores respectivos de 2|, 2;, Zy y z, lales que
(@) P(0 < Z < z,) = 0.4306;
(b) P(Z & z;) = 0.7704;
(€) P(Z > z3) = 0.2912;
d) P(~z,S Z < z,) = 0.9700.
6.59 Si X es una variable aleatoria que tiene una distribucién normal, ;cudles son las
probabilidades de obtener un valor
(a) dentro de una desviacién estandar de la media;
(b) dentro de dos desviaciones estandar de la media;
{c) dentro de tres desviaciones estdndar de la media;
(d) dentro de cuatro desviaciones cstandar de la media?
6.68 Si z, estd definida por

o0

/ n(z;1dz = a
Zn

encuentre sus valores para

(a) a = 0.05;
(b) a = 0.025;
(c) a=0.01;
(d) a = 0.005.

6.61 (a) Use un programa de computadora para encontrar la probabilidad de que
una variable aleatoria que tiene la distribucién normal con la media —1.786
y la desviacion estdndar 1.0416 asumira un valor entre —2.159 y 0.5670.
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(b) Interpole en la tabla 11l para encontrar esta probabilidad y compare su re-
sultado con el valor més exacto encontrado en el inciso (a).

6.62 (a) Use un programa de computadora para encontrar la probabilidad de que
una variable aleatoria que tiene la distribucién normal con media 5.853 y
la desviacién estdndar 1.361 asumird un valor mayor que 8.625;
(b} Interpole en la tabla III para encontrar esta probabilidad y compare su re-
sultado con el valor més exacto encontrado en el inciso (a).

6.63 Suponga que durante los periodos de meditacion trascendental 1a reduccién del
consumo de oxigeno de una persona es una variable aleatoria que tiene una dis-
tribucién normal con & = 37.6 cc por minuto y ¢ = 4.6 cc por minuto. Encuen-
tre las probabilidades de que durante un peniodo de meditacién trascendental el
consumo de oxigeno de una persona se reduciré por
(a) al menos 44.5 cc por minuto;

(b) cuando mucho 35.0 cc por minuto;
(c) cualquier valor entre 30.0 y 40.0 cc por minuto.

6.64 En un proceso fotogréfico, el tiempo de revelado de impresiones se puede con-
siderar como una variable aleatoria que tienc la distribucién normal con
u = 15.40 segundos y o = 0.48 segundos. Encuentre las probabilidades de que
el tiempo que toma revelar una de las impresiones seréd
(a) al menos 16.00 segundos;
(b) cuando mucho 14.20 segundos;
(c} cualquier valor entre 15.00 y 15.80 segundos.

6.65 Supongamos que la cantidad real de café instantdneo que una méquina sirve en
un frasco de “6 onzas” es una variable aleatoria que tiene una distribucién nor-
mal con ¢ = 0.05 onzas. 5i s6lo 3 por ciento de los frascos deben contener me-
nos de 6 onzas de café, ;cudl debe ser la media del llenado de estos frascos?

6.66 Una variable aleatoria tiene la distribucién normal con o = 10. Si la probabi-
lidad de que la variable aleatoria asumird un valor menor que 82.5 es 0.8212,
{cudl es la probabilidad de que asumiré un valor mayor que 58.3?

6.67 Verifique en cada caso si la aproximacion normal a la distribucién binomial se
puede usar de acuerdo a la regla empirica de la pdgina 224,
(a) n=16y6 = 0.20;
(b) n=65y8 =0.10;
(c) n=120y6 = 098
6.68 Suponga que queremos usar la aproximacién normal a la distribucién binomial
para determinar b(1; 150, 0.05}.
(a) Con base en la regla empfrica de la pigina 224, ;estaria justificado el uso
de la aproximacion?
(b) Haga la aproximacion y redondee a cuatro decimales.
(c) Siuna impresién de computadora muestra que b(1; 150, 0.05) = 0.0036 re-
dondeado a cuatro decimales, ;cudl es el porcentaje de error de la aproxi-
maci6n obtenida en el inciso (b)?
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Esto sirve para ilustrar que la regla empirica es slo eso y no mds; hacer aproxi-
maciones como ésta también requiere una buena cantidad de juicio profesional.

6.69 Con respecto al ejercicio 6.68. demuestre que la distribucion de Poisson hubie-
ra dado una mejor aproximacion.

6.70 Use la aproximacién normal a la distribucién binomial para determinar (con
cuatro decimales) la probabilidad dc obtener siete caras y siete cruces en 14 lan-
zamientos de una moneda balanceada. También consulte la tabla [ para encon-
trar ¢l error de esta aproximacion.

6.71 Si 23 por ciento de todos los pacientes con presién arterial aita tiene efectos co-
laterales perjudiciales con cierta clase de medicamento, use la aproximacion
normal para encontrar la probabilidad de que entre 120 pacientes con presion
arterial alta tratados con este medicamento méds de 32 tendrdn efectos colate-
rales perjudiciales.

6.72 Si la probabilidad de que un banco rechazard una solicitud de préstamo es 0.20,
use la aproximacién normal para determinar (con tres decimales) la probabilidad
de que el banco rechazard cuando mucho 40 de 225 solicitudes de préstamo,

6.73 Para ilustrar [a ley de los grandes nimeros (véase también el ejercicio 5.30), use
la aproximacién normal a la distribucién binomial para determinar las probabi-
lidades de que la proporcién de caras estara entre 0.49 y 0.51 cuando se lanza
una moneda balanceada

(a) 100 veces:
(b) 1,000 veces:;
(c) 10,000 veces.

6.7 LA DISTRIBUCION NORMAL BIVARIADA

Entre las densidades multivariadas, la distribucién normal multivariada es de especial
importancia, la cual es una generalizacion de la distribucién normal en una variable.
Como es mejor (en realidad. es practicamente necesario) presentar esta distribucion en
notacion matricial, aquf sélo daremos el caso bivariado; los anélisis del caso mds gene-
ral s¢ encuentran entre las referencias al final de este capftulo.

DEFINICION 6.8 Un par de variables aleatorias X v Y tienen una distribucién nor-
mal bivariada y se conocen como variables aleatorias distribuidas normalmente
en forma conjunta si y sélo si su densidad de probabilidad conjunta est4 dada por

Sl ) () () + (438)']
2170',0'1\/1 - p

para — X <y < 0y -0y oo, dondeoy > 0,0, >0y -1 <p<L

flx.y) =
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Para estudiar esta distribucién conjunta, mostremos primero que los pardmetros
1. 3, O Y 05 SON las medias y las desviaciones estdndar de las dos variables aleato-
rias X'y Y. Para empezar, integramos sobre y de —o© a o¢ y obtenemos

| Ll R} x —paa? el TR Y 0
ey e GRS ERN

glx) = e H1-¢) ot
2mo, 0, V1 - P
para la densidad marginal de X. Entonces, hacemos la sustitucién temporal u = x—;-—‘-"—’
1
para simplificar 1a notacién y si cambiamos la variable de integracién al hacer v =
Yy . obtenemos
o,

R
1- - —
e 21-7) , 317 (7 2e)

8() = 270, V1 — g J=

Después de completar el cuadrado al hacer

dv

v~ 2puv = (v — pu)? — p*u?
y reunir términos, esto se vuelve
12

0= vz [T )

Finalmente, identificamos la cantidad entre paréntesis como la integral de una densi-
dad normal de —©0 a o y, por tanto, al hacer igual a 1, obtenemos

i
glx) =~ — = — 7
oV2r o, V2w

para —o0 < x < 0. Se sigue por inspeccién que la densidad marginal de X es una
distribucién normal con la media u, y la desviacién estdndar v, y, por simetria, que
la densidad marginal de Y es una distribucién normal con la media u, y la desviacion
estandar o,.

En lo tocante al pardmetro p donde p es la mindscula de la letra griega rho, se
llama el coeficiente de correlaci6n, y la integracion necesaria mostraré que cov( X, Y) =
po,0,. Asi, el pardmetro p mide como varfan juntas las variables aleatorias Xy Y, y su
significado se analizard con més detalle en el capitulo 14.

Cuando tratamos con un par de variables aleatorias que tienen una distribucién
normal bivariada, sus densidades condicionales también son de importancia; demostre-
mos el siguiente teorema.

(52

i T



Seccidn 6.7:; La distribucion normal bivariada 231

TEOREMA 6.9 Si X y Y tienen una distribucién normal bivariada, la densidad
condicional de ¥ dado X = x es una distribucién normal con la media

= T2y —
#m-#:’rpo,](x ™)
y la varianza

op = o3(1 — oY)

y la densidad condicional de X dado Y = y es una distribucién normal con la
media

= ol
pay =t p oy~ pa)
y la varianza

oxy = o1(1 = p?)

Demostracién. Si escribimos w(y|x) = f.tg?x;) de acuerdo a la definicién
3.13 y hacemos u = %‘l yv= Y #a para simplificar la notacién, obtenemos
1 e—m—lﬁ[}-b\uv-iru’]
2ro,0, V1 — pf
wiylx) = i ww
e 2
Virne,
I N 2
= 1 ¢ 2“_’1)['3 2pus +’2“1]
v—p
= : AT

VZﬂaz\!'l _pl

Entonces, expresamos este resultado en términos de las variables originales, y ob-

tenemos
1 _l[}'—{#:"‘ﬂg‘f‘(l"ﬂl)} ]
= 2 \/l?
Sty =tv

para —00 < y < 00, y por inspececion se puede ver que ésta es una distribucién

normal con la media gy, = p; + p g—f- (x = w,) yla varianza o3, = 0% (1 — p?).
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Los resultados correspondientes para la densidad condicional de X dado Y = y siguen
por simetria. ¥

La distribucién normal bivariada tiene muchas propiedades importantes, algunas
estadfsticas y algunas puramente mateméticas. Entre las primeras, estd la siguiente pro-
piedad, que se pediré al lector la demuestre en el ejercicio 6.74.

TEOREMA 6.10 Si dos variables aleatonas tienen una distribucién normal bivana-
da, son independientes si y s6losip = 0.

En relacién con esto, si p = 0, se dice que las vaniables aleatorias no estdn correlacio-
nadas.

También, hemos mostrado que para dos varnables aleatorias que tienen una distri-
bucién normal bivariada las dos densidades marginales son normales, pero la reciproca
no ¢s necesariamente verdad. En otras palabras, las distribuciones marginales pueden
ser normales ambas sin que la distnbucién conjunta sea una distribucién normal biva-
riada. Por ejemplo, si la densidad bivariada de X' y Y estd dada por

2f(x. y) dentro de los cuadros 2 y 4 de la figura 6.10
Plx,y) =40 dentro de los cuadros 1 y 2 de la figura 6.10
fix,y) en cualquier otra parte

donde fix, y) es el valor de la densidad normal bivariadacon gy, = 0, 2, = 0yp =0
en {x, y), es facil ver que las densidades marginales de X y Y son normales aun cuan-
do su densidad conjunta no es una distribucién normal bivariada.

Se obtienen muchas propiedades interesantes de la densidad normal bivariada al
estudiar la superficie normal bivariada. que se muestra en la figura 6.11 y cuya ecua-
cién es 2 = f(x, y), donde f{x, y) es el valor de la densidad normal bivanada en (x, y).
Como se pedird al lector que verifique en los ejercicios que siguen, la densidad normal

Y
2 l
X
3 4
Figura 6.10 Espacio muestral para la densi- Figura 6.11 Superficie normal bivariada.

dad bivariada dada por f*(x, y).
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bivariada tiene un m4ximo en (g, #.), cualquier plano paralelo al eje 2 interseca la
superficie en una curva que tiene la forma de una distribucién normal y cualquier pla-
no paralelo al plano xy que interseca la superficie la interseca en una elipse llamada un

contorno de densidad de probabilidad constante. Cuando p = 0y o, = o, los contor-

nos de densidad de probabilidad constante son circulos, y es costumbre referirse a la
densidad conjunta correspondiente como una distribucion normal circular.

EJERCICIOS

6.74 Para probar el teorema 6.10, demuestre que si X y Y tienen una distribucién
normal bivariada, entonces

(a) su independencia implica que p = 0;
(b) p = 0implica que son independientes.

6.75 Demuestre que cualquier plano perpendicular al plano xy interseca la superfi-
cie normal bivariada en una curva que tiene la forma de una distribucién nor-
mal.

6.76 Si el exponente de e de una densidad normal bivanada es

o [(x +2)" — 28(x + 2)(y — 1) + 4(y — 1)7]

encuentre
(a) uy pa 0, 0:¥p;
(b) Ly y oy
6.77 Si el exponente de ¢ de una densidad normal bivariada es
-1
54(.r‘+4y + 2y + 2x + 8y + 4)
encuentre o), o, ¥y p,dadoque £, = Oy, = — 1.

6.78 Si X y Y tienen la distribucién normal bivariada con ) = 2, u, = 5,0, = 3,
=byp= z , ENCUENtIC wyy ¥ Ty

6.79 S| Xy Y tienen una distribucién normal bivariaday U=X 4+ YyV=X - Y,
encuentre una expresion para el coeficiente de correlacion de Uy V.

6.80 Si X'y Y tienen una distribucién normal bivariada, se puede demostrar que su
funcién generatriz de momcentos conjunta (véase el ejercicio 4.63) estd dada por

My y(1, 1) = E(en¥*4Y)

Huy +'2”2+£("';1"2I+2m1"1'| 1y +0313)

Verifique que

(a) la primera derivada parcial de esta funcién con respectoa ¢, enr, = Oy
th = 0es u,;
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(b) la segunda derivada parcial con respecto ar, en f, =0y 1, = 0 es
of + ui;

(c) la segunda derivada parcial con respectoa f, y, en, = 0y s, = Oes
poo; + wp,.

APLICACIONES

6.81 El centro de un blanco se toma como el origen de un sistema rectangular de
coordenadas, con respecto al cual el punto de impacto de un cohete tiene las
coordenadas X'y Y. Si Xy Y tienen la densidad normal bivariada con », = 0,
#: = 0, o, = 120 pies, o, = 120 pies y p = 0, encuentre la probabilidad de
que ¢l punto de impacto estard

(a) dentro de un cuadro con lados de 180 pies, cuyo centro estd en el origen
y cuyos lados son paralelos a los ejes de coordenadas;

(b} dentro de un cfrculo cuyo radio de 75 pies con su centro en el origen.

6.82 Si Xy Y tienen la distribucién normal circular con g, =, = 0yo, =0, = 12,
encuentre

(a) la probabilidad de obtener un punto (x, y) dentro de un circulo x*> + y? =
36,

(b) el valor de ¢ para el cual la probabilidad de obtener un punto (x, y) den-
tro del circulo x* + y* = es 0.80.

6.83 Suponga que X y Y, la altura y el peso de ciertos animales, tienen la distribu-
cién normal bivariada con u, = 18 pulgadas, u, = 15 libras, &; = 3 pulgadas,
o, = 2 librasy p = 0.75. Encuentre

(a) el peso esperado de uno de estos animales de 17 pulgadas de alto;
(b) la altura esperada de uno de estos animales de 20 libras de peso.
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CAPITULO

7

Funciones de variables aleatorias

7.1 INTRODUCCION

7.2 TECNICA DE LA FUNCION DE DISTRIBUCION

7.3 TECNICA DE TRANSFORMACION: UNA VARIABLE

7.4 TECNICA DE TRANSFORMACION: VARIAS VARIABLES
7.5 TECNICA DE FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS

7.1 INTRODUCCION

En este capitulo trataremos el problema de encontrar las densidades o probabilidades de
distribucién de funciones de una o mis variables aleatorias. Esto es, dado un conjunto
de variables aleatorias X, Xs,..., X, y su densidad o distribucién de probabilidad con-
junta, estaremos interesados en encontrar la densidad o distribucién de probabilidad de
alguna variable aleatoria Y = u(X], X3, ..., X, ). Esto significa que los valores de Y estén
relacionados a los de las X' s por medio de la ccuacién

y = u(xy, x1,.... %)

Para resolver esta clase de problemas se dispone de varios métodos. Los que exa-
minaremos en las cuatro secciones siguientes son llamados la técmica de la funcién de
distribucién, la técnica de transformacion, y la técnica de 1a funcién generatriz de mo-
mentos. Aunque en algunas situaciones se pueden usar los tres métodos, en la mayoria
de los problemas sera preferible una técnica (més facil que las demds). Esto es cierto,
por ejemplo, en algunos casos donde la funcién en cuestion es lineal en las variables
aleatorias X, X;,..., X, la técnica de la funcién generatriz de momentos produce las
derivaciones mads simples.

Las diversas técnicas que examinaremos en este capftulo se usardn otra vez en el
capftulo 8 para derivar varias distribuciones que son de fundamental importancia en la
inferencia estadistica.
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7.2 TECNICA DE LA FUNCION DE DISTRIBUCION

Un método directo de obtener la densidad de probabilidad de una funcién dc variables
aleatorias continuas consiste en encontrar primero su funcién de distribucién y después
su densidad de probabilidad por diferenciacién. Asf, si X, X;,..., X, son variables
aleatorias continuas con una densidad de probabilidad conjunta, la densidad de proba-
bilidad de ¥ = u(X,, X;...., X, ) se obtiene al determinar primero una expresién pa-
ra la probabilidad

F(y) = P(Y s y} = Plu(X). X,,.... X,) = y]
y después se diferencia para obtener

dF
fy) = d(yy)

de acuerdo al teorema 3.6.

EJEMPLO 7.1
Si la densidad de probabilidad de X est4 dada por

f(x) = rl.')x(l---.vc) para0 < x <1
i 0 en cualquier otra parte

encuentre la densidad de probabilidad de Y = X°.

Solucién
Sea G(y) el valor de la funcién de distribucién de Y en y, podemos escribir

G(y) = P(Y = y)
=P(X* s y)
= P(X 5 y'?)

b e
= / 6x{1 — x) dx
o

I‘lyz"3 — 2y

¥ por tanto
gly) =20y - 1)

para 0 < y < 1; en cualquier otra parte, g{y) = 0. En el gjercicio 7.20 se le pe-
dird el lector que verifique este resultado mediante una técnica diferente. A

EJEMPLO 7.2
Si Y = | X|. demostrar que

¢ly) = {f(y) + fl-y) paray >0
0 en cualquier otra parte
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donde f{x) es el valor de la densidad de probabilidad de X en x y g(y)es el valor de
densidad de probabilidad de Y en y. También, use este resultado para encontrar la den-
sidad de probabilidad de Y = | X| cuando X tiene la distribucién normal estdndar.

Solucion
Paray > O tenemos
Gly) = P(Y 2 y)
= P(lx| s y)
=P(-ysX&ay)
= Fly) — F(—y)
y. después de la diferenciacién,
gy) = fin) + f(-y)

También, puesto que | x| no puede ser negativo, g(y) = 0 para y < 0. Arbitra-
riamente haciendo g(0) = 0, asf podemos escribir

gly) = fly) + fl—y) paray >0
0 en cualquier otra parte

Si X tiene la distribucién normal estindary Y = | X]|, se sigue que
g(y) = n(y.0,1) + n(—y:0,1)
= 2n(y;0,1)

para y > 0y g(y) = 0 en cualquier otra parte. En el ejemplo 7.9 se puede en-
contrar una aplicacién importante para este resultado. A

EJEMPLO 7.3
Si la densidad conjunta de X, y X, est4 dada por

_J6e? ¥ parax; > 0,x; >0
flx.x) = .
0 en cualquier otra parte

encuentre la densidad de probabilidad de Y = X, + X,.

Solucion
Al integrar la densidad conjunta sobre la regién sombreada de la figura 7.1, ob-

tenemos
¥y pyomy
F(y) = / / 68_3"'—2': dxl dx:
0 0
=1+ 2% = 3%

y. al diferenciar con respecto a y. abtenemos
fly) = 6{e™ — ™)
para y > 0; en cualquier otra parte. f{y) = 0. &
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x;

xt+tx=y

X

Figura 7.1 Diagrama para el ejemplo 7.3.

EJERCICIOS
7.1 Si la densidad de probabilidad de X esté dada por

¥

fx) = 2xe ¥  parax > 0
* 0 en cualquier otra parte

y Y = X2, encuentre
(a) la funcién de distribucién de Y;
(b) la densidad de probabilidad de Y.
7.2 Si X tiene una distribucién exponencial con el pardmetro 6, use la técnica de la

funcién de distribucién para encontrar la densidad de probabilidad de la varia-
ble aleatoria Y = In X.

7.3 Si X tiene la densidad uniforme con los pardmetrosa = 0y 8 = 1, use la téc-
nica de la funcién de distribucién para encontrar la densidad de probabilidad
de la variable aleatoria ¥ = V/'X.

7.4 Si la densidad de probabilidad conjunta de X y Y esta dada por
fir.y) = dxye™*")  parax >0,y > 0
4 0 cn cualquier otra parte
yZ= VX + Y? encuentre
(a) la funcién de distribucién de Z:
{b) la densidad de probabilidad de Z.

75 8i X, y X, son variables aleatorias independientes que tienen densidades expo-
nenciales con pardmetros 8, y 8, use la técnica de la funcién de distribucidn pa-
ra encontrar la densidad de probabilidad de ¥ = X, + X, cuando.
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(a) 6, # 6,;

(b) 6, =8,

(E! cjemplo 7.3 es un caso especial de estocon 6, = 1y ¢, = 1.)
7.6 Con respecto a las dos variables aleatorias del ejercicio 7.5, muestre que si

6, = 8, = 1, la variable aleatoria
= —--—‘X'l

X + X,

ticne la densidad uniforme cona = 0y 8 = 1.

7.7 Sean X, y X, variables aleatorias independientes que tienen la densidad unifor-
me cona = 0y B = 1. Vaya a la figura 7.2, encuentre expresiones para la fun-
cién de distribucién de Y = X, + X, para

(@) y=0
b) 0<y<I;

Z

Xy X2
2 2F

y=x1+x222 \ I<y=x,+x1<2
1 1

x l x
2 1 1 \ 1

X3 X3

2"‘ 2|—

0<y=x;+x,<1 y=x+x=20
\ 1

_k ] x\ 1 X
1 2 : N 1 2 :

Figura 7.2 Diagrama para el ejercicio 7.7,
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() 1<y«<2
(d) y = 2.
Encuentre también la densidad de probabilidad de Y.

7.8 Si la densidad conjunta de X' y Y est4a dada por

fiey) = e¥*Y  parax >0,y >0
¥ ) en cualquier otra parte

X+

yZ= L4 . encuentre la densidad de probabilidad de Z por la técnica de la

funcion de distribucién.

APPLICACIONES

7.9 En el ejercicio 3.88, el precio de cierta mercancfa {en d6lares) y sus ventas to-
tales (en unidades de 10,000) se denoté mediante P y S. Use la densidad con-
junta dada en ese ejercicio y la técnica de la funcién de distribucién para
encontrar la densidad de probabilidad de ¥V = SP, la cantidad total de dinero
(en unidades de $10,000) que sc gasta en esa mercancia.

7.10 Con respecto al ejercicio 3.53, encuentre la densidad de probabilidad del milla-
je promedio de dos neuméticos como ésos. Suponga independencia.

7.11 En el cjercicio 3.107, X es la cantidad de dinero (en délares) que un vendedor
gasta en gasolina, y Y es la cantidad de dinero que se le reembolsa. Use la den-
sidad de probabilidad conjunta dada en ese ¢jercicio y la técnica de la funcién
de distribucién para encontrar la densidad de probabilidad de la variable alea-
toria Z= X — Y, la cantidad de dinero que no se le reembolsa.

7.12 Sea X la cantidad de gasolina premium {en 1,000 galones) que una estacion de
servicio tiene en sus tanques al pnncipio del dia, y Y la cantidad que esa estacién
de servicio vende durante el dfa. Si la densidad conjunta de X y Y estd dada por

1
o parad < y < x < 20
flx,y) = £ 200

0 en cualquier otra parte

use la técnica de la funcién de distribucién para encontrar la densidad de pro-
babilidad de la cantidad que le queda a la estacién de servicio en sus tanques
al final del dia.

7.13 Silos porcentajes de cobre y hierro en cierta clase de mineral son, respectivamen-
te, X, y X;. Si la densidad conjunta de estas dos variables aleatorias estd dada por

3
flxex;) = '1—](5x1+x2) parax; > 0,x; > 0yx, + 2x, < 2
X)) =

0 en cualquier otra parte
use la técnica de la funcién de distribucién para encontrar la densidad de pro-

babilidad de Y = X, + X,. Encuentre también E(Y), el porcentaje total espe-
rado de cobre y hierro en el mineral.
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7.3 TECNICA DE TRANSFORMACION: UNA VARIABLE

Mostremos ahora cémo se¢ puede determinar la densidad o distribucién de probabilidad
de la funcién de una variable aleatoria sin obtener primero su funcién de distribucién.
En el caso discreto no hay un problema real mientras la relacién entre los valores de
Xy Y = u(X) sea univoca; todo lo que tenemos que hacer ©s la sustitucion apropiada.

EJEMPLO 7.4

Si X es el nimero de caras obtenidas en cuatro tiros de un dado balanceado, encuen-

tre la distribucién de probabilidad de Y =

1+ X

Solucién

Usamos la férmula para la distribucién binomial con n = 4 y § = }, encontra-
mos que la distribucién de probabilidad de X est4 dada por

x| 0 1 2 3 4

1 4 6 4 1

516 16 16 16 16
Entonces, usamos la relacién y=13  pare sustituir los valores de Y en vez de los
valores de X, encontramos que la distribucién de probabilidad de Y estd dada por

IRERE

d 2 3 4 5

)1L 4 6 4 1

801 16 16 16 16 16

Si hubi¢semos querido hacer la sustitucién directamente en la férmula para la dis-
tribucién binomial con n = 4 y 8 = |, podfamos haber sustituido

1

x=;—1cnvezdcxen
A 1\
= — =, ,2.3,4
fx) (x)(z) parax = 0,1
y obtenemos
1 _ 4 1\* ., 1111
x(y)—f(;-l)— ] )(2) paray = Lg.3. 35 4

|
y

Observe que en el ejemplo anterior las probabilidades quedaron sin cambio; la
nica diferencia es que en el resultado estan relacionadas con los diversos valores de Y
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en vez de los correspondientes valores de X. Esto

243

es todo lo que hay para la técnica de

la transformaciéon (o cambio de variable) cn el caso discreto mientras la relacién sea

univoca. Si la relacién no es univoca. podemos pr

EJEMPLO 7.5

oceder como en el siguiente ejemplo.

Con respecto al ejemplo 7.4, encuentre la distribucion de probabilidad de la variable

aleatoria Z = (X — 2)%.

Solucidn
Calculamos las probabilidades #(z) asociadas con los diversos valores de Z, y ob-
tenemos
6
h(0) = fi2) = =
4 4 8
) =D+ )= Y16 = 16
_ 1 1 _ 2
h(4) = fl0) + fl4) = 6 T 16" 16
y por tanto
z | 0 1 4
A
3 41
"D E s s

Para efectuar una transformacién de la variable cn ¢l caso continuo, supondremos
que la funcion dada por y = u(x) es diferenciable ya sea creciente o decreciente para

todos los valores dentro del intervalo de X para

el cual flx) # 0, de manera que la

funcion inversa, dada por x = w(y), existe para todos los valores correspondientes de
y y es diferenciable excepto donde u'(x) = 0.4 Bajo estas condiciones, podemos pro-

bar el siguiente teorema

sea creciente o decreciente para todos los valo

dientes de y la densidad de probabilidad de ¥

TEOREMA 7.1 Sea f(x) el valor de la densidad dc¢ probabilidad de la variable
alcatoria continua X cn x. Si la funcién dada por y = wu{x) es diferenciable y ya

el cual f{x) # 0, entonces, para estos valores de x, la ecuacién y = u(x) se pue-
de despejar de manera Unica en x para x = w(y), y para los valores correspon-

res dentro del intervalo de X para

= u(X) esta dada por

tPara evitar puntos donde u'(x} podria ser 0. generalmente no incluimos los puntos terminales
de los intervalos para los cuales las densidades de probabilidad no son cero. Esta es la practica que he-

mos seguido y continuaremos siguiendo en todo este libro.
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8(y) = flw(y)]-lw'(y)l  siempre que u’(x) # 0
En cualquier otra parte, g(y) = 0.

Demostracién. Primero, demostremos el caso donde la funcién dada por
y = u{x) es creciente. Como se puede ver en la figura 7.3, X debe asumir un va-
lor entre w(a) y w(b) cuando Y asume un valor entre a y b. Por tanto,

Pla<Y <b) = Plw(a) < X < w(b)]

wb)

fx) dx

wia)

I

= / Slw(y)hw'(y) dy

w(a) w(b) '
Funcidn creciente
y
. - x
w(b) w(a)

Funcién decreciente

Figura 7.3 Diagramas para la prueba del teorema 7.1.
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donde efectuamos el cambio de variable y = u(x), o en forma equivalente
x = w(y), en la integral. De acuerdo con la definicién 3.4, el integrando da la
densidad de probabilidad de Y mientras w'(y) exista, y podemos escribir

g(v) = flu(y)w'(y)
Cuando la funcién dada por y = u{x) es decreciente, se puede ver de la figura
7.3 que X debe asumir un valor entre w(b) y w(a) cuando Y asume un valor en-
tre a y b. Por tanto

Pla < Y < b) = Plub) < X < w(a)]
wis)

= fix)dx

w(b)

= ] fwly) o' () dy

b
= - / fw(y)Jw'(y) dy
donde efectuamos el mismo cambio de variable como antes, y se¢ sigue que
g(¥) = —fluw(y)]w’'(y)

Puesto que w'(y) = ‘% = -i— ¢s positivo cuando la funcién dada por v = u(x)

P

dx

es creciente, — ' (y) es positivo cuando la funcién dada por y = u(x) es decre-
ciente, podemos combinar los dos casos al escribir

gy) = lwiy)-lw'iy)l v

EJEMPLO 7.6
Si X tiene la distribucion exponencial dada por
_ ]t parax > 0
fix) { 0 en cualquier otra parte

encuentre la densidad de probabilidad de la variable aleatoria Y = VX.

Solucion

La ecuacién y = V7, que relaciona los valores de X y Y, tiene la inversa (inica

x =y’ que da w’'(y) =dd.r_y = 2y. Por consiguiente,

g(y) = e [2y| = 2ye™

para y > 0 de acuerdo al teorema 7.1. Puesto que la probabilidad de obtener un
valor de Y menor que o igual a 0, como la probabilidad de obtener un valor de
X menor que o igual a 0, ¢s cero, se sigue que la densidad de probabilidad de Y
estd dada por
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2_ve_"’ aray > 0
gly) = P :
0 en cualquier otra parte

Advierta que ésta es la distribucién de Weibull del ejercicio 6.23 cona = 1y
B=2 a

Los dos diagramas de la figura 7.4 ilustran lo que pasé en este ejemplo cuando
transformamos de X a Y. Como en ¢l caso discreto (por ejemplo, el ejemplo 7.4), las
probabilidades permanecen igual, pero corresponden a diferentes valores (intervalos
de valores) de las variables aleatorias respectivas. En el diagrama de la izquierda, la
probabilidad 0.35 corresponde al evento de que X asurnira un valor en el intervalo 1 a
4, y en ¢l diagrama de Ja derecha. la probabilidad 0.35 corresponde al evento de que Y
asumird un valor ¢n ¢l intervalo de 1 a 2.

10 1.0
0.9 09}
038 0.8+
0.7 0.7H
0.6 0.6H
0.5 05H
0.4 04K
0.3 03l gly) =2ye™™
0.2 02l
0.1 0.1
1 | y
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Figura 7.4 Diagramas para el ejemplo 7.6.

EJEMPLO 7.7

Si se hace girar la flecha doble de la figura 7.5 de manera que la variable aleatoria ©
tenga la densidad uniforme

N

.
-~

X =a-tan @

N 1

0

Figura 7.8 Diagrama para el ejemplo 7.7.
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1 T T

— ——<f§< =
oy =47 P73 2

0 en cualquier otra parte

determine la densidad de probabilidad de X, la abscisa del punto en el eje x a la cual
apuntard la flecha.

Solucién

Como es evidente a partir del diagrama, la relacién entre x y 0 estd dada por x =
a-tan 8, de manera que

de _ a
dc @+ x*
y se sigue que
1 a
g(I) - ; a! + xz
1 a
=;m para —o0 < x < 00

de acuerdo al teorema 7.1. Observe que éste es un caso especial de la distribu-
cién de Cauchy del ejercicio 6.6. A

EJEMPLO 7.8

Si F(x) es el valor de la funcion de distribucién de la variable aleatoria continua X en
x, encucntre la densidad de probabilidad de ¥ = F(X).

Solucién

Como se puede ver a partir de la figura 7.6, el valor de Y que corresponde a cual-
quier valor particular de X estd dado por el 4rea bajo la curva, esto es, ¢l drea ba-

Figura 7.6 Diagrama para el ejemplo 7.8,
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jo la gréfica de la densidad de X a la izquierda de x. Diferenciamos y = F(x) con
respecto a x, y obtenemos

Y = F) = i)

y por tanto

a _ 1 _ 1

dy dy flx)

dx
siempre que f(x) # 0. Se sigue por el teorema 7.1 que
1
8y) = fx) 1751 = 1

para 0 < y < 1, y podemos decir que y tiene la densidad uniforme cona = 0y

B=1 a

La transformacién que efectuamos en este ejemplo se llama transformacién de Ia
integral de probabilidad. El resultado no es sélo de importancia teérica, sino que faci-
lita 1a simulacién de los valores observados de variables aleatorias continuas. En la pa-
gina 265 sc da una referencia de cémo se hace, especialmente en relacién con la
distribucién normal.

Cuando no se satisfacen las condiciones que sustentan el teorema 7.1, podemos
estar en dificultades serias y tendriamos que usar el método de la seccién 7.2 o una ge-
neralizaci6n del teorema 7.1 al que nos referimos entre las referencias de la pdgina 265;
algunas veces hay una salida f4cil, como en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 7.9

Si X tiene una distribucién normal estidndar, encuentre la densidad de probabilidad de
Z=X.

Solucién

Puesto que la funcién dada por z = x° es decreciente para valores negativos de
x. y creciente para los valores positivos de x. no se satisfacen las condiciones del
teorema 7.1. Sin embargo, es posible hacer en dos pasos la transformacién de X
a Z: primero, encontramos la densidad de probabilidad de Y = | X|, y después
encontramos la densidad de probabilidad de Z = Y? (= X?).

En lo tocante al primer paso, ya hemos estudiado la transformacion
Y = | X| en el ¢jemplo 7.2; de hecho, demostramos que si X tiene la distribu-
cion normal estédndar, entonces Y = ] X| tiene la densidad de probabilidad

1 2

2 ~3¥
g(y) = 2n(y;0,1) = ——e¢ *
2n

para y > 0,y g(y) = 0en cualquier otra parte. Para el segundo paso, la funcién
dada por z = y’ es creciente para y > 0, esto es, para todos los valores de Y pa-
ra lo cuales g(y) # 0. As{, podemos usar ¢l teorema 7.1, y puesto que
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obtenemos

h(z) = _%:

'\/271'

para z > 0, y h(z) = 0 en cualquier otra parte. Observe que puesto que
I'(}) = V7, la distribucién a la que hemos llegado para Z es una distribucion ji
cuadrada (véase la definicion 6.4) con v = 1. A

7.4 TECNICA DE TRANSFORMACION: VARIAS VARIABLES

El método de la seccién precedente también se puede usar para encontrar la distnibu-
cién de una variable aleatoria que es una funcién de dos o més variables aleatorias. Su-
pongamos, por ejemplo, que se nos da la distribucién conjunta de dos variables
aleatorias X, y X, y que queremos determinar la distribucién de probabilidad o la den-
sidad de probabilidad de la variable aleatoria ¥ = u(X. X;}. Si la relacién entre y y
x; con x, mantenida constante o la relacién entre y y x, con x; mantenida constante lo
permite, podemos proceder en el caso discreto como en el ejemplo 7.4 para encontrar
la distribucién conjunta de Y y X, o lade X, y Y y luego sumarles los valores de la otra
variable aleatoria para obtener la distribucién marginal de Y. En el caso continuo, pri-
mero usamos el teorema 7.1 con la férmula de transformactén escrita como

ox
S()’-xz) = f(xloxz) g '5';:‘

0 COMmo

ax
g(x.,y) = f(-"lw"z) ' -a";,z'
donde fix;, x;) y la derivada parcial se deben expresar en términos de y y x, 0 x, ¥ .
entonces sacamos por integracién la otra variable para obtener la densidad marginal
de y.

EJEMPLO 7.10

Si X, y X, son variables aleatorias independientes que tienen distribuciones de Pois-
son con los pardmetros A, y A,, encuentre la distnbucién de probabilidad de la varia-
ble aleatoria ¥ = X, + X,.
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Solucién
Puesto que X, y X, son independientes, su distribucién conjunta estd dada por

_ et e ay)

f(-floxz) =

x! xy!
e Mth l(Al )‘1 (Az)‘z
Xyt

parax; =0,1,2,... yx;=0,1,2,.... Puesto que y = x, + x, y por tanto x, =
y — x;, podemos sustituir y — x, en vez de x,. obteniendo
et "‘*1)( )‘2)‘:(,\1)"’1

x!y — x)!
paray=0,1,2,... yx,=0,1,..., y, para la distribucién conjuntade Yy X,. En-
tonces, al sumar sobre x, de 0 a y, obtenemos

y e +*2)(A2)’3(Al)"‘:

h(y) B x2=(] xz!()' - xz)!

gly.x;) =

e M th) i y! ( )x ( )**"z
= - A 2 '\ -
y! ;,-ole(}’ - xz)! ? :
después sacamos como factor e~ +%} y multiplicamos y dividimos por y!. Iden-
tificamos la suma a la que hemos llegado como la expansién binomial de
(A, + A,), y finalmente obtenemos

e—{ﬂ;"‘lg)(A] + A‘.’)’
y!

y hemos mostrado asi que la suma de dos variables aleatorias independientes que
tienen distribuciones de Poisson con los pardmetros A, y A, tiene una distribucién
de Poisson con el pardmetro A = A, + A;. A

h(y) = paray = 0,1,2,...

EJEMPLO 7.11
Si la densidad de probabilidad conjunta de X, y X, estd dada por

fxy.x0;) = e+l parax, > 0,x, >0
2 0 en cualquier otra parte

X,

encuentre la densidad de probabilidad de Y = m

Solucion

Puesto que y decrece cuando x, aumenta y x, se mantiene constante, podemos
usar el tcorema 7.1 {(como se modificé en la pégina 249) para encontrar la densidad

Xy Il —y
nosdax,=x;*
x; + x, 2y

conjunta de X, y Y. Puesto que y = Y por tanto
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se sigue que

e |
)

y

= .e_xln"’

gly.y) = e™n”

‘QD-J Ib

para x; > 0y 0 < y < 1. Finalmente, al sacar x, por integracién y cambiar la
variable de integracién a ¥ = x,/y, obtenemos

hn = [ Heenia,

y

= Ir(2)
=1

para 0 < y < 1y h(y) = 0 en cualquier otra parte. Asi, la variable aleatoria Y
tiene la densidad uniforme con « = 0 y 8 = 1. (Adwvierta que en el ejercicio 7.6
se le pidié que mostrara esto con la técnica de la funcién de distribucion.) A

El ejemplo antenor también se podia haber trabajado con un método general
donde empezamos con la distribucién conjunta de dos variables aleatorias X, y X5, ¥
determinamos la distribucién conjunta de dos variables aleatorias nuevas Y, =
w,{ X1, X3) y Y= u;(X,, X;). Entonces podemos encontrar la distribucién marginal de
Y, vy Y, por suma o integracion.

Este método se usa principalmente en €] caso continuo, donde necesitamos el si-
guiente teorema, que es una generalizacion directa del teorema 7.1.

TEOREMA 72 Sea f(x,, x;} el valor de la densidad de probabilidad conjunta de
las variables aleatonias continuas X, y X; en (x;, x,). Si las funciones dadas por y; =

uy(xy, x2) y y2=1uy{x,, x,) son parcialmente diferenciables con respecto tanto a x,
cOmMo a x; rcpresentan una transformacién unfvoca para todos los valores dentro

del intervalo de X, y X, para los cuales f{x,,x;} # 0, entonces, para estos valo-
res de x, y x,, las ecuaciones y, = u,{x,, x2) y y = u;(x,, x;) se pueden resolver
de manera Unica para x, y x, a fin de dar x; = w;(y,, y;) ¥y x; = w,(y,. y,). y pa-
ra los valores correspondientes de y, y y,, la densidad de probabilidad conjunta de
Y, =u{X,,X,) y Y;=u,(X,, X;) estd dada por

gy, »)’z) = f[wl(h y2) walyr, J’:)] |-’|

Aquf, J, llamado el jacobiane de la transformacién, es el determinante
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En cualquier otra parte, g{y,.y;) = 0.

o oy
0 a

J = A4 y2
o ax
ay, ay2

No demostraremos este teorema, pero la informacién sobre los jacobianos y su
aplicacién se puede encontrar en la mayorfa de los libros de texto de cdlculo avanzado.
Se usan principalmente en relacién con integrales multiples, digamos, cuando quere-
mos cambiar de coordenadas rectangulares a coordenadas polares o de coordenadas
rectangulares a coordenadas esféricas.

EJEMPLO 7.12

Con respecto a las variables aleatorias X; y X del ejemplo 7.11, encuentre

(a)

(b)
Solucion
(a)

(b)

X,

la densidad conjuntade Y, = X, + Xy Y, = m;
1 2

la densidad marginal de Y.

Despejamos y, = x; + x;y ¥, = ﬁ—; para x; y x;. y obtenemos x, =

»iy2 ¥y X3 = yi(1 — y3), y se sigue que

Y2 5 1

J =
1~y —n

=¥

Puesto que la transformacién es univoca, al representar la regién x;, > 0Oy
x; > Oenel plano x,x;-en laregién y; > 0y 0 < y, < 1 en el plano y,y;,
podemos usar el teorema 7.2 y se sigue que

g(y1.y2) = €' |=yi| = y ™
para y; > 0y 0 < y, < 1; en cualquier otra parte g{y,.y;) = 0.

Al usar la densidad conjunta obtenida en el inciso (a) y sacar y,, por inte-
gracién, obtenemos

h()’z) = AWS(Y1-YI) dy,

o

=] yie " dy,
Q

= [(2)
=1
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para 0 < y, < 1; en cualquier otra parte, h(y,) = 0. Advierta que este re-
sultado concuerda con el obtenido en la pigina 251. A

EJEMPLO 7.13
Si la densidad conjunta de X, y X, estd dada por
1 ara0 < x, < 1,0 < x, <1
ﬂxl "'tZ) = {0 p : 1 2
en cualquier otra parte

encuentre

(a) la densidad conjuntade Y =X, + X,y Z = X;:
(b) la densidad marginal de Y.

Observe que en el ejercicio 7.7 se le pidié que trabajara ¢l mismo problema mediante
la técnica de la funcién de distribucion.

Solucion

(a) Aldespejary=x, + x;yz = x, para x, y x,, obtenemos x;, =y — z y
x; = z. de manera que

1 -1

o 1| !

’=|

Debido a que esta transformacién es univoca, al representar la regién
0<x;, <1y0<x;<1leneclplano x;x;enlaregién z < y <z +1
y 0 < z < 1 en el plano yz (véase la figura 7.7), podemos usar el tcorema
7.2 y obtenemos

gy.z) =111l =1
paraz <y < z + 1 y0 < z < 1; en cualquier otra parte g(y, z) = 0.

1=y z=y-1

0 z=10 1 2 y

Figura 7.7 Espacio muestral transformado para el ejemplo 7.13.
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(b) Al sacar z por integracion de manera separada paray £ 0,0 < y < 1,
1 <y<2 yye& 2, obtenemos

(0 paray = 0

y
jldz=y paraf0 < y <1
hy) =4 70,
fldz=2—y paral <y <2
¥

L0 paray = 2

y para hacer continua la funcién de densidad, hacemos h{1) = 1. Asi hemos
demostrado que la suma de las vanabies alcatorias dadas ticne la densidad
de probabilidad triangular, cuya grifica se muestra en la figura 7.8. A

h(y)

h(y) =1y h(y)=2-—y

1 v
0 1 2 -

Figura 7.8 Densidad de probabilidad triangular.

Hasta ahora aquf sélo hemos considerado funciones de dos variables aleatonas,
pero ¢l método basado en el teorema 7.2 se puede generalizar facilmente a funciones
de tres 0 mds variables aleatorias. Por ejemplo, si nos dan la densidad de probabili-
dad conjunta de tres vanables aleatorias X, X, y X;, y queremos encontrar la den-
sidad de probabilidad conjunta de las variables aleatorias Y, = u,(X;. X5. X3), Y, =
(X, Xz, Xa) ¥ Y5 = ua{ X, Xy, Xs), €l enfoque general es el mismo, pero el jacobia-
no es ahora el determinante de 3 X 3

ax, ox) dxy
dy, dy: ay;
J= | ¥ 0
dy,  dy; ay;
ax; 9x; 9
ay, 8y dy;
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Una vez determinada la densidad de probabilidad conjunta de las tres nuevas variables
aleatorias, podemos encontrar la densidad marginal de dos variables aleatorias cual-
quiera, o de una cualquiera, por integracién.

EJEMPLO 7.14

Si la densidad de probabilidad conjunta de X, X; ¥ X estd dada por

encuentre

(a)

(b)

Solucién

(a)

(b)

elntntn) parax; > 0,x, > 0,13 > 0
flx, 2, x5) = .
0 en cualquier otra parte

la densidad conjuntade Y =X, + X; + X;. ¥, = X,y Y; = Xy

la densidad marginal de Y.

Al resolver el sistema de ecuaciones y, = x, + x3 + x5, 2 = 0y y3 = 0y
para xy, x y X3. obtenemos X, =y, — y; — y3, X2 = y1¥ X3 = ;. S¢ sigue
quc

1 -1 -1

y. puesto que la transformacion es unfvoca. que
8y y2ys) = e -1}

= c_’l

paray, > 0,y; > 0y y, > y, + y3; en cualquier otra parte, g(y;, ¥2. y3) = 0.
Eliminamos y, v y;. por integracién, y obtenemos

Yt
h{y,) = A A e dy, dy,

yioe™

B |

para y; > 0; A(y,) = 0 en cualquier otra parte. Observe que hemos mos-
trado que la suma de tres variables aleatorias independientes que tienen la
distribucién gamma cona = | y 8 = 1 ¢s una variable aleatoria que ticne
la distribucién gammacona = 3y 8 = 1. A

Como el lector encontrard en el ejercicio 7.47, hubiera sido mas ficil obtener el
resultado del inciso (b) del ejemplo 7.14 usando el método basado en el teorema 7.1 co-
mo se modificé en la pagina 249.
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EJERCICIOS

7.14 Si X tiene una distribucion hipergeométricaconk =3, N=6yn = 2, en-
cuentre la distribucién de probabilidad de Y, el nimero de éxitos menos el nu-
mero de fracasos.

7.15 Con respecto al ejercicio 7.14, encuentre la distribucién de probabilidad de la
variable aleatoria Z = (X — 1)

7.16 Si X tiene una distribucién binomial con n = 3 y 8 = 1, encuentre las distri-
buciones de probabilidad de
X .
1+ X’
(b) U= (Xx—-1)"

7.17 Si X tiene una distribucién geométrica con § = 1, encuentre Ja férmula para la
distribucién de probabilidad de la variable aleatoria Y =4 — 5X.

7.18 Si X es el total que tiramos con un par de dados, para el cual la distribucién de
probabilidad se da en la pagina 77, encuentre la distribucién de probabilidad
del residuo que obtenemos cuando los valores de X se dividen entre 3.

(@ Y=

7.19 Use la técnica de la transformacion de la variable para probar el teorema 6.7.
7.20 Use la técnica de la transformacién para rehacer el ejemplo 7.1.

7.21 Si X = In Y tiene una distribucién normal con la media 4 ay la desviacion es-
tindar o, encuentre la densidad de probabilidad de Y, la cual se dice que tiene
la distribucién log-normal.

7.22 Si F(x) es el valor de la funcién de distribucién de X en x, entonces la media-
na de X, denotada por i es tal que F(i) = }. Con respecto al ejercicio 7.21,
muestre que i = e,

7.23 Con respecto al ejercicioz'f'.Zl. muestre que la distribucién log-normal tiene un
maximo relativo en ¢ 77 .

724 Si la densidad de probabilidad de X estd dada por

para < x < 2

SR

flx) =

0 en cualquier otra parte

encuentre la densidad de probabilidad de Y = X>. También, dibuje las grificas
de las densidades de probabilidad de X y Y e indique las 4reas respectivas ba-
jo las curvas que representan P(} < X < 1)y P({ < ¥ < 1).

725 Si la densidad de probabilidad de X estd dada por
kx®

fix) =4 (1 + 2x)°
0 en cualquier otra parte

parax > 0
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7.27

7.28

7.29

7.30

731

732

7.33
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donde k es una constante apropiada, encuentre la densidad de probabilidad de

la variable aleatoria Y = Identifique la distribucién de Y, y determi-

2X
1 4+ 2X°
ne asf el valor de k.

Si X tiene la densidad uniforme cona = 0y 8 = 1, muestre que la variable alea-
toria Y= —2-In X tiene una distribucién gamma. ;Cudles son sus pardmetros?

Si X tiene la densidad uniforme con @ = 0 y B = 1, muestre que ¥ = X /@
con a > 0 tiene la distribucién de Pareto del ejercicio 6.21.

Considere la variable aleatoria X con la densidad de probabilidad de

32
fx) % para—~1 < x <1
X) =

0 cn cualquier otra parte
(a) Use el resultado del ejemplo 7.2 para encontrar la densidad de probabili-
dadde Y = | X]|.
(b) Encuentre la densidad de probabilidad de Z = X* (= Y?).
Considere la variable aleatoria X con densidad uniforme que tienea = (Qy g = 1.

(a) Use el resultado del ejemplo 7.2 para encontrar la densidad de probabili-
dadde Y = | X|.

(b) Encuentre la densidad de probabilidad de Z = X* (= Y*).
Si la distribucién de probabilidad conjunta de X, y X, estd dada por

flxx) = x;_;z_
parax, =1,2,3yx, =12 3, encuentre
(a) la distnbucion de probabilidad de X, X,:
(b) la distribucién de probabilidad de X,/ X;.
Con respecto al ejercicio 7.30, encuentre
(a) la probabilidad conjuntade Y, =X, + X,y Y,= X, — X,;
(b) la distribucién marginal de Y.

Si la distnbucién de probabilidad conjunta de X y Y est4 dada por
— )2
firy) = E22E
parax=1,2yy=1,2 3 encuentre
(a) la distribucién conjuntade U=X + YyV=X — Y,
(b) la distribucién marginal de U.

Si X|. X, y X, tiene la distribuciéon multinomial (véase la definicién 5.6) con
n =280, =46 =1y8, = f. encuentre la distribucién de probabilidad con-
junta de Yl =X1 + Xz. Y2=X1 - Xzy Y3 = X3.
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7.34 Con respecto al ejercicio 3.12, encuentre
(a) la distribucién de probabilidad de U= X + Y;
(b) la distribucién de probabilidad de V = XY
(c) la distribucién de probabilidad de W = X — Y.

7.35 Si X, y X, son variables aleatorias independientes que tienen la distribucidn bi-
nomial con los respectivos parémetros n, y 8 y n, y 6, muestre que Y =
X} + X, tiene la distribucién binomial con los pardmetros n; + n, y 8. (Suge-
rencia: use el teorema 1.12.)

7.36 Si X, y X, son variables aleatorias independientes que tienen la distribucién
geométrica con el pardmetro 8, muestre que Y= X, + X es una variable alea-
toria que tiene la distribucién binomial negativa con los pardmetros 8 y k = 2.

7.37 Si X, y Y son variables aleatorias independientes que tienen la distribucién nor-
mal estdndar, muestre que la variable aleatoria Z= X + Y también esté dis-
tribuida normalmente. (Sugerencia: complete el cuadrado en el exponente.)
{Cudles son la media y la varianza de esta distribucién normal?

738 Considere dos variables aleatorias X' y Y con la densidad de probabilidad conjunta

flx.y) = 12xy(1 — y) parad < x < 1,0 < y < 1
Y 0 en cualquier otra parte

Encuentre la densidad de probabilidad de Z = X'Y? mediante el teorema 7.1
(con la modificacién de la pigina 249), a fin de determinar la densidad de pro-
babilidad conjunta de Y y Z y después integrar para eliminar y.

7.39 Rehaga el e¢jercicio 7.38 mediante el uso del teorema 7.2 para determinar la
densidad de probabilidad conjunta de Z = XY?y U = Y y después encuen-
tre la densidad marginal de Z.

740 Considere dos variables aleatorias independientes X, y X, que tienen la misma
distribucién de Cauchy

f(.r)=m—]+—x2) para —00 < x < X

Encuentre la densidad de probabilidad de Y, = X|, + X, mediante el teorema
7.1 (como se¢ modificé en la pdgina 249) para determinar la densidad de proba-
bilidad conjunta de X, y Y, y después integrar para eliminar x,. También, iden-
tifique la distribucién de Y.

741 Rehaga el ejercicio 7.40 mediante el uso del teorema 7.2 para determinar la
densidad de probabilidad conjuntade Y, = X, + X,y Y, = X; — X, y des-
pués encuentre la densidad marginal de Y.

7.42 Considere dos variables aleatorias X y Y cuya densidad de probabilidad conjun-
ta estd dada por

1

= >0y>0x+y<2
firy) = 42 para x y v+ y

0

en cualquier otra parte
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Encuentre la densidad de probabilidad de U/ = Y — X al usar el teorema 7.1
como se modificé en la pdgina 249.

7.43 Rchaga ¢l ¢jercicio 7.42 mediante ¢! teorema 7.2 para determinar la densidad
de probabilidad conjuntade U=Y — X v V = X y después encuentre la den-
sidad marginal de U.

744 Sean X, y X, dos variables aleatorias continuas que tienen la densidad de pro-
babilidad conjunta

4x;x, paral < r; < 1,0 < x; <1
xp, x) = -
0 en cualquier otra parte
Encuentre la densidad de probabilidad conjuntade Y, = X!y ¥, = X, X,.
745 Sean X'y Y dos variables aleatorias continuas que tienen la densidad de proba-

bilidad conjunta

24xy pral<x<10<y<l.x+y<l1
en cualquier otra parte

Encuentre la densidad de probabilidad conjuntade Z=X + Yy W = X.

7.46 Sean X y Y dos variables aleatorias independientes que tienen distribuciones
gamma idénticas

(a) Encuentre la densidad de probabilidad conjunta de las variables aleatorias
U= yvV=X+Y.

X+Y
(b) Encuentre e identifique la densidad marginal de U.

7.47 En la péagina 249 indicamos que ¢l método de la transformacién basado en el
teorema 7.1 se puede generalizar para que también se aplique a variables alea-
torias que son funciones de dos 0 mdés variables aleatorias. Hasta ahora hemos
usado este método sélo para funciones de dos variables aleatorias, pero cuan-
do hay tres, por ejemplo, introducimos la nueva variable aleatoria en lugar de
una de las variables aleatorias originales. y después eliminamos (por suma o in-
tegracion) las otras dos variables aleatorias con que empezamos. Use este mé-
todo para rehacer el ejemplo 7.14,

748 En el ejemplo 7.13 encontramos la densidad de probabilidad de la suma de dos
variables aleatorias independientes gue tienen la densidad uniforme cona =
y 8 = 1. Dada una tercera variable aleatoria X', la cual tiene la misma densi-
dad uniforme y es independiente tanto de X, como de X,, demuestre que si
U=Y + X;=X, + X; + X,, entonces

(a) la densidad de probabilidad conjunta de U y Y estd dada por
¥ para las regiones I y 1l de la figura 7.9

glu,y) =2 — vy para las regiones IIl y [V de la figura 7.9
0 en cualquier otra parte
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v

I11

1 y=u-—1
1

| L u
1 2 3

Figura 7.9 Diagrama para e} ejercicio 7.48.

(b) la densidad de probabilidad de U/ est4 dada por

(0 parau = 0
%,,2 para) < u < 1
1, 3 3

h(u)=4§u —Zw=1 paral <u <2
1u2-—§(u-1)2+3(u-—2)2 para2 < u <3
2 2 2
L0 parau £ 3

Advierta que si h(1) = 2(2) = 1, esto har4 continua la densidad de probabili-
dad de U.

APLICACIONES

749 De acuerdo a la ley de Maxwell-Boltzmann de la fisica teérica, la densidad de
probabilidad de V, la velocidad de una molécula de gas, es

kv’e®  parav > 0
flv) = .
0 €n cualquier otra parte
donde B8 depende de su masa y la temperatura absoluta y & es una constante

apropiada. Demuestre que la energfa cinética E = }mV? es una variable alea-
toria que tiene una distribucidén gamma.

7.50 Con respecto al ejercicio 3.86, encuentre la densidad de probabilidad de la dis-
tancia entre el punto de impacto y el centro del blanco.
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7.51 Con respecto al ejercicio 3.87, encuentre la densidad de probabilidad de la va-
X+Y

2
respuestas correctas que un estudiante obtendrd en las dos prucbas de aptitud.

riable aleatoria Z = . que es el promedio de las dos proporciones de

7.52 Con respecto al gjercicio 3.88, use ¢l teorema 7.2 para encontrar la densidad de
probabilidad conjunta de las dos variables aleatorias V = SPy W = P,y en-
tonces encuentre la densidad marginal de V.

7.53 Use un programa de cémputo para generar 10 nimeros “pseudo aleatorios™
que tengan la distribucién normal estdndar.

7.84 Describa c6mo quienes escribieron el software que usted utilizé para el resul-
tado del ejercicio 7.53 pudieron haber usado la transformacién de la integral de
probabilidad.

7.5 TECNICA DE FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS

Las funciones generatrices de momentos pueden jugar un papel importante en la de-
terminacién de la densidad o distribucién de probabilidad de una funcién de variables
aleatorias cuando la funcién es una combinacion lineal de »n variables aleatorias inde-
pendientes. Aqui ilustraremos csta técnica cuando una combinacion lineal tal es, de he-
cho, la suma de » variables aleatorias independientes, le dejamos al lector que lo
generalice en los ejercicios 7.59 y 7.60.

El método estd basado en el teorema que la funcién generatriz de momentos de
la suma de n variables aleatorias independientes es igual al producto de sus funciones
generatrices de momentos, esto es,

TEOREMA 7.3 Si X, X,.....y X, son variables aleatorias independientes y ¥ =
X, + X, + -+ X, entonces

My(r) = JI Mx (1)

@]

donde My (1} es el valor de la funcién generatriz de momentos de X en 1.

Demostracién. Hacemos uso del hecho que las variables aleatorias son in-
dependientes y por tanto

f(xl'xzv“ ,X,,) = fl(xl)'fZ(xZ) toee 'fn(xn)

de acuerdo a la definicién 3.14 podemos escribir
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M(1) = E(e")
- E{EIX;+X;+---+XJ]

o

a0
/ [ A‘l+x’+m+x.}‘ﬂxl‘xz'--' ,.l.'") dxl dxz"' d.l',,
-0 —o0

o0 oo o

= [entmdan [ ernte) dne [ enin) as

= QMX,(!)

lo cual demuestra el teorema para el caso continuo. Para demostrarlo para el ca-
so discreto, s6lo tenemos que reemplazar todas las integrales por sumas. v

Adpvierta que si queremos usar el teorema 7.3 para encontrar la distribucién de
probabilidad o la densidad de probabitidad de la variable aleatoria ¥ = X, +
X; + - + X, debemos poder identificar cualquier densidad o distribucién de proba-
bilidad que corresponda a M {¢). Entonces, debemos basarmos en el primero de los dos
teorcmas que dimos en la péagina 224, el teorema de unicidad sobre la correspondencia
entre las funciones generatrices de momentos y las densidades o distribuciones de pro-
babilidad.

EJEMPLO 7.15

Encuentre la distribucion de probabilidad de la suma de n variables aleatorias indepen-
dientes X, X,..... X, que tienen distribuciones de Poisson con los respectivos paré-
metros Ay, As..... A,.

Solucion
Por el teorema 5.9 tenemos

My, (1) = PGt
yportantopara Y = X, + X, + -+ + X, obtenemos

"
M (:) — el,[r’—l) — e{a,+a,+-~+a,){i—1]
/(0 =11

que se puede identificar rdpidamente como la funcién generatriz de momentos
de la distribucién de Poisson con el pardmetro A = A, + A, + - + A, Asf, la
distribucidn de la suma de n vanables aleatorias independientes que tienen dis-
tribuciones de Poisson con los pardmetros A, es una distribucién de Poisson con
el parémetro A = A, + A, + -+ + A,. Observe que en el ejemplo 7.10 demostra-
mos esto paran = 2. A

EJEMPLO 7.16

S1 X, Xy, ..., X, sin variables alecatorias independientes que tienen distribuciones ex-
ponenciales con el mismo pardmetro 6, encuentre la densidad de probabilidad de la va-
riable alcatoria Y =X, + X, + - + X,.
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Solucién

Puesto que la distribucién exponencial es una distribucién gamma cona = 1y
B = 8, tenemos

My, () = (1 — ar)™!

por el teorema 6.4, y por tanto

My(r) = f{(l —on = (1 — 6"

de acuerdo a la segunda de las reglas especiales para productos dadas en el apén-
dice A. ldentificamos ta funcién generatriz de momentos de Y como una distri-
bucién gamma cona = ny 8 = 6, concluimos que la distribucién de la suma de
n variables aleatorias independientes que tienen distribuciones exponenciales con
el mismo pardmetro 8 es una distribucion gamma con los pardmetros a = n y
B = 8. Advierta que esto concuerda con el resultado del ejemplo 7.14, donde
mostramos que la suma de tres variables aleatorias independientes que tienen dis-
tribuciones ¢xponenciales con el pardmetro @ = 1 ticne una distribucién gamma
cona =3y =1 A

El teorema 7.3 también proporciona una manera facil y elegante de derivar la
funcién generatriz de momentos de la distribucién binomial. Supongamos que X,
X7,.... X, son variables aleatorias independientes que tienen la misma distribucién
Bernoulli f{x: 8) =6*(1 — 8)' ™" para x = 0, 1. Por la definicién 4.6, tenemos asi

My () =e"(1 —8) +e"9=1+08( 1)

dc manera que el teorema 7.3 produce

Me(t) = TI{1 + 8(¢ — 1)] =[1 +8(e — 1)]"
i=]

Esta funcién generatriz de momentos se identifica rdpidamente como la de la distribu-
<16n binomial con los pardmetros n y 8. Por supuesto, Y =X, + X, + - + X, esel
nimero total de éxitos en n ensayos, puesto que X, es el ntimero de éxitos en el pri-
mer intento, X, es ¢l nimero de éxitos en el segundo intento, ..., y X, es el ndmero de
éxitos en el nésimo intento. Como veremos mads adelante, esta es una manera muy fruc-
tifera de ver la distribucién binomial.

EJERCICIOS

7.55 Usc la técnica de la funcién generatriz de momentos para rehacer el ejercicio 7.35.

7.56 Encuentre la funcion generatriz de momentos de la distribucién binomial nega-
tiva al hacer uso del hecho que si &k vanables aleatorias independientes tienen
distribuciones geométricas con el mismo pardmetro 8. su suma es una variable
alcatoria que ticne la distnbucion binomial negativa con los pardmetros 6 y k.
(Sugerencia: use el resultado del ejercicio 5.37.)
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7.57 Si n variables aleatorias independientes tienen la misma distribucién gamma

7.58

159

7.60

con los pardmetros a y B, encuentre la funcién generatriz de momentos de su
suma y, si es posible, identifique su distribucién.

Si n variables aleatorias independientes X, tienen distribuciones normales con
las medias y, y las desviaciones estdndar o,, encuentre la funcién generatriz de
momentos de su suma e identifique la distribucién correspondiente, su media y
su varianza.

Demuestre la siguiente generalizacion del teorema 7.3: Si X, X,,... y X, son va-
riables aleatorias independientesy Y = a4, X, + 4,X,; + - + a, X, . entonces

My(r) = TT Mx (o)

donde My (1) es el valor de la funcién generatriz de momentos de X en ¢

Use el resultado del ejercicio 7.59 para mostrar que, si # variables aleatorias
independientes X; tienen distribuciones normales con las medias u,; y las des-
viaciones estdndar o, entonces ¥ =a, X, + a;X; + -+ + a, X tiene una distri-
bucién normal. ;Cudles son la media y la desviacién estdndar de esta dis-
tribucién?

APLICACIONES

7.61

7.62

7.63

7.64

Una abogada ticne un niimero privado en ¢l cual recibe en promedio 2.1 llama-
das cada media hora y un mimero que se encuentra en ¢l directorio telefénico
en el cual recibe en promedio 10.9 llamadas cada media hora. Si se puede su-
poner que los nimeros de llamadas que recibe en estos teléfonos son variables
aleatorias independientes que tienen distribuciones de Poisson, ;cudles son las
probabilidades de que en media hora ella reciba en total

(a) 14 llamadas: (b) cuando mucho seis llamadas?

En un periddico, un vendedor de autos anuncia un Chrysler Le Baron 1993, un
Ford Escort 1991, y un Buick Skylark 1994, Si el nimero de entrevistas que ten-
dré sobre estos autos se puede considerar como variables aleatorias indepen-

dientes que tienen distribuciones de Poisson con los pardmetros A, = 3.6,
A, = 58y Ay = 4.6, ;cudles son las probabilidades de que en total tenga

{(a) menos de 10 entrevistas sobre estos autos;

{b) cualquier nimero entre 15 y 20 entrevistas sobre estos autos;

(c) al menos 18 entrevistas sobre estos autos?

Con respecto al ejercicio 7.62, ;cudl es la probabilidad de que el vendedor de

autos tenga seis entrevistas sobre el Ford Escort 1991 y ocho entrevistas sobre
los otros dos autos?

Si el mimero de quejas que un negocio recibe por dia es una variable aleatoria
que tiene la distribucién de Poisson con A = 3.3, ;cudles son las probabilida-
des de que recibird

{a) dos quejas en un dia dado;
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(b) cinco quejas en total en dos dfas cualquiera;
(c) al menos 12 quejas en total en tres dfas dados cualquiera?

7.65 El nimero de peces que una persona pesca por hora en Woods Canyon Lake
es una variable aleatoria que tiene la distribucion de Poisson con A = 1.6.
¢ Cudles son las probabilidades de que una persona que pesca ahf atrapard

(a) cuatro peces en 2 horas;
(b) al menos dos peces en 3 horas;
{c) cuando mucho tres peces en 4 horas?

7.66 Si el nimero de minutos que tarda un empleado en una estacién de servicio pa-
ra balancear un neumdtico es una variable aleatoria que tiene la distribucién
exponencial con el parametro 8 = 5, ;cuéles son las probabilidades de que el
empleado tardara

(a) menos de 8 minutos en balancear dos neumiticos;
(b) al menos 12 minutos para balancear tres neuméticos?

7.67 Si el nimero de minutos que un doctor dedica a un paciente es una variable alea-
toria que tiene una distribucién exponencial con el pardmetro # = 9, ;cudles son
las probabilidades de que ¢l doctor tardara al menos 20 minutos para tratar

(a} un paciente: {b) dos pacientes: {c) tres pacientes?

REFERENCIAS

El uso de la transformacion de la integral de probabilidad en problemas de simulacién se
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8.6 LA DISTRIBUCION F

8.7 ESTADISTICAS DE ORDEN

8.1 INTRODUCCION

La estadistica s¢ ocupa principalmente de las conclusiones y las predicciones provenien-
tes de los resultados fortuitos que ocurren en experimentos o investigaciones cuidadosa-
mente planeadas. En el caso finilo, estos resultados fortuitos constituyen un subconjunto,
o muestra, de las mediciones u observaciones de un conjunto mayor de valores liamado
poblacién. En el caso continuo generalmente son valores de variables aleatorias distribui-
das en forma idéntica, a cuya distribucién nos referimos como distribucién de poblacién
o poblacién infinita muestreada. La palabra “infinita” implica que, hablando en forma 16-
gica, no hay limite al niimero de valores que podrian observarse.

Todos estos términos se usan aqui en forma poco convencional. Si una cientifica
debe escoger y después pesar cinco de 40 conejillos de india como parte de un experimen-
to, a persona sin conocimientos en la materia podria decir que los conejilos que ella se-
lecciona constituyen una muestra. Asi es como el término “muestra” se usa en el lenguaje
cotidiano. En estadistica, es preferible considerar los pesos de los cinco conejillos de in-
dias como una muestra de la poblacién, que consiste en el peso de todos los 40 conejillos
de indias. En esta forma la poblacién, asi como la muestra, consiste en nimeros. Tam-
bién, supongamos que, para estimar ¢l promedio de la vida itil de cierta clase de transis-
tor, un ingeniero selecciona 10 de estos transistores, los prueba durante cterto periodo, v
registra para cada uno la hora en que se descompone. S1 estas horas de descompostura
son valores de variables aleatorias que tienen una distribucién exponencial con parame-
tro 8. decimos que conslituyen una muestra de esta poblacién exponencial.

Como bien nos podemos imaginar, no todas las muestras se prestan a generaliza-
ciones vilidas sobre la poblacién de donde vimieron. De hecho. la mayoria de los mé-
todos de inferencia que se examinan en este libro se basan en la suposicién de que
estamos tratando con muestras aleatorias. En la prictica. a menudo tratamos con mues-

266
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tras aleatorias de poblaciones finitas. pero suficientemente grandes para tratarse como
si fueran infinitas. Asi, la mayoria de la teoria estadistica y la mayoria de los métodos
que examinaremos se aplican a muestras de poblaciones infinitas, y empezaremos aqui
con una definicién de muestras aleatorias de poblaciones infinitas. Las muestras alea-
torias de poblaciones finitas se tratardn mads adelante en la seccién 8.3.

DEFINICION B.1  Si X, X,,..., X, son variables aleatorias independientes y dis-
tribuidas en forma idéntica, decimos que constituyen una muestra aleatoria de la
poblacidén infinita dada por su distribucién comun.

St f{x,.x;.....x,} es el valor de la distribucidn conjunta de un conjunto tal de varia-
bles aleatorias en (xl,xz, ,x,,). podemos escribir

f(-’-’l-xz-—u X,) = iIlﬂxi)

donde f{x,) es el valor de la distribucién de la poblacién en x,. Observe que la defini-
ci6n 8.1 y ¢l andlisis subsecuente se aplican sélo al muestreo con reemplazo de pobla-
ciones finitas; €l muestreo sin reemplazo de poblaciones finitas se examina en las
péginas 272 y 273.

Las inferencias estadisticas suelen basarse en las estadisticas. esto es, en variables
aleatorias que son funciones de un conjunto de variables aleatorias X, X5,.... X,, que
constituyen una muestra aleatoria. Ejemplos de lo que significa “estadisticas™ son la
media de la muestra y la varianza de la muestra.

DEFINICION 8.2 Si X, X,,.... X, constituyen una muestra alcatoria entonces

2 X
Y = A=l
X = n

se llama la media de la muestra y
2 (Xt - :‘;)2

SZ_____ =]
n-=1

se¢ llama la varianza de la muestra.t

Como se dan aqui, estas definiciones solo se aplican a muestras aleatorias, pero la me-
dia de la muestra y la varianza de la muestra se pueden definir de la misma manera pa-
ra cualquier conjunto de variables aleatorias X, X3,.... X,,.

También es comun aplicar los términos “muestra aleatoria™, “cstadistica”, “me-
dia de la muestra™ y “varianza de la muestra™ a los valores de las variables alcatorias

T La razdn de dividir entre n — 1 en vez de la eleccion aparentemente mas (6gicd, 1, se explicard
<n la seccién 10.3.
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en vez de a las variables aleatorias en sf. Intuitivamente, ¢sto tiene més sentido y se
apega al uso coloquial. Asf, podriamos calcular
A

3 3 (5 - )

y 2=

h n—1

para los datos observados de la muestra y referirse a estas estadfsticas como la media de
la muestra y la varianza de la muestra. Aqui, las x;, ¥ y s* son valores de las variables
aleatorias correspondientes X;, X y 52. Ciertamente, las férmulas para ¥ y s? s¢ usan aun
cuando tratamos con cualquier clase de datos, no necesariamente con datos de muestreo,
en cuyo caso nos referimos a ¥ y s° simplemente como la media y la varianza.

Se debe entender que aquf hemos presentado X y S? meramente como ejemplos
de estadfsticas y que hay muchas otras estadisticas que se presentardn més adelante en
este capftulo y en capftulos subsecuentes.

8.2 LA DISTRIBUCION DE LA MEDIA

Puesto que las estadisticas son variables aleatorias, sus valores variardn de muestra a mues-
tra, y es costumbre referirse a sus distribuciones como distribuciones de moestreo. La ma-
yor parte del resto de este capftulo se dedicard a las distribuciones de muestreo de
estadisticas que juegan un papel importante en las aplicaciones.

Primero estudiemos un poco de teoria sobre Is distribucién de muestreo de la me-
dia, haremos sélo algunas suposiciones muy generales sobre la naturaleza de las pobla-
ciones muestreadas.

TEOREMA 8.1 Si X, X,,..., X, constituyen una muestra aleatoria de una po-
2

blacién infinita con la media u y la varianza o, entonces
- — g""
E(X)=n y var(X) =%

Demostracién. Hagamos Y = X en el teorema 4.14 y por tanto al hacer

i
4, = =, obtenemos
n
— | l

puesto que E(X;) = p. Entonces, por el corolario del teorema 4.14, concluimos que

var(X) = I'“illz-o-2=n(l2-a-2)=£ v

n n n

Se acostumbra escribir £(X ) como w3 y var(X) como o5 y referirse a oy co-
mo el error estandar de 1a media. La férmula para el error estdndar de la media,
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g = %, muestra que la desviacién estandar de la distribucién de X disminuye

cuando n, ¢l tamaiio de la muestra, se aumenta. Esto significa que cuando n se vuelve
mayor y en realidad tenemos mds informacién (los valores de mds variables aleatorias),
podemos esperar valores de X mds cercanos a x, la cantidad que se proponen estimar.
Si nos referimos al teorema de Chebyshey como se planted en el ejercicio 4.40, pode-
mos expresar esto formalmente de la siguiente manera

TEOREMA 8.2 Para cualquier constante positiva ¢, la probabilidad de que X asu-
mird un valor entre p — ¢y ¢ + ¢ es cuando menos

-
a

~ nd

Cuando n -+ 00, esa probabilidad se aproxima a 1.

Este resultado, llamado ley de nimeros grandes. ¢s de interés teérico primordial-
mente. De mucho mas valor prictico es el teorema del limite central, uno de los teoremas
mds importantes de la estadfstica, que tiene que ver con la distribucién limite de la media
estandarizada de n variables aleatorias cuando n — oo. Aquf s6lo demostraremos este teo-
rema para el caso donde las » variables alcatorias son una muestra aleatoria de una po-
blacién cuya funcién generatriz de momentos existe. En los ejercicios 8.7 y 8.9 s¢ dan
condiciones mds generales bajo las cuales este teorema es vélido, y al final de este capitu-
lo se hace referencia a las condiciones més generales en que este teorema es vélido.

TEOREMA 8.3 (Teorema del limite central) Si X,. X;,.... X, constituyen una
muestra aleatoria de una poblacién infinita con la media u, la varianza o’ y la
funcién generatriz de momentos M, {t). entonces la distribucién limite de

_X—u
Z= a/\Vn

conforme n — o¢ es la distribucién normal estdndar.

Demostracién.  Si primero usamos la tercera parte del leorema 4.10 y des-
pués usamos la segunda, obtenemos

o

M) = Mgy (0 = e Vomteg (YE0)

o/vVn

-\ ile _( t )
=e M| —=
"X\ eVn

Puesto que nX = X, + X; + - + X,. se sigue por el teorema 7.3 que
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My (1) = & Vime. [Mx(o,:/;)]"

y por tanto que
\/_ pr

+ n-ln Mx(;\/'—')

. U . .
Expandimos MX(—\/_) como una serie exponencial en ¢, y obtenemos
oVn

Vn ut
a

In M,{t) =

,
. 4 s
+n-ln[1+u,a\/5+pzza +p3603\/—+ ]

donde w}. a5 y uy son los momentos alrededor del origen de la distribucién de
poblacién, esto es, aquellos de las variables aleatorias originales X).

Si n es lo suficientemente grande, podemos usar la expansién de In(1 + x)
como una serie exponencial en x (como c¢n la pdgina 223), y obtenemos

In ﬂfz(f) = -

Ve {[ : Y. ]
lan(f)— o +n #1 V’—I+’L4202n+p3603n\’/r—1+

_l["+-'2+- e +...]2
2M e vn T P2 200 T P eenvn

+1[. PR _r__+]_}
3 a avn M2 e 6o’nVn
Después, reunimos las potencias de ¢, y obtenemos

' ’ 12
In My (1) = (—\/:E'“ + \/'_('7“‘ ): + (% - ;—c‘r—):’

+( By Blc@) ui’ )z._,_
60’ Vn 203\/— 3c*Vn
ypuestoque () = pyuy; — py = a*. esto se simplifica a

k!
H j.l. #1 ﬂ '
k| 1452 I 1 )

lnM;(r)-—F+(6 5 vt

Finalmente, al observar que el coeficiente £ es una constante multiplicada por

i . .
7 y en general, para r = 2, el coeficiente de ¢ es una constante multiplicada
"

. obtenemos

1
or
P \/nr—Z
, 1
lim In M;(1) = Erz

y por tanto
lim My (1) = Ll
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puesto que el lfmite de un logaritmo es igual al logaritmo del limite (a condicién
de que estos limites existan). Identificamos la funcién generatriz de momentos a
la que hemos llegado como la de la distribucién normal estindar, sélo necesita-
mos los dos teoremas enunciados en la pagina 224 para completar la demostra-
cién del teorema 8.3. v

Algunas veces, ¢l teorema del limite central se interpreta incorrectamente como
si implicara que la distribucién de X' se aproxima a una distribucién normal cuando
n — oc. Esto es incorrecto porque var( X } = 0 cuando n — oo; por otra parte, el teore-
ma del Itmite central justifica la aproximacién de la distribucién de X con una distribu-

-

i i i o .
cién normal que tenga una media p y la varianza —- cuando » es grande. En la préctica,

esta aproximacion se usa cuando #n Z 30 sin importar la forma real de la poblaciéon mues-
treada. Para valores menores de n la aproximacién es dudosa, pero vea el teorema 8.4,

EJEMPLO 8.1

Una méquina de refrescos estd arreglada para que la cantidad de bebida que sirve sea
una variable aleatoria con una media de 200 mililitros y una desviacién estdndar de 15
mililitros. ;Cuidl es la probabilidad de que la cantidad promedio (media) servida en una
muestra aleatoria de tamafio 36 sea al menos de 204 mililitros?

Solucion

De acuerdo al teorema 8.1, la distribucién de X tiene la media g = 200 y

la desviacion estdndar og = —E— = 2.5, y de acuerdo al teorema del limi-
V36

te central, esta distribucién es aproximadamente normal. Puesto que z =

204 — 200 -

———-— = 1.6, se sigue de la tabla IIl que P(X & 204) = P(Z & 1.6) =

2.5
0.5000 — 0.4452 = 0.0548. A

Es interesante advertir que cuando la poblacién que estamos muestreando es nor-
mal, {a distribucién de X es una distribucién normal sin importar el tamafio de ».

TEORFEMA 84 Si X es la media de una muestra aleatoria de tamafio # de una
poblacién normal con la media u y la varianza o7, su distribucién de muestreo es
una distribucién normal con la media u y la varianza o’/n.

Demostracién. De acuerdo con los teoremas 4.10 y 7.3, podemos escribir

My(1) = [MV(%)]

¥ puesto que la funcién peneratriz de momentos de una distribucién normal con
la media g v la varianza o’ estd dada por
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My (1) = cm-r%,tz’

de acuerdo al teorema 6.6, obtenemos

Mzg(t) = [e"'i‘f%(f.)”’]'

Esta funcion generatriz de momentos se ve en seguida que es la de una distribucién
normal con la media u y la varianza o/n, y para completar la demostracién del
teorema 8.4 s6lo tenemos que referirnos a los dos teoremas de 1a pégina 224. v

8.3 LA DISTRIBUCION DE LA MEDIA: POBLACIONES FINITAS

Si un experimento consiste en seleccionar uno o més valores de un conjunto finito de
mimeros {c,, ¢;, ..., ¢y}, €ste conjunto se conoce como poblacitn finita de tamaio N.
En la definicién que sigue se supondra que estamos muestreando sin reemplazo de una
poblacién finita de tamafio N.

DEFINICION 8.3 Si X, es el primer valor sacado de una poblacién finita de ta-

mafio N, X, es el segundo valor sacado, ..., X, es el nésimo valor sacado, y la dis-
tribucién de probabilidad conjunta de estas n variables aleatorias estd dada por
1

fxoxe ) = g =y N A T 1)

para cada ntuplo ordenado de valores de estas variables aleatorias, entonces se dice
que X), X; y X, constituyen una muestra aleatoria de la poblacién finita dada.

Como en la definicién 8.1, la muestra aleatoria es un conjunto de variables aleatorias,
pero, aqu{ una vez més, también es comin aplicar el término “muestra aleatona” a los
valores de las variables aleatorias, esto es, a los nimeros reales extrajdos.

De la distribucién de probabilidad conjunta de la definicién 8.3, se sigue que la
probabilidad de cada subconjunto de n de estos N elementos de la poblacion finita (sin
importar el orden en el cual se saquen los valores) es

MN—Unan—n+U=(;)

A menudo esto se da como una definicién alternativa o como un criterio para la selec-
cién de una muestra aleatonia de tamafio n de una poblacién finita de tamaiio N: cada

N
una de las ( " ) muestras posibles debe tener la misma probabilidad.
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También se sigue de la definicién 8.3 de la distribucién de probabilidad conjunta
que la distribucién marginal de X, estd dada por

1
f('tr) = F para kX, = €1,€2+.c- 4N

parar = 1,2,...,n, y nos referimos a la media y la varianza de esta distribucién uni-
forme discreta como la media y la varianza de la poblacién finita. Por consiguiente,

DEFINICION 8.4 La media y la varianza de la poblacién finita {c,, c;....,cx}
son

ud 1 2 N 21
=Sk y = Sa-wtd

f=1 =]

Finalmente, de la definicién 8.3 de la distribucién de probabilidad conjunta se si-
gue que la distribucidén marginal conjunta de dos variables aleatorias cualesquiera
X1, X;, ..., X, estd dada por

1
glx,.x,) = NN-1)

para cada par ordenado de elementos de la poblaci6n finita. Asf, podemos demostrar que

TEOREMA 8.5 Si X, y X, son las résima y el sésima variables aleatorias de una mues-
tra aleatoria de tamafio » sacada de una poblacion finita {¢,. c;. ..., ¢y}, entonces

0,2

cov(X,. X,) = v

Demostracion. De acuerdo con la definicién 4.9

COV(XHX:) = 2 2 N(N € “')(C;' - Ju')

i=] j=1

i)
v
- sy e ] Sta-w
oy
N
y puesto que E (¢, = )= D (¢ — 1) = (¢, — n)=—(c; — u). obtenemos

J=1 =1
i
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CO\'(X,.X,) = = m' 2(0,- - p.)z

i=1

Al hacer uso de todos estos resuttados, demostremos ahora el siguiente teorema,
el cual corresponde al teorema 8.1 para muestras aleatorias de poblaciones finitas.

TEOREMA 8.6 Si X es la media de una muestra aleatoria de tamafio n de una
poblacidn finita de tamafio N con la media u y la varianza o, entonces

? N
E(X)=n y var(X) = 52—
Demostracién. Sustituimos g, = % var(X,) = o7, y cov(X,, X;) =
2
- NU_ ] en la férmula del teorema 4.14, y obtenemos
— A |
E(X) = 2{ el
y
= o 1 1 a?
= —g? + 2. ==
wi(X)= 3 5o +2- 53 =(-%57)
o’ nin—1) 1 ( o’ )
BTN T A (v
N ET.
n N-—-1

Es interesante observar que las férmulas que obtuvimos para var( X ) en los teo-

N
remas 8.1 y 8.6 sélo difieren por el factor de correccién por poblacion finita N = T 3

Ciertamente cuando N es grande comparado con 7, la diferencia entre las dos férmu-

las para var( X ) suele ser despreciable y la férmula o3 = % se usa a menudo como

t Puesto que hay muchos problemas que nos interesan en la desviacién estdndar mds que ¢n la vanianza.

N_lenw.-zdeN__l.

el término “factor de correccidn por poblacion finita™ a menudo se refiere & Por

supuesto, esic no importa en tanto el uso se entienda claramente.
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una aproximacién cuando estamos muestreando a partir de una poblacién finita gran-
de. Una regla empirica general ¢s usar esta aproximacion cuando la muestra no cons-
tituye mds del 5% de la poblacién.

EJERCICIOS

8.1 Use el corolario del teorema 4.15 para mostrar que st X, X;,..., X, constitu-

yen una muestra aleatoria de una poblacioén infinita, entonces
cov(X, — X, X) =
parar =1,2,....n

8.2 Use el teorema 4.14 y su corolario para mosirar que si Xjy, Xyp,.... Xig, .

Xn. Xz, ..., Xy, son variables aleatorias independientes, donde la primeras n,
constituyen una muestra aleatoria de una poblacién infinita con 1a media u, y
la varianza o} y las otra n, constituyen una muestra aleatoria de una poblacién
infinita con la media u- y la varianza o3, entonces

(8) E(X, = Xz} = = a2

L ol ol
(b) var(X, — X,) = ;:— + ?f-

8.3 Con respecto al ejercicio 8.2, demuestre que si las dos muestras vienen de po-

blaciones normales. entonces X, — X, €s una variable aleatoria que tiene la
o} or2
distribucién normal con la media 4, — u, y la varianza T + . (Sugerencia:

proceda como en la demostracién del teorema 8.4.)

8.4 Si Xi. Xa..... X, son variables aleatorias independientes que tienen distribucio-

8.6

8.7

nes de Bernoulll idénticas con el parémetrof entonces X es la proporcién de
éxitos en 1 intentos, lo que denotamos con 8. Verifique que

(@) E(0) =0
(b) var(©) = ————)

S1 las primeras n, variables aleatorias del ejercicio 8.2 tienen distribuciones de
Bernoulli con el pardmetro 8, v las otras n, variables aleatorias tienen distribu-
ciones de Bernoulli con el pardmetro 8,. demuestre que. en la notacién del ejer-
cicio 8.4,

(a) E(él ~8,) =6, - 6

a 6,(1 - 8,) + 8:(1 — 6,)

(b) var(él - 6,) = n n,

Demuestre el teorema 6.8, considere las variables aleatorias binomiales como en
la pégina 263, esto es, como sumas de variables aleatorias de Bernoulli indepen-
dientes distribuidas en forma idéntica y utilice el tecorema del limite central.

Lo siguiente es una condicién suficiente para el teorema del limite central: si las
variables aleatorias X, X;, ... . X, son independientes y uniformemente limita-
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das (esto es, existe una constante positiva k tal que la probabilidad es cero de
que una de las variables aleatorias cualesquiera X; asumird un valor mayor que
k 0 menor que —k), entonces si la varianza de

Y:,=X1+Xz+-”+X,,

se vuelve infinita cuando n — oo, la distribucién de la media estandarizada de
X, se aproxima a la distribucién normal estdndar. Muestre que esta condicién
suficiente es vélida para una serie de variables aleatorias independientes X;que
tienen las respectivas distribuciones de probabilidad

1 i
parax;, =1 — (5)

1 i
-— - — 1
para x; (2)

Considere la serie de variables aleatorias independientes X, X,, X;,... que
tienen las densidades uniformes

1 1
—_— para0<x,-<2—?

f(xf)= 2_:_'

0 en cualquier otra parte

.f(li) =

B B =

Use la condicién suficiente del ejercicio 8.7 para mostrar que el teorema del )f-
mite central es vélido.

8.9 La siguiente cs una condicién suficiente, la condicidn Laplace-Liapounoff, para

el teorema del limite central: si X, X3, X;,... €5 una serie de variables aleato-
rias independientes, cada una de las cuales tiene un tercer momento absoluto

¢ = E(|X; — ﬂ'ilj)
ysi
Jim [var(}f.)]-%- Se=0
Shtat i=1
donde Y, = X, + X, + --- + X, entonces la distribucion de la media estan-
darizada de las X; se aproxima a la distribucién normal estindar cuando

n — oo. Use esta condicién para demostrar que el teorema del limite central es
vélido para la serie de variables aleatorias del ejercicio 8.7.

8.10 Use la condicion del ejercicio 8.9 para mostrar que ¢l teorema del limite cen-

tral es vélido para la serie de variables aleatorias del ejercicio 8.8.

8.11 Explique por qué, cuando muestreamos con reemplazo de una poblacién fini-

ta, se aplican los resultados del teorema 8.1 en vez de los del teorema 8.6.

8.12 Explique los resultados del ejercicio 5.45 a la luz del teorema 8.6.
8.13 Si una muestra aleatoria de tamafio n se selecciona de la poblacién finita que

consiste de los enteros 1, 2,..., N, demuestre que:
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(a) lamediadefesN; 1:
(b) la varianza de X es (¥ + LV~ n);
12n
(c) lamediay la varianzade Y = n- X son
+ + -
E(r) = W2y vary) = M)

(Sugerencia: consulte el apéndice A o los resultados del ejercicio 5.1.)

8.14 Encuentre la media y la varianza de la poblacidn finita que consiste de los 10
mimeros 15, 13, 18,10, 6,21, 7,11, 20y 9.

8.15 Demuestre que la varianza de la poblacidn finita {c,.c;,..., cy} se puede es-
cribir como
N
S
1 d=l 2
i 4 N I
También, use esta férmula para recalcular la varianza de la poblacién finita del

ejercicio 8.14.

8.16 Muestre que, andloga a la férmula del ejercicio 8.15, la férmula para la varian-
za de la muestra se puede escribir como

fo _
Sz=,§ _ nX?

n—1 n—1

También, use esta fGrmula para calcular la varianza de los siguientes datos de
muestreo sobre el mimero de llamadas de servicio que recibe el operador de un
camién gria en ocho dias de trabajo consecutivos: 13, 14, 13, 11, 15, 14,17 y 11.

8.17 Demuestre que la férmula para la varianza de la muestra se puede escribir como
n n 2
(5%)-(£x)
s = =1 =1
n(n—1)

También, use esta férmula para recalcular la varianza de los datos de la mues-
tra del ejercicio 8.16.

APLICACIONES

8.18 ;Cudntas muestras diferentes de tamafio n = 3 se pueden sacar de una pobla-
cién finita de tamaiio

(a) N =12 (b) N=20; (¢) N =507
8.19 ;Cuadl es la probabilidad de cada muestra posible si

(a) se va a sacar una muestra aleatoria de tamafio n = 4 de una poblacién fi-
nita de tamafio N = 12:
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8.20

8.22

823

8.25

8.26

8.27

8.28

Distribuciones de muestreo

(b) se va a sacar una muestra aleatoria de tamaiio n = 5 de una poblacion fi-
nita de tamafio N = 22?7

Si se saca una muestra aleatoria de tamaifio n = 3 de una poblacién finita de
tamafio N = 50, ;cudl es la probabilidad de que un elemento en particular de la
poblacion se incluird en la muestra?

Para muestras aleatorias de una poblaci6n infinita, ;qué pasa con el error es-
tAndar de la media si el tamafio de la muestra se

(a) aumenta de 30 a 120;
{b) aumenta de 80 a 180;
{c) disminuye de 450 a 50;
{d) disminuye de 250 a 40?

"ara
P

Encuentre el valor del factor de correccién por poblacién finita N

(a) n=5yN =200

(b) n=50yN = 300;

(c) n=200yN = B0C.

Se toma una muestra aleatoria de tamafio n = 100 de una poblacién infinita

con la media u = 75 y la varianza o = 256.

(a) Con base en el teorema de Chebyshev, icon qué probabilidad podemos
afirmar que el valor que obtenemos para X caera entre 67 y 83?

(b) Con base en el teorema del limite central, ;con qué probabilidad podemos
afirmar que el valor que obtenemos para X caeré entre 67 y 83?

Una muestra aleatoria de tamafio n = 81 se toma de una poblacion infinita con
la media 4 = 128 y la desviacién estdndar o = 6.3. ;Con qué probabilidad
podemos afirmar que el valor que obtenemos para X no caers entre 1266 y
129.4 si usamos

(a) el teorema de Chebyshev;

(b) el teorema del limite central?

Vuelva a resolver el inciso (b) del ejercicio 8.24, suponiendo que la poblacién
no es infinita sino finita y de tamafio N = 400.

Se tomard una muestra aleatonia de tamafio n = 225 de una poblacién expo-
nencial con & = 4, Con base en el teorema del limite central, ;cudl es la pro-
babilidad de que la media de la muestra excedera 4.5?

Se tomaré una muestra aleatoria de tamafio n = 200 de una poblacién unifor-
me con a = 24 y 8 = 48. Basado en el teorema del limite central, ;cual es la
probabilidad de que la media de la muestra serd menor que 357

Se toma una muestra aleatoria de tamafio 64 de una poblacién normal con
p = 514 yo = 68, (Cudl es la probabilidad de que la media de la muestra
{a) excederd 52.9;

(b) caeré entre 50.5 y 52.3;

(c) serd menor que 50.67
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8.29 Se toma una muestra aleatoria de tamafio 100 de una poblacién normal con
o = 25. ;Cudl es la probabilidad de que la media de la muestra diferird de la
media de la poblacién por 3 0 mds en cualquier direccién?

8.30 Se toman muestras aleatorias independientes de tamaiio 400 de cada una de dos
poblaciones que tienen medias iguales y desviaciones estdndar o, = 20 y
o, = 30. Al usar cl teorema de Chebyshev y el resultado del ejercicio 8.2, ;qué
podemos afirmar con una probabilidad de al menos 0.99 sobre el valor que ob-
tendremos para X, — X,? (Por “independiente™ queremos decir que las mues-
tras satisfacen las condiciones del ejercicio 8.2.)

8.31 Suponga que las dos poblaciones del ejercicio 8.30 son normales y use el resul-
tado del ejercicio 8.3 para encontrar & tal que

P(—k < X, — X, < k) =099

8.32 Se toman muestras aleatorias independientes tamafio ny = 30 y n; = 50 de
dos poblaciones normales que tienen las medias u; = 78 y u, = 75 y las va-
rianzas o; = 150 y @3 = 200. Use los resultados del ejercicio 8.3 para encon-
trar la probabilidad de que la media de la primera muestra exceders la de la
segunda muestra por al menos 4 8.

8.33 La proporcién real de familias que en cierta ciudad son duefias de sus casas, en
vez de rentarlas, es 0.70. Si se entrevistan aleatoriamente 84 familias en esta ciu-
dad y sus respuestas a la pregunta de si son duefias de sus casas se consideran
como valores de variables aleatorias independientes que tienen distribuciones
de Bernoulli idénticas con el pardmetro § = 0.70, ;con qué probabilidad pode-
mos afirmar que el valor que obtenemos para la muestra de la proporcién 0
caerd entre 0.64 y 0.76, use ¢l resultado del ejercicio 8.4 y

(a) cl teorema de Chebyshev;
(b) el teorema del limite central?

8.34 La proporcién real de hombres que favorecen cierta propuesta de impuestos es
.40 y la proporcién correspondiente de mujeres es 0.25; aleatoriamente se en-
trevistan n; = 500 hombres y 1, = 400 mujeres y sus respuestas individuales
se consideran como los valores de variables aleatorias independientes que tie-
nen distribuciones de Bernoulli con los respectivos pardmetros 8, = 0.40 y
6, = 0.25. ;Qué podemos afirmar, de acuerdo al teorema de Chebyshev, con
una probabilidad de al menos 0.9375 sobre el valor que obtendremos para
(?), - éz. la diferencia entre las dos muestras de proporciones de respuestas
favorables? Use el resultado del ejercicio 8.5.

8.4 LA DISTRIBUCION i CUADRADA

En el ejemplo 7.9 demostramos que si X tiene la distribucién normal estdndar, enton-
ces X* tiene la distribucién gamma especial, a la cual nos referimos como distribucién
ji cuadrada. y esto explica el papel importante que la distribucién ji cuadrada tiene en
problemas de muestreo de poblaciones normales. La distribucién ji cuadrada a menu-
do se denota como “distribucién y°" donde x es la letra miniiscula griega ji. También
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usamos x’ para los valores de las variables aleatorias que tienen distribuciones ji cua-
drada, pero nos abstendremos de denotar las variables aleatorias correspondientes con
X2, donde X es la letra mayiscula griega ji. Esto evita tener que reiterar en cada caso
si X es una variable aleatoria con valores x o una variable aleatoria con valores y.

Revisemos algunos de los resultados de la secci6n 6.3, una variable aleatoria X
tiene la distribucién ji cuadrada con v grados de libertad si su densidad de probabili-
dad estd dada por

1 e
—x/2 >
fix) = L 7T (r2) e parax > 0
0 en cualquier otra parte

La media y la varianza de la distribucién ji cuadrada con v grados de libertad son v y
2v, y su funcién generatriz de momentos estd dada por

My(t) = (1 — 20)"

La distribucion )i cuadrada tiene varias propiedades matematicas importantes,
que s¢ dan en los teoremas 8.7 a 8.10. Primero, enunciemos formalmente el resultado
del ejemplo 7.9, al cual nos referimos anteriormente

TEOREMA 8.7 Si X tiene la distribucién normal estindar, entonces X? tiene la
distribucién ji cuadrada con » = 1 grados de libertad.

Mis generalmente, demostremos que

TEOREMA 88 Si X, X, .. X, son variables aleatorias independientes que tie-
nen distribuciones normal estdndar, entonces

H
Y= 3 X
im]

tiene la distribucién ji cuadrada con v = n grados de libertad.

Demostracién. Al usar la funcién generatriz de momentos dada arriba
con v = 1 y el teorema 8.7, encontramos que

-1
Ma()=(1-2)"?
y se sigue, por el teorema 7.3, que

My (1) = ]'1 (1- 2:)'% =(1- z.r)‘%

i=]
Esta funcién generatriz de momentos se identifica en seguida como la de la dis-
tribucién ji cuadrada con v = n grados de libertad. v
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Dos propiedades adicionales de la distribucién ji cuadrada se dan en los dos teo-
remas que siguen; se pedird al lector que los demuestre en Jos ejercicios 8.35 y 8.36.

TEOREMA 89 Si X|. X,,.... X, son variables aleatorias independientes que tie-
nen distribuciones ji cuadrada con »,, »,, ..., ¥, grados de libertad, entonces

Y = EX,

tiene la distribucién ji cuadrada con v, + », + --- + », grados de libertad.

TEOREMA 8.10 Si X, y X, son variables aleatorias independientes, X, tiene la
distribucién ji cuadrada con v, grados de libertad, y X, + X, tiene la distribu-
¢ién )i cuadrada con » > », grados de libertad, entonces X, tiene la distribucién
ji cuadrada con » — », grados de libertad.

La distribucidn ji cuadrada tiene muchas aplicaciones importantes, varias de las
cuales se examinan en los capftulos 10 al 13. Las més destacadas, son aquellas basadas
directa o indirectamente en el siguiente teorema.

TEOREMA 8.11 Si X y 5% son la media y la varianza de una muestra aleatoria
de tamafio n de una poblacién normal con la media & y la desviacién estandar o,
entonces
1. X y §? son independientes;
(n = 1)§¢

2. La variable aleatoria ~———— tiene la distribuci6n ji cuadrada con
o

n — 1 grados de libertad.

Demostracion. Puesto que una demostracion detallada de la parte 1 reba-
sarfa el alcance de este libro, supondremos la independencia de X y §% en nues-
tra demostracién de la parte 2. Ademds de las referencias a las demostraciones
de la parte 1 al final de este capitulo, el gjercicio 8.46 bosqueja los pasos princi-
pales de una demostracién un poco més simple basada en la idea de una funcién
generatriz de momentos condicional, y el ejercicio 8.45 pedird al lector que de-
muestre la independencia de X y $° para el caso especial donde n = 2.

Para demostrar la parte 2, empezamos con la identidad

g(z\’.—u)’= é(""_ X7+ n(X - u)

que se pedird al lector verifique en el ejercicio 8.37. Ahora, si dividimos cada tér-

L]
mino entre o y sustituimos (n — 1)5? en vez de >(x - I’)z. se sigue que
i=1

St -0 ()
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En cuanto a los tres términos de esta identidad, sabemos por el teorema 8.8
que la que esta en el lado izquierdo de la ecuacién es una variable aleatoria que
tiene la distribucién ji cuadrada con n grados de libertad. También, segiin los teo-
remas 8.4 y 8.7, el segundo término en el lado derecho de la ecuacién es una va-
riable aleatoria que tiene la distribucién ji cuadrada con 1 grado de libertad.
Ahora, puesto que se supone que X y 52 son independientes, se sigue que los dos
términos en el lado derecho de la ecuacién son independientes, y concluimos por

(n — 1)8?

el teorema 8.10 que ~———— es una variable aleatoria independiente que tiene
o

una distribucién ji cuadrada con n — 1 grados de libertad. v

Puesto que la distribucién ji cuadrada se presenta en muchas aplicaciones impor-
tantes, se han tabulado extensivamente las integrales de su densidad. La tabla V con-
tiene los valores de xﬁ', para o = 0.995, 0.99, 0.975, 0.95, 0.05, 0.025,0.01 y 0.005,y » =
1.2...., 30, donde x. , es tal que el 4rea a su derecha bajo la curva ji cuadrada con v gra-
dos de libertad (véase la figura 8.1) es igual a . Esto es, 2 , es tal que si X es una va-
riable aleatoria que tiene la distribuct6n ji cuadrada con v grados de libertad. entonces

PXZxl,)=a

Cuando v es mayor que 30, no se puede usar la tabla V y las probabilidades referentes
a las distribuciones ji cuadrada usualmente s¢ aproximan con las distribuciones norma-
les, como en el ejercicio 8.40 u B.43.

R
%

0 X a, ¥
Figura 8.1 Distribucién ji cuadrada.

EJEMPLO 8.2

Supongamos que el espesor de una parte usada en un semiconductor es su dimensién
critica y que ¢l proceso de fabricar estas partes se considera que est4 bajo control si la
variacién real entre el espesor de las partes estd dada por una desviacién estdndar no
mayor que ¢ = 0.60 milésimas de pulgada. Para mantener un control sobre el proce-
50, periddicamente se toman muestras aleatorias de tamaflo n = 20 y se considera que
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estd “fuera de control” si la probabilidad de que $? asumird un valor mayor que, o
igual, al valor observado de la muestra es 0.01 o menor (aun cuando o = 0.60). ;Qué
puede uno concluir sobre el proceso si la desviacién estdndar de una muestra aleatoria
periddica tal es s = 0.84 milésimas de pulgada?

Solucion

— 1)s?
El proceso se declarard “fuera de control” si -(!-'——-ii conn =20yoc = 0.60
o

excede a x2q, 19 = 36.191. Puesto que

(n = 1) _ 19(0.84)°

— ooy = T

excede 36.191, se declara el proceso fuera de control. Por supuesto, se supone
que la muestra se puede considerar una muestra aleatoria de una poblacién
normal. A

8.5 LA DISTRIBUCION ¢

En ¢l teorema 8.4 demostramos que para muesiras aleatorias de una poblacién normal
con la media y y {a varianza o?, la variable aleatoria X tiene una distribucién normal con
2
. . o
la media u y la varianza — en otras palabras,

X—p
o/Vn

tiene la distribucién normal estdndar. Este es un resultado importante, pero la mayor
dificultad para aplicarlo es que en las aplicaciones més reales se desconoce la desvia-
cién estdndar de la poblacién, o. Esto hace necesario reemplazar ¢ con un estimado,
usualmente con el valor de Ja desviacién estdndar de la muestra S. Asi, la teorfa que si-

gue nos lleva a la distribucién exacta de X \/f' para muestras aleatorias de poblacio-
nes normales. AL

Para derivar esta distribucién de muestrco, estudiemos primero la situacién més
general tratada en el teorema siguiente.

TEOREMA 812 Si Y y Z son variables aleatorias independientes, Y tiene la dis-
tribucién ji cuadrada con v grados de libertad, y Z tiene la distribucién normal
estandar, entonces la distribucién de

Z
T =
\-/Y/v

estd dada por
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fl) =

” para —00 < ¢ < 0

) ey
) )

y se llama la distribucién ¢ con v grados de libertad.

Demostracién. Puesto que Y y Z son independientes, su densidad de pro-

babilidad conjunta estd dada por
1 _%lz 1 §-1 -%
‘z = —¢ @ ——— e
0= r(2)F
2

paray > 0y —00 < z < 0,y f{y, z) = 0 en cualquier otra parte. Entonces, pa-

ra usar la técnica de cambio de variable de la seccién 7.3, resolvemos = :
Vy/v

para z, y obtenemos z = tVy/v y por tanto % = Vy/v. Asl, por el teorema 7.1,
la densidad conjunta de Y y T estd dada por

L e
V2av r(%)zf

0 en cualquier otra parte

paray > 0y —00 ¢ 5

gy.t) =

y, al eliminar y por integracién con la ayuda de la sustitucién w = %(1 + %) '
finalmente obtenemos

Iﬁiﬁi)“( A

el
” 1+—) para —00 < f < 00 v
Ve l"(—)
2

A =

4

Originalmente W. 8. Gosset introdujo la distribucién ¢, y publicaba sus escritos
cientificos bajo ¢l seudénimo “Student™, puesto que la compafi(a para la que trabajaba,
una cerveceria, no permitfa que sus empleados hicieran publicaciones. Asi, la distribu-
cién ¢ también se conoce como la distribucién Student-s, o 1a distribucién ¢ de Student.

En vista de su importancia, la distribucién ¢ se ha tabulado extensamente. Por
ejemplo, la tabla IV contiene los valores de ¢, , para a = 0.10, 0.05, 0.025, 0.01 y 0.005, y
v=1,2,...,29 donde t, , =s tal que el drea a su derecha bajo la curva de la distribu-
ci6n ¢ con » grados de libertad (vé€ase la figura 8.2) es igual a a. Esto ¢s, 1, , es tal que si
T es una variable aleatoria que tiene una distribuci6n ¢ con » grados de libertad, entonces
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Figura 8.2 Distribucion t.

PTzt,)=a«a

La tabla no contiene valores de ¢, , para a > 0.50, puesto que la densidad es simétri-
ca con respectoa t = 0 y por tanto f,_, , = —t, ,. Cuando » es 30 o mds, las proba-
bilidades referentes a la distribucién ¢ suelen aproximarse con el uso de distribuciones
normales (véase el ejercicio 8.50).

Entre tantas aplicaciones de la distribucién 1, algunas de las cuales se tratarén en
los capitulos 11 y 13, su principal aplicacién (para la cual se desarrollé originalmente)
se basa en el siguiente teorema.

TEOREMA 8.13 Si X y 5? son la media y la varianza de una muestra aleatoria
de tamafio n de una poblacién normal con la media u y la varianza o?, entonces

X —u
S/Vn

tiene la distribucion ¢ con n — 1 grados de libertad.

T =

Demostracién. Por los teoremas 8.11 y 8.4, las variables aleatorias

—_ H Y —
Y=(" 21)5 Z=X I

o y o/Vn

tienen, respectivamente, una distribucién ji cuadrada con n — 1 grados de libertad
y la distribucién normal estdndar. Puesto que también son independientes por la
parte 1 del teorema 8.11, la sustitucién en la férmula para T del teorema 8.12 nos da

X —n
_o/Va _X—u
Vsial  S/Vn

y esto completa la demostracién. v
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EJEMPLO 8.3

En 16 corridas de prueba de una hora, el consumo de gasolina de una maquina prome-
di6 16.4 galones con una desviacién estdndar de 2.1 galones. Pruebe la afirmacién de
que €l consumo promedio de gasolina es de 12.0 galones por hora.

Solucion

Al sustituir n = 16, = 12.0, ¥ = 16.4, y s =2.1 en la férmula para r en ¢l teo-
rema 8.13, obtenemos

 _F-w _164-120
s/Vn 2.1/V16

Puesto que la tabla IV muestra que para» = 15 la probabilidad de obtener un va-
lor de T mayor que 2.947 es 0.003, la probabilidad de obtener un valor mayor que
8 debe ser despreciable. Asi, pareceria razonable concluir que el verdadero prome-
dio de consumo de gasolina por hora de la méquina excede a 12.0 galones. A

= 8.38

8.6 LA DISTRIBUCION F

Otra distribucién con un papel importante en relacidn con el muestreo de poblaciones
normales de la distribucién F, llamada asf en honor a Sir Ronald A. Fisher, uno de los
estadisticos més prominentes de este siglo. Originalmente. se estudié como la distribu-
cidn de muestreo de la razén de dos variables aleatorias independientes con distribucio-
nes ji cuadrada, cada una dividida por sus grados de libertad respectivos, y es asf como
la presentaremos aquf.

TEOREMA 8.14 Si Uy V son variables aleatorias independientes que tienen dis-
tribuciones independientes con », y v, grados de libertad, entonces

_Um
=,
€s una variable aleatoria que tiene la distribucién F, esto es, una variable aleato-
na cuya densidad de probabilidad estd dada por

r(vl .; vz) v :} Mo " -%('14"2)
= L) 1+
AR

V2
para f > 0y g{f) = 0 en cualquier otra parte.
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Demositracién. La densidad conjunta de U y V estd dada por

¥ M n_oo_
flu,v) = —1—-—-:9- e 5-——19—-—-0‘? e :
merf YL mir| 22
2 r( 2) 2 F( 2)

1 o o1 AP

= 2{'1+WMF(1L)F(12-)‘II v e
2 2

parau > 0y v > 0,y flu.v) = 0 en cualquier otra parte. Entonces, para usar
la técnica del cambio de variable de la seccidn 7.3, despejamos

f = l‘fvl.
Uf'vz
v du 7
para u, y obtenemos u = — « uf y por tanto — = — - v. Asi, por el teorema 7.1,
vy af  w
la densidad conjunta de Fy V estd dada por

o
< I\‘.'
[ P
-
®
i
|
¥
B
L
—
FE

+1)

para f > 0y v > 0.y g(f. ¥) = 0 en cualquier otra parte. Ahora, eliminamos v

v

por integracién al hacer la sustituciéon w = = ( uf + 1

L]

3 ) , ¥ finalmente obtenemos

vt ¥ |
T2 )\t gl O
sN="7, N (n (;:-) - (1+Z)
r(?)r(z)

para f > 0,y g(f) = 0 en cualquier otra parte. v

En vista de su importancia, la distribucién F se ha tabulado extensamente. Por
cjemplo, la tabla VI contiene valores de f, ,, ,, para a = 0.05 y 0.0, y para diversos
valores de v, y ¥,., donde f, ,, ,, es tal que el 4rea a su derecha bajo la curva de la dis-
tribucién F con v, y v, grados de libertad (véase la figura 8.3) es igual a a. Esto es

fi.v,.v, €5 tal que
P(FZ f,.,) =a

Las aplicaciones del teorema 8.14 se presentan en problemas en los que nos inte-
resa comparar las varianzas ¢} y o} de dos poblaciones normales; por ejemplo, en pro-

a

blemas en los que queremos estimar la razén — 0 quizé probar si o = 0. Basamos

o}
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0 f;. .y
Figura 8.3 Distribucién F.

tales inferencias en muestras aleatorias independientes de tamafio n, y n, de dos po-
blaciones y en el tecorema 8.11, de acuerdo al cual
2=(n1_1)3¥ 2=("2-l)5§
X1 - 2 P
son los valores de variables aleatorias que tienen distribuciones ji coadradaconn, — 1y
n, — 1 grados de libertad. Por “variables aleatorias independientes™ queremos decir que
las n, + n, variables aleatorias que constituyen las dos muestras aleatorias son todas in-
dependientes, de manera que las dos variables aleatorias ji cuadrada son independientes y
la sustitucién de sus valores por U y V en el teorema 8.14 produce el siguiente resultado.

TEOREMA 815 Si S y 57 son las varianzas de las muestras aleatorias independien-
tes de tamafio n, y n, de poblaciones normales con las varianzas o} y o, entonces

oo Siot _ ais!
Si/ol  ois}

es una variable aleatoria que tiene la distribucién Fconn, — 1 ya, — 1 grados
de libertad.

En el capitulo 11 aplicaremos este teorema al problema de estimar la razén g
2

cuando se desconocen las varianzas de estas dos poblaciones; también, en ¢l capitulo 13
demostraremos cémo probar si o7 = o3. En los procedimientos del andlisis de la va-
rianza del capitulo 15 se presentan ain otras prucbas basadas en la distribucién F. Pues-
to que todas estas aplicaciones se basan en las razones de varianzas de muestras, la
distribucién F también se conoce como la distribucién de la razén de varianzas.
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EJERCICIOS

835
8.36
8.37

8.38

8.40

8.43

Demuestre el teorema 8.9.

Demuestre el teorema 8.10.

Verifique la identidad
n n —\2 — 2
E(X.-_ #)1 = E](X:'_' X) +"(X_P')
i) =

que usamos ¢n la demostraciéon del teorema 8.11.

Use el teorema 8.11 para mostrar que, para muestras aleatorias de tamafio n de

una poblacién normal con la varianza o, la distribucién de muestreo S tiene
4

la media o? y la varianza T (En el libro de H. Cramér, incluido entre las

n —
referencias al final de este capitulo, se puede encontrar una f6rmula general pa-
ra la varianza de S? de muestras aleatorias de cualquier poblacién con segundo
y cuarto momentos finitos.)

Demuestre que si X;, X;,..., X, son variables aleatorias independientes que
tienen la distribucién ji cuadradaconv = 1y Y, = X, + X, + - + X, en-
tonces la distribucién limite de
Y,
n

V2/n

conforme n — oo es la distribucién normal estdndar.

-1
ZzZ =

Con base en los resultados del ejercicio 8.39, muestre que si X es una variable
aleatoria que tiene una distribucién ji cuadrada con v grados de libertad y » es

grande, la distribucién de XTE se puede aproximar con la distribucién nor-
mal estdndar. Zv

Use el métedo del ejercicio 8.40 para encontrar el valor aproximado de la pro-
babilidad de que una variable aleatoria que tiene una distribucién ji cuadrada
con ¥ = 50 asumird un valor mayor que 68.0.

Si la amplitud de X es un conjunto de todos los nimeros reales positivos, mues-
tre que para k > 0 ]a probabilidad de que V2X — \/2v asumir4 un valor

X - .
menor que & es igual a la probabilidad de que 2 " asumird un valor menor
2

V2
que k + .
232

Use los resultados de los ejercicios 8.40 y 8.42 para mostrar que si X ticne una
distribucién ji cuadrada con v grados de libertad, entonces para v grande la dis-
tribucién de V2X — V2v se puede aproximar con la distribucién normal es-
tdndar. También, use ecste método de aproximacidén para volver a resolver ¢l
ejercicio 8.41.

8.44 Encuentre el porcentaje de error de las aproximaciones del ejercicio 8.41 y 8.43,

dado que el valor real de la probabilidad (redondeado a cinco decimales) es
0.04596.
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8.45 (Demosiracion de la independencia de X y S* paran = 2.) Si X, y X; son va-
riables aleatorias independientes que tienen la distribucién normal estandar,
muestre que

(a)

(b)

()
(d)

la densidad conjunta de X, y X est4 dada por
flx, %) = %’e_iz‘-’_("_n:

para —00 < 1) < 0y —00 < § < O0;
la densidad conjunta de U = |X; — X|y X est4 dada por

glu,x) = %-e"iz""z’

parau > 0y —o0 < ¥ < 00, puesto que f{x,, X) es simétrica alrededor
de ¥ para X; fija;
§2=2xX, - X =2
la densidad conjunta de X y $? estd dada por
1 2 1
h(s’. x) = —=e % s ——
( ) Yz V2n

paras’ > 0y ~o0 < ¥ < 00, de manera que X y S’ son independientes.

8.46 (Demostracion de la independencia de X y $%.) Si X,, X;...., X, constituye una
muestra aleatoria de una poblacién normal con la media y y la varianza o?,

(a)

(b)

()

encuentre la densidad condicional de X, dado X; = x;. X3 = x3....,
X, = x,, v luego haga X, =nX — X, — * — X, y use la técnica de la
transformacion para encontrar la densidad condicional de X dado X; = x,,
Xs=x5,.... X, = x,;

encuentre la densidad conjunta de X, X,, X;,..., X, al multiplicar la den-
sidad condicional de X obtenida en el inciso (a) por la densidad conjunta

de X, X,,..., X,. y tmuestre que
1 n=1 _“."_l)’z
)T

g(xz,x;,,... ,I,,lx) = \/E(U;;Zﬂ"

para —o0 < x, < 00,{=23,....m

. - n— 1)§
muestre que la funcién generatriz de momentos condicional de -(-—-—z—)-——

— o
dado X = ¥ es

{(a-1)8
E[c ot

2

Puesto que este resultado no tiene ¥, se sigue que X y S° son indepen-

(n — 1)82

dientes; también muestra que o tiene la distribucién ji cuadrada

'I’]=(l--24r)_ﬂ-3_l ;:mral'<l

con n — 1 grados de libertad.
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Esta demostracion, que s¢ debe a J. Shuster, se encuentra entre las referencias
al final del capitulo.

8.47 Use la técnica de la transformacién basada en el teorema 7.2 para rehacer la de-

mostracién del teorema 8.12. (Sugerencia: sean r = V;W i =y.)

8.48 Muestre que para v > 2 la varianza de la distribucién t con v grados de liber-

tad es —— 5 (Sugerencia: haga la sustitucion 1 + L= l.)

y — v i

8.49 Muestre que para la distribucién ¢ con v > 4 grados de libertad

(a) _ 3 )
A P )
6
{b) a_.=3+v_4.
1
(Sugerencia: haga la sustitucién 1 + == ;.)

8.50 Use la férmula de Stirling del ejercicio 1.6 para mostrar que cuando v — oo, la
distribucién 1 se aproxima a la distribucion normal estdndar.

8.51 ;Con qué nombre nos referimos a la distribucién ¢ con » = 1 grado de libertad?

8.52 Use la técnica de la transformacién basada en el teorema 7.2 para rehacer la de-

mostracién del tcorema 8.14. (Sugerencia: scan [ = :j:’ y w=uv)
2
8.53 Muestre que para v, > 2 la media de la distribucién F es ~ < >+ haga uso de Ia
2

definicién de Fen el teorema 8.14 v del hecho de que para una variable aleatoria V
que tiene la distribucién ji cuadrada con v, grados de libertad, £ (%) =1 >
Vy —
8.54 Verifique que si X tiene una distribucién F con », y v, grados de libertad y

v, — 00, la distnbucidn de ¥ = », X se aproxima a la distribucién ji cuadrada
con v, grados de libertad.

8.55 Verifique que si 7" tiene una distribucion ¢ con v grados de libertad, entonces
X = T tiene la distribucién Fconv, = 1y v, = v grados de libertad

8.56 Si X tiene una distribucién F con v, y v, grados de libertad, muestre que

I
Y= X tiene la distribucién F con v, y v, grados de libertad.

8.57 Use el resultado del ejercicio 8.56 para mostrar que

1
hrennm = j A
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8.58 Verifique que si Y tiene la distribucién beta con a = %‘ yg= 122— entonces
Y
X=—2"
Vl(l - Y)

tiene la distribucién F con », y v, grados de libertad.

8.59 Muestre que la distribucién F con 4 y 4 grados de libertad estd dada por

m_{ﬁf(l-l»f)“ para f > 0
£ 0 en cualquier otra parte

y use esta densidad para encontrar la probabilidad de que para las muestras alea-
torias independientes de tamafio n = 5 de poblaciones normales con la misma

. . 1
varianza, Si/S% asumird un valor menor que 7 © mayor que 2.

APLICACIONES
(En los ejercicios 8.61 hasta 8.66, consulte las tablas 1V, V y V1.)

8.60

8.61

8.63

8.64

8.66

8.67

Integre la densidad ji cuadrada apropiada para encontrar la probabilidad de que
la varianza de una muestra aleatoria de tamafio 5 de una poblacién normal con
o® = 25 caer4 entre 20 y 30.

La afirmaci6n de que la varianza de una poblacién normal es o* = 25 debe re-
chazarse si la varianza de una muestra aleatoria de tamafio 16 excede 54.668 o
es menor a 12.102. ;,Cudl es la probabilidad de que esta afirmacion se rechaza-
r4 aun cuando o’ = 25?

La afirmacién de que la varianza de una poblacién normal es o = 4 debe re-
chazarse si |a varianza de una muestra aleatoria de tamaiio 9 excede 7.7535. ;Cudl
es la probabilidad de que esta afirmacion se rechazard aun cuando o* = 4?

Una muestra aleatoria de tamafio n = 25 de una poblacién normal que tiene
la media ¥ = 47 y la desviacion esténdar s = 7. Si basamos nuestra decisién
en la estadfstica del teorema 8.13, ;podemos decir que la informacién dada sus-
tenta la conjetura de que la media de la poblacién es u = 427

Una muestra aleatoria de tamafio n = 12 de una poblacién normal tiene la me-
dia ¥ = 27.8 y la varianza s° = 3.24. Si basamos nuestra decisi6n en Ia esta-
dfstica del teorema 8.13, ;podemos decir que la informacién dada sustenta la
afirmacién de que la media de la poblacién es u = 28.57?

Si 8, v S, son las desviaciones estdndar de variables aleatorias independientes
de tamafios n, = 61 y n, = 31 de poblaciones normales con ¢ = 12 y
a? = 18, encuentre P(S/83 > 1.16).

Si 57 v $3 son las varianzas de las variables aleatorias independientes de tama-
fios n; = 10y n, = 15 de poblaciones normales con varianzas iguales, encuen-
tre P(5;/53 < 4.03).

Use un programa de computadora para verificar los cinco elementos de la ta-
bla IV que corresponden a 11 grados de libertad.



Seccidn B.7: Estadisticas de orden 293

8.68 Usc un programa dc computadora para verificar los ocho elementos de la tabla
V que corresponden a 21 grados de libertad.

8.69 Use un programa de computadora para verificar los cinco valores de fgs ¢n la
tabla VI que corresponden a 7 y 6 a 10 grados de libertad.

8.70 Use un programa de computadora para verificar los seis valores de f;, en la ta-
bla VI que corresponden a 12 a 17 y 16 grados de libertad.

8.7 ESTADISTICAS DE ORDEN

Considerec una muestra aleatoria de tamaiio # de una poblacién infinita que tiene una
densidad continua, y suponga que arreglamos los valores de X, X3, ...,y X, de acuer-
do a su tamaiio. Si consideramos la mds pequefa de las x como un valor de la variable
aleatoria Y|, el siguiente valor en tamafio como un valor de la variable aleatoria Y;, el
siguiente valor en tamafio como un valor de la variable aleatoria Y, ..., y el valor més
grande como un valor de la variable aleatoria Y,, nos referimos a estas ¥ como esta-
disticas de orden. En particular, Y, es la estadistica de primer orden, Y, es la estadisti-
ca de segundo orden, Y, es la estadistica de tercer orden, y asi sucesivamente. (Estamos
limitando este examen a poblaciones infinitas con densidades continuas asi que hay una
probabilidad de cero que dos valores cualquiera de las x serén iguales.)

Para ser mds explicitos, considere ¢l caso donde n = 2 y la relacién entre los va-
lores del las X y las ¥ ¢s

Yy =x, Vv ¥y;=x; cuando x; < x,
Yi=X ¥ y»=x cuando x, <y,

De manera similar, para n = 3 la relacién entre los valores de las variables aleatorias
respectivas es
Vi X, Y%, ¥ y;=1x;, cuando x; < x; < X3

YiI =X, Y2=X3, ¥ y3a=u1x,, cuando x; <xy<x,

.................................

Yi = X3, ¥2 Xs, ¥ Y3 T X, cuando X3 < X3 < X

Derivemos ahora una férmula para la densidad de probabilidad de la résima es-
tadfstica de orden parar=1,2, ... . n.

TEOREMA 8.16 Para muestras aleatorias de tamafio n de una poblaci6n infinita
que tiene el valor f{x) en x, la densidad de probabilidad de la résima estadistica
de orden Y, est4 dada por

k) = ==l [ ] ] [ e

para —® < y, < 00,
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Demostracion.  Supongamos que el eje real estd dividido en tres interva-
los. uno de —©00 a y,, un segundo de y, a y, + h (donde h es una constante po-
sitiva), y el tercero de y, + h a o, Puesto que la poblacién que estamos
muestreando tiene el valor f(x) en x, la probabilidad de que » — 1 de los valo-
res de la muestra caigan en el primer intervalo, uno caiga en el segundo interva-
looyn—r caigan en el tercer intervalo es

e L] ([ e[ [ o]

de acuerdo a la férmula para la distribucién multinomial. Usamos la ley de la me-
dia del célculo, y tenemos
yrth

fAx)dx = fl€)-h cuandoy, S €=y, + A

¥
y si hacemos # — 0, obtenemos finalmente

80 = o =gi| [ A ae] )] :Df(x)dx]

para —o0 < y, < & para la densidad de probabilidad de la résima estadistica
de orden. v

a=r

En particular, la distribucién de muestreo de Y;, el valor més pequefio en la
muestra aleatoria de lamafio n, est4 dada por

o) =m0 [ A as] " par -0 <y <

mientras que la distribucién de muestreo de Y,, el valor mds grande en una muestra
aleatoria de tamafio n, est4 dada por

n-1

Yu
&al¥n) = ﬂ'f(y,.)[/ f(x)dt} para —00 <y, < 00
—00
También, en una muestra aleatoria de tamafio n = 2m + | la mediana de la muestra
X es Y, ,, cuya distribucién de muestreo estd dada por

M[f_if(x)dxrf(?)[/jf(x)dxr para o0 < ¥ < 0

m'm!

[Para muestras aleatorias de tamafio n = 2m, la mediana se define como (Y, + Y,44)]

En algunos casos es posible efectuar las integraciones requeridas para obtener las
densidades de las diversas estadisticas de orden; para otras poblaciones tal vez no ha-
ya otra opcién que aproximar estas integrales usando métodos numéricos.

EJEMPLO 8.4

Mucstre que para una muestra alcatoria de tamafio n de una poblacién exponencial
con el parAmetro €, las distribuciones de muestreo de Y, y Y, estdn dadas por:
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]

— e_ﬂYlJ'la

paray, > 0

0 en cualquier otra parte

n n-=1
— e Y81 — oTFa® >0
R A B
0 en cualguier otra parte

y que, para muestras aleatorias de tamaiio n = 2m + 1 de esta clase de poblacion, la
distribucién de muestreo de la mediana estd dada por

2m + 1) . - ~
- ————-( ) -e"{”'*”"’[l - e_""] paraX > 0
h(X) = m!m!o
0 en cualquier otra parte
Solucion
Las integraciones requeridas para obtener estos resultados son simples. y se de-
jardn al lector en el ejercicio 8.71. A

El siguiente es un resultado interesante sobre la distribucién de muestreo de la
mediana, que es valido cuando la densidad de poblacién es continua y distinta de cero

en la mediana de la poblacién £, que es tal que / flx)dx =3

TEOREMA 8.17 Para » grande, la distribucién de muestreo de la mediana para
muestras aleatorias de tamano 2n + ] es aproximadamente normal con 1a media

# y la varianza —-——)Tr
n

En la pagina 298 se hace referencia a una demostracion de este teorema. Advierta que
para muestras aleatorias de tamafio 27 + 1 de una poblacién normal tenemos p = i,
asi que

1

fle) = flp) = i

T .
an Si comparamos esto con la va-
n

y la varianza de la mediana es aproximadamente

rianza de la media, que para muestras aleatorias de tamaiio 2# + 1 de una poblacién

infinita es encontramos que para muestras grandes de poblaciones normales

o
2n + 1°
la media es mis confiable que la mediana; esto es, la media estd sujeta a fluctuaciones
fortuitas menores que la mediana.
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EJERCICiOS

871 Verihque los resultados del ejemplo 8.4, esto es, las distribuciones de muestreo de
Y. Y, ¥y X mostrados ahf para muestras aleatorias de una poblacién exponencial.

8.72 Encuentre las distribuciones de muestreo de Y| y Y, para las muestras aleato-
nas de tamafio n de una poblacién uniforme continuacona = 0y 8 = 1.

8.73 Encuentre la distribucién de muestreo de la mediana para muestras aleatorias
de tamano 2m + 1 de la poblacién del ejercicio 8.72.

874 Encuentre la media y la varianza de la distribucién de muestreo de Y, para
muestras aleatorias de tamarfio # de la poblacién del ejercicio 8.72.

8.75 Encuentre las distribuciones de muestreo de ¥, y Y, para muestras aleatorias de
tamafio n# de una poblacién que tiene la distribucién betacona = 3y g = 2.

8.76 Encuentre la distribucién de muestreo de la mediana para muestras aleatorias
de tamafio 2m + 1 de la poblacién del ejercicio 8.75.

8.77 Encuentre la distribucién de muestreo de Y; para muestras aleatorias de tama-
fion = 2 tomadas
(a) sin reemplazo de la poblaci6n finita que consiste en los primeros cinco en-
teros positivos;
(b) con reemplazo de la misma poblacién.
(Sugerencia: enumere todas las posibilidades.)

8.78 Repita el método usado en la demostracién del teorema 8.16 para demostrar
que la densidad conjunta de Y; y Y, estd dada por

g(¥1.¥) = n{n — l)ﬂyl)ﬂy")[/):-ﬂx) d’:]ﬂ_z para —00 —» y, — y, — 0

y 2(y,.y,) = 0 en cualquier otra parte.

(a) Use este resultado para encontrar la densidad conjunta de Y, y Y, para
muestras aleatorias de tamaiio 7 de una poblacién exponencial.

(b) Use este resultado para encontrar la densidad conjunta de ¥, y ¥, para la
poblacién del ¢jercicio 8.72.

8.79 Con respecto al inciso (b) del ejercicio 8.78, encuentre la covarianzade ¥,y Y,.

8.80 Use la f6rmula de la densidad conjunta de ¥, y Y, que se muestra en el ejercicio
8.78 y la técnica de transformacién de la secci6n 7.4 para encontrar una expresion
para la densidad conjunta de Y| y la amplitnd de lamunestra R = Y, — V,.

8.81 Use el resultado del ejercicio 8.80 y el del inciso (a) del ejercicio 8.78 para en-
contrar la distribucién de muestreo de R para muestras aleatorias de tamafio »
de una poblacién exponencial.

8.82 Use el resultado del ejercicio 8.80 para encontrar la distribucién de muestreo de
R para muestras aleatonas de tamafio n de poblaciones exponenciales de la po-
blacién uniforme continua del ejercicio 8.72.

8.83 Use el resultado del ejercicio 8.82 para encontrar la media y la varianza de la
distribucién de muestreo de R para muestras aleatorias de tamaiio n de la po-
blacién uniforme continua del ejercicio 8.72.
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8.84 Hay muchos problemas, particularmente en aplicaciones industriales, donde nos
interesa la proporcién de una poblacién que se encuentra entre ciertos limites.
Tales Ilmites se llaman limites de tolerancia. [Los pasos siguientes nos llevan a
la distribucién de muestreo de la estadistica P, que es la proporcién de una po-
blacién (que tiene una densidad continua) que se encuentra entre los valores
mas pequefio y mds grande de una muestra aleatoria de tamanio n.

(a) Use la férmula para la densidad conjunta de Y, y ¥, que se muestra en el
ejercicio 8.78 y la técnica de la transformacién de la seccion 7.4 para de-
mostrar que la densidad conjunta de Y, y P, cuyos valores estdn dados por

Ya
p= [
»n
es

h(yy.p) = nln — 1)f(y,)p"?

(b) Use el resultado del inciso (a) y la técnica de la transformacion de la sec-
cién 7.4 para demostrar que la densidad conjunta de Py W, cuyos valores
estan dados per

h

w= | flx)dx

=00

(=]

e(w.p) = n{n — 1)p"?
paraw > 0, p > 0,w + p - 1ye(w, p) = 0en cualquier otra parte.

(c) Use ¢l resultado del inciso (b) para demostrar que la densidad marginal de
P estd dada por

(p) = n(n — 1)p" 21 = p) paral < p <1
s\ 0 en cualquier otra parte
Esta es la densidad descada de la proporcion de poblacién que se encuen-
tra en el valor mds pequefio v en el més grande de una muestra aleatoria

de tamaiio n, y resulta interesante observar que no depende de la forma de
la distribucién de la poblacion.

8.85 Use ¢l resultado del ejereicio 8.84 para demostrar que, para la variable aleato-
ria P definida ahi,

n—1 ] _ 2(n — 1)
nr1 Y ) S T+ 2

Qué podemos concluir de esto sobre la distribucion de P cuando n es grande?

E(P) =

APLICACIONES

8.86 Encuentre la probabilidad de que ¢n una muestra aleatoria d¢ tamaifio n = 4
de la poblacion uniforme continua del ejercicio 8.72, el valor méds pequefo se-
r4 al menos 0.20.
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8.87 Encuentre la probabilidad de que en una muestra aleatoria de tamafio n = 3
de la poblacion beta del ejercicio 8.75, el valor mds grande serd al menos 0.90.

8.88 Use el resultado del ejercicio 8.82 para encontrar la probabilidad de que la am-
plitud de una muestra aleatoria de tamafio n = 5 de la poblacién uniforme da-
da serd al menos 0.75.

8.89 Use el resultado del inciso (c) del ejercicio 8.84 para encontrar la probabilidad
de que en una muestra aleatoria de tamaiio n = 10 al menos 80 por ciento de
la poblacién estar4 entre los valores ma4s grandes y més pequefios.

8.90 Use el resultado del inciso (c) del ejercicio 8.84 para establecer una ecuacion en
n cuya solucién dard ¢l tamafio de la muestra que es requerida para poder afir-
mar con probabilidad 1 — a que la proporcién de la poblacién contenida cntre
los valores més pequefios y mds grandes de la muestra es al menos p. Demues-
tre que para p = 0.90 y a = 0.05 esta ecuacién se puede escribir como

1
0.90)"~! =
(0.90) 2n + 18

Esta clase de ecuacién es dificil de resolver, pero se puede mostrar que una so-
lucién aproximada para n estd dada por

—

11+
41 -

"

+

'Xi.-l

N|—
|

donde x2 , se debe buscar en la tabla V. Use este método para encontrar una
solucién aproximada a la ecuacién para p = 0.90 y a = 0.05.
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9.1 INTRODUCCION

En el capitulo 4 introdujimos el concepto de una esperanza matemdtica para estudiar
los valores esperados de vaniables aleatorias, en particular los momentos de sus dis-
tribuciones. En situaciones aplicadas. las esperanzas matematicas se usan a menudo
como una gufa para escoger entre alternativas, esto es, en la toma de decisiones, ya que
generalmente se considera racional seleccionar alternativas con las esperanzas matemati-
cas “mas prometedoras”, aquellas que maximizan las utilidades esperadas, minimizan
las pérdidas esperadas. maximizan las ventas esperadas, minimizan los costos esperados
y as{ sucesivamente.

Aunque este enfoque hacia la toma de decisiones tiene una apariencia de gran
intuicién, no carece de complicaciones ya que hay varios problemas donde resulta diff-
cil, si no es que imposible, asignar valores numéricos a las consecuencias de nuestras
acciones y a las probabilidades de todas las eventualidades.

EJEMPLO 9.1

Un fabricante de articulos de cuero debe decidir si expande la capacidad de su planta
ahora o espera al menos otro afio. Sus asesores le dicen que si se expande ahora y las
condiciones econdmicas siguen siendo buenas, habrd una utilidad de $164,000 durante
el siguiente afio fiscal; si se expande ahora y hay una recesion, habrd una pérdida de
$40,000; si se espera al menos otro afio y las condiciones econdmicas siguen siendo bue-

t Aunque el material aquf presenmtado ¢s fundamental para un entendimiento de las bases de la
estadistica, a menudo se omite ¢n un primer cursoc de estadistica matematica. 3¢ puede omitir sin pér-
dida alguna en la continuidad.

360
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nas, habra una utilidad de $80.000: si se espera al menos otro afio y hay una recesion,
habra una pequena utilidad de $8,000. ;Qué es lo que el fabricante debe decidir hacer
si desea minimizar su pérdida esperada durante el siguiente afio fiscal y si siente que la
ventaja es 2 a | de que habrd una recesién?

Solucion

Esquemadticamente, todos estos “resultados™ se pueden representar en la tabla
siguiente. donde los elementos son las pérdidas que corresponden a las diversas
posibilidades y, por tanto, las ganancias se representan con nimeros negativos:

Expandirse  Retrasar la

ahora expansion
Las condiciones econémicas siguen siendo buenas —164,000 —80.000
Hay una recesion 40.000 —8,000

Aqui estamos trabajando con pérdidas ¢n vez de utilidades para hacer que este
ejemplo se ajuste al esquema general que presentaremos en las secciones 9.2 y 9.3,

Puesto que las probabilidades de¢ que las condiciones econémicas sigan
siendo bucnas y de que habrd una recesion son, respectivamente, } y § la pérdi-
da esperada del fabricante para el siguiente afio fiscal es

*-164.000-% + 40,000--;- = —28,000

si expande la capacidad de su planta ahora, y

-S0.000o% + (-8,(}00)-% = —32,000
si se espera otro afio. Puesto que una utilidad esperada (pérdida esperada nega-
tiva) de $32.000 es preferible a una utilidad esperada (pérdida esperada negativa)
de $28.000, se sigue que el fabricante debe retrasar la expansion de la capacidad de
su planta. A

El resultado al que llegamos en este ejemplo supone gue los valares dados en la
tabla y también la ventaja de una recesién s¢ evalian en forma correcta. Como se pe-
dird al lector que mucstre en los ¢jercicios 9.2 y 9.3, los cambios ¢n estas cantidades
pueden llevar facilmente a resultados diferentes.

EJEMPLO 9.2

Con respecto al ejemplo 9.1, supongamos que ¢! fabricante no tiene idea acerca de la
ventaja de que habrd una recesién. ;Qué debe hacer si €] es un pesimista empedernido?

Solucién

Al ser ¢l fabricante de la clase de persona que siempre espera que suceda lo peor,
podria argumentar que si expande la capacidad de su planta ahora podria perder
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$40,000, si retrasa la expansién habria una utilidad de al menos $8,000 y, por tan-
to, que minimizar4 la pérdida mdxima (o maximizar4 la utilidad mfnima) si se es-
pera al menos otro ailo. A

El criterio que se usé en este ejemplo se llama el criterio minimax, y es sélo uno
de tantos criterios diferentes que se pueden usar ¢n esta clase de situaciones. En el ejer-
cicio 9.7 se hace referencia a un criterio asi, con base en el optimismo en vez del pesi-
mismo, y en el gjercicio 9.8 s¢ hace referencia a otro que se basa en el temor de “salir
perdiendo en un buen negocio”.

9.2 TEORIA DE JUEGOS

Los ejemplos de la seccién anterior bien pueden haber dado la impresién que el fabri-
cante estd dentro de un juego, un juego entre él y la Naturaleza (o llimelo fortuna o lo
“que controla” si hay 0 no una recesion). Cada uno de los “jugadores™ tiene la opcidn
de dos movimientos: el fabricante tiene la opci6n entre las acciones a, y a, (expandir la
capacidad de su planta ahora o retrasar la expansion al menos un aiio), y la Naturaleza
controla la eleccién entre 8, y 8, (si las condiciones econdmicas siguen siendo buenas
o si habrd una recesién). Dependiendo de la eleccién de sus movimientos, se obtienen
los “resultados™ mostrados en la tabla siguiente:

Jugador A
(El fabricante)
a, a,
Jugader B 8, L{a, 8) L(a;.8;)
(Naturaleza) 6, L(a,.0,) L{a,,6;)
Las cantidades L(a,.8,). L(a,.8,),..., se conocen coma los valores de la funcién de

pérdida que caracteriza al “juego™ en particular; en otras palabras, L{a,, 8,) es la pérdida
del jugador A (la cantidad que tiene que pagar al jugador B) cuando escoge la alterna-
liva a, y el jugador B escoge la alternativa 8,. Aunque en realidad no ¢s importante. su-
pondremos que estas cantidades estdn en délares. En la prdctica real, también se pueden
expresar en términos de cualesquier mercancias o servicios, en unidades de utilidad (“de-
scabilidad™ o satisfaccién), y aun en términos de vida o muerte (como en la ruleta rusa
o en el proceder de una guerra).

En realidad la analogia que aqui hacemos no es excéntrica; el problema del ejem-
plo 9.1 ¢s tipico de la clase de situaciones tratadas en la teoria de juegos, una rama re-
lativamente nueva de las matemdticas que ha estimulado un interés considerable en
aflos recientes, Esta teorfa no se limita a los juegos de salén, como su nuombre podria
sugerir, sino que se aplica a cualquier clase de situacidn competitiva y, cOmo veremos,
ha llevado a un enfoque unificado para resolver problemas de inferencia estadistica.

Para introducir algunos de los conceptos basicos de la teoria de juegos, empece-
mos por explicar qué queremos decir por un juego de dos personas de suma cero. En
este término. “dos personas ™ significa que hay dos jugadores (o mas generalmente, dos
grupos con intercses encontrados), y “suma cero” significa que lo que un jugador pier-
de el otro jugador lo gana. Asi. en un juego de suma cero no hay “participacién del ca-
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sino”, como en los juegos profesionales. y no se crea ni se destruye capital durante el
curso del juego. Por supuesto. la teoria de juegos también incluye juegos que no son ni
suma cero ni estan limitados a dos jugadores. pero, como bien nos podemos imaginar,
tales juegos son generalmente muche mas complicados. El ejercicio 9.19 es ejemplo de
un juego que no es de suma cero.

Los juegos también se clasifican de acuerdo al nimero de estrategias (movimien-
tos, opciones o alternativas) que cada jugador tiene a su disposicion. Por ejemplo, si ca-
da jugador tiene que escoger una de dos alternativas (como en ¢l ejemplo 9.1) decimos
que es un juego 2 X 2 si un jugador tiene 3 movimientos posibles mientras que el otro
tiene 4, el juego es 3 X 4 0 4 X 3. segln sea el caso. En esta seccién sélo considera-
remos juegos finitos, esto es, juegos donde cada jugador sélo tiene un nidmero finito, o
fijo, de movimientos posiblcs, pero més tarde también consideraremos juegos donde
cada jugador tiene infinitamente muchos movimientos.

En la teoria de juegos se acostumbra referirse a los dos jugadores como jugador
A y jugador B como hicimos en la tabla anterior, pero los movimientos (opciones o al-
ternativas) del jugador A suelen etiquetarse como I, 11, I11, ..., en vez de a,, 4., a3, ...,
y las del jugador B suelen etiquetarse como 1,2, 3, ...,en vezde 8, 68,, 8,,.... Los re-
sultados, las cantidades del dinero que cambia de manos cuando los jugadores escogen
sus estrategias respectivas, suelen mostrarse en una tabla como la de la pagina 302, la
cual en la teorfa de juegos se conoce como matriz de resultados. (Como antes, los resul-
tados positivos representan pérdidas del jugador A y los resultados negativos represen-
tan pérdidas del jugador B). También mencionemos que en la teorfa de juegos siempre
se supone que cada jugador debe escoger su estrategia sin saber qué es lo que su opo-
ncnte va a hacer y que una vez que un jugador hizo su eleccién no puede cambiarla.

Los objetivos de la teoria de juegos son determinar las estrategias éptimas (esto
es, ¢strategias que son mds redituables a los jugadores respectivos) y el resultado co-
rrespondiente, que s¢ llama ¢l valor del juego.

EJEMPLO 9.3
Dado el juego de dos personas de suma cero 2 X 2
Jugador A
I Il
7 —4
2 8 10

Jugador B

encuentre las estrategias Optimas de los jugadores A y B y el valor del juego.

Solucion

Como se puede ver mediante una inspeccién, serfa tonto para el jugador B esco-
ger la estrategia 1, puesto que la estrategia 2 le rinde més que la estrategia 1 sin
importar la eleccién que hizo el jugador A. En una situacién como ésta decimos
que la estrategia 1 esté dominada por la estrategia 2 (o que la estrategia 2 domi-
na a la estrategia 1) y es Idgico que cualquier estrategia que estd dominada por
otra debe descartarse. Si aqui hacemos esto, encontramos que la estrategia épti-
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ma del jugador B es la estrategia 2, la inica que queda, y que la estrategia 6ptima
del jugador A es la estrategia I, puesto que una pérdida de $8 es obviamente pre-
ferible a una pérdida de $10. También el valor del juego, el resultado correspon-
diente a las estrategias [ y 2. es $8. A
EJEMPLO 9.4
Dado el juego de dos personas de suma cero 3 X 2
Jugador A
1 1I III
1 -4 1 7
Jugador B
4 3 5

encuentre las estrategias 6ptimas de los jugadores A y B y el valor del juego.

Solucion

En este juego ninguna estrategia de la jugadora B domina a la otra, pero la terce-
ra estrategia del jugador A estd dominada por cada una de las otras dos; claramen-
te, una utilidad de $4 o una pérdida de $1 es preferible a una pérdida de $7. y una
pérdida de $4 o una pérdida de $3 es preferible a una pérdida de $5. Asi, podemos
descartar la tercera columna de Ja matriz de resultados y estudiar el juego 2 X 2

Jugador A

Jugador B

I

—4

1

4

3

donde ahora la estrategia 2 de la jugadora B domina a la estrategia 1. Asi, la op-
cién 6ptima para la jugadora B es la estrategia 2, 1a opcién 6ptima del jugador A
es la estrategia Il (puesto que una pérdida de $3 es preferible a una pérdida de
$4), y el valor del juego es $3. A

El proceso de descartar las estrategias dominadas puede ser de gran ayuda en la
solucién de un juego (esto es, en encontrar las estrategias Optimas y el valor del juego),
pero ésta es la excepcién mds que la regla que nos llevars a una solucién completa. Es
posible que no existieran dominancias, como se ilustra por el siguicnte juego de dos
personas de suma cero 3 X 3:

Jugador A
| & I
1 -1 6 —2
Jugador B 2 2 4 6
3 =2 —6 12
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Asfi, debemos buscar otros métodos para llegar a las estrategias optimas. Desde el pun-
to de vista del jugador A, podriamos argilir de la siguiente manera: si escoge la estrate-
gia I, lo peor que le puede pasar es que pierda $2: si escoge la estrategia 11, lo peor que
le puede pasar es que pierda $6, y si escoge la estrategia III, lo peor que le puede pasar
es gue pierda $12. Asi, podria minimizar la pérdida maxima al escoger la estrategia L

Aplicamos el mismo tipo de argumentacién para seleccionar la estrategia para la
jugadora B, encontramos que si escoge la estrategia 1. lo peor que le puede pasar es
que pierda $2, si escoge la estrategia 2. lo peor que le puede pasar ¢s que gane $2. y si
escoge la estrategia 3, lo peor que le puede pasar es que pierda $6. Asi, puede minimi-
zar su pérdida méxima (o maximizar su ganancia minima. que ¢s lo mismo) al escoger
la estrategia 2.

La scleccién de las estrategias | y 2, apropiadamente llamadas estrategias mini-
max (o estrategias basadas en el criterio minimax). es realmente muy razonable. Al
escoger la estrategia 1, ¢l jugador A se asegura que su oponente puede ganar cuando
mucho 32, y al escoger la estrategia 2, la jugadora 8 se asegura que realmente ganaré
esta cantidad. Estos 32 son el valor del juego lo cual significa que el juego favorece a
la jugadora B, pero lo podriamos hacer equitativo cobrandole a la jugadora B $2 por
el privilegio de estar en el juego y darle los $2 al jugador A.

Un aspecto muy importante de las estrategias minimax I y 2 de este ejemplo es
que son completamente a “prueba de espfas” en ¢l sentido que ninglin jugador puede
beneficiarse de conocer la cleccion del otro. En nuestro ejemplo, aun si el jugador A
anunciara ptblicamente que escogerd la estrategia 1. de todos modos serfa mejor para
el jugador B escoger la estrategia 2, y si ¢l jugador 8 anunciara ptiblicamente que esco-
gerd la estrategia 2, adin seria mejor para el jugador A escoger la cstrategia 1. Desdi-
chadamente, no todos los juegos son a prueba de espfas.

EJEMPLO 9.5

Demuestre que las estrategias minimax de los jugadores A y B no son a prueba de es-
pias en el siguiente juego

Jugador A
l 11

8 -5
2 2 6

Jugador B

Solucion

El jugador A puede minimizar su pérdida mdxima al escoger la estrategia I, y la
jugadora B puede minimizar su pérdida maxima al escoger la estrategia 2. Sin em-
bargo, si el jugador A supiera que la jugadora B va a basar su eleccifn en el crite-
rio minimax podria cambiar a la estrategia I v asf reducir su pérdida de $6 a $2. Por
supuesto., si la yjugadora B descubriera que ¢l jugador A tratard de ser m4s sagaz que
ella en esta forma, podria a su vez cambiar a la estrategia 1 y aumentar su ganan-
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cia a $8. En cualquier caso, las estrategias minimax de los dos jugadores no son
a prueba de espias, lo que deja espacio para toda clase de trucos y engafios. A

Existe una manera facil de determinar si para cualquier juego dado las estrategias
minimax son a prueba de espias. Lo que tenemos que buscar son puntos de silla, esto
es, pares de estrategias para los cuales el elemento correspondiente en la matriz de re-
sultados es el valor més pequeiio en su renglén y el valor mds grande en su columna. En
el ejemplo 9.5 no hay punto de silla, puesto que el valor més pequefio de cada renglén
es también el renglon més pequeiio en su columna. Por otra parte, en ¢l juego del ejem-
plo 9.3 hay un punto de silla que corresponde a las estrategias 1 y 2 puesto que 8, el va-
lor més pequeiio en el segundo renglén, es el valor més grande de la primera columna.
También, el juego 3 X 2 del ejemplo 9.4 tiene un punto de silla que corresponde a las
estrategias I1 y 2 puesto que 3, el valor mas pequeilo del segundo renglon, es el valor
mds grande de la segunda columna, y el juego 3 X 3 en la pagina 304 tiene un punto de
silla que corresponde a las estrategias I y 2 puesto que 2, el valor més pequefio del se-
gundo renglén, es el valor méas grande de la primera columna. En general, si un juego
tiene un punto de silla, se dice que estd estrictamenie determinado y que las estrategias
correspondientes al punto de silla son estrategias minimax a prueba de espias (y por tan-
to Optimas). En el ejercicio 9.1 se ilustra el hecho que puede haber mds de un punto de
silla en un juego; también se sigue de este ejercicio que no importa en ese caso cual de los
puntos de silla se usc para determinar las estrategias Gptimas de los dos jugadores.

Si un juego no tiene un punto de silla, las estrategias minimax no son a prueba
de espfas, y cada jugador pucde ser mds sagaz que cl otro si sabe cdmo reaccionard su
oponente en una situacién dada. Para evitar esta posibilidad, cada jugador debe, de al-
guna manera, mezclar intencionalmente sus patrones de conducta, y la mejor manera
de hacerlo es al introducir un elemento fortuito en la seleccién de estrategias.

EJEMPLO 9.6

Con respecto al juego del ejemplo 9.5, suponga que el jugador A usa un dispositivo de
juego aleatorio (dados, cartas, papeletas numeradas, una tabla de numeros aleatorios)
que lo lleve a escoger la estrategia I con la probabilidad x y a la eleccién de la estrate-
gia II con probabilidad 1 — x. Encuentre el valor de x que minimizari la méxima pér-
dida esperada del jugador A.

Solucién
Si la jugadora B escoge la estrategia 1, el jugador A puede esperar perder

E=8x— 5 —x)
délares, y si la jugadora B escoge la estrategia 2, el jugador A puede esperar perder
E=2X+6(1 —x)

délares. Gréficamente, esta situacion se describe en la figura 9.1, donde tenemos
graficadas las lneas cuyas ecuaciones son £ = 8x — 5(1 —x) y E = 2x +
6(1 — x) para los valoresde xde 0 a 1.



Seccién 9.2: Teoria de juegos 307

Figura 9.1 Diagrama para el ejemplo 9.6.

Al aplicar el criterio minimax a la pérdida esperada del jugador A, encon-
tramos a partir de la figura 9.1 que ¢l mayor de los dos valores de E para cuval-
quier valor dado de x es el mds pequeiio donde sc intersecan las dos lineas, y para
encontrar el valor correspondiente de x, s6lo tenemos que resolver la ecuacién

8x — 5(1 = x) = 2x + 6(1 — x)

lo cual da x = Y. Ast, si el jugador 4 usa 11 papeletas numeradas | y seis pape-
letas numeradas 11, las revuelve totalmente, y luego actiia segin la clase que sa-
ca cn forma aleatoria, mantendr4 su pérdida esperada méximaen8-3 — §-&=
3%, o $3.41 al centavo més cercano. A
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9.10 Con respecto al ejemplo 9.1, suponga que ¢l fabricante tiene la opcién de con-

9.11

9.12

9213

9.14

tratar un pronosticador infalible por $15,000 para determinar de manera segu-
ra si habré una recesién. Con base en la ventaja original de 2 a 1 de que habré
una recesion, ;valdria la pena que el fabricante gastara estos $15,000?

Cada una de las siguientes matrices de resultados (los pagos que el jugador A
hace al jugador B) para un juego de dos personas de suma cero. Elimine todas
las estrategias dominadas y determine la estrategia Sptima para cada jugador as{
como el valor del juego:

@ [ 3 -2 ® [ 14 i
5 7 16 -2
(c) —5 0 3 (d) 7 10 8
—6 -3 -3 8 8 1
-12 -1 1 7 5 g
Cada una de las siguientes es la matriz de resultados de un juego de dos personas de
suma cero. Encuentre el punto de silla (o puntos de silla) y el valor de cada juego:
@ [ 5 -2 (b) 3 2 4 9
0 3 1 4 4 4 3
-2 —4 5 5 6 5 6
5 7 5 9

Una ciudad pequena tiene dos gasolineras, las cuales comparten el mercado de
gasolina de la ciudad. La duefia de la gasolinera A estd considerando si debe re-
galar vasos a sus clientes como parte de un esquema promocional, y el propie-
tario de la gasolinera B estd considerando si debe regalar cuchillos para filete.
Ambos saben (por situaciones semejantes en otras partes) que si la estacién A
regala vasos y la estacién B no regala los cuchillos para filete. la participacién
de mercado de la gasolinera A aumentard ¢n 6 por ciento; si la gasolinera B re-
gala cuchillos para filete y la gasolinera A no regala vasos, la participacién de
mercado de la gasolinera B aumentar en 8 por ciento; y si ambas estaciones re-
galan los artfculos respectivos, la participacién de mercado de la gasolinera B
aumentar4 en 3 por ciento.

(a) Presente esta informacién en forma de una tabla de resultados donde los
elementos son las pérdidas de la gasolinera A en su participacion de mercado.

(b) Encuentre las estrategias 6ptimas para los propietarios de estas dos gaso-
lineras.

Verifique las dos probabilidades ;% y 1} que dimos en la pagina 308, para la es-
trategia aleatoria del jugador B.
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que debe recordar al lector del esquema de la pAgina 302. Ahora, 8, es el "estado de
la Naturaleza™ que la moneda tenga dos caras. 8, es el “estado de la Naturaleza™ que la
moneda esté balanceada con cara de un lado v cruz en el otro, a, cs la decisién del es-
tadistico que la moneda tenga dos caras v a5 ¢s la decision del estadistico que la mone-
da est4 balanceada con cara de un lado y cruz en el otro. Los elementos en la tabla son
los valores correspondientes de la funcién de pérdida dada.

Ahora consideremos también el hecho que nosotros (jugador A, o el estadistico)
sabemos lo que sucedio en el lanzamiento al aire de la moneda; esto es, sabemos si una
variable aleatona X ha asumido ¢l valor de x = () (cara) o x = 1 (cruz). Puesto que
queremos hacer uso de esta informacion al escoger entre 4, y 4., necesitamos una fun-
¢ién, una funcion de decision, que nos diga qué accién tomar cuando x = 0 y qué accién
tomar cuando x = 1. Una posibilidad es escoger a, cuando x = (} y a; cuando x = |,
y podemos expresar esto simbdlicamente si escribimos
i cuandox = 0

di(x) = {

a, cuando x = 1

o mds simplemente, d,{0} = a,y d,(1) = a.. El propésito del subindice es distinguir
esta funcién de decisién de otras. por ejemplo, de

d;(0) =a, y dy(1) = q

que nos dice que escojamos a, sin imponrtar el resultado del experimento, de
d(0) =a, ¥y di(1) =gq,

que nos dice que escojamos a; sin importar ¢l resultado del experimento. v de
d;(0) =a, y di(1) = q

que nos dice que escojamos a; cuando x = (0 y g, cuando x = 1.

Para comparar los méritos de todas estas funciones de decisién. determinemos
primero las pérdidas esperadas a las cuales nos llevan debido a las diversas estrategias
de la Naturaleza, esto es, los valores de la funcién de riesgo

R(d,.8;) = E{L[d[(X),8,]}

donde la esperanza se toma con respecto a la variable X. Puesto que las probabilida-
des para x = 0y x = | son, respectivamente, 1 y 0 para ¢, y , y } para 8,. obtene-
mos

R(d,.0)=1-L(a,.8) + 0-L(a;.0,) =1-04+0-1=0

1 1 1 1 1
R(dl,ﬁz) =5'L(a|.82) +§"fa(a:.ﬂz) = E'l +-2_'0=5
R(d,,8)=1-L{a,.6,) + 0-L(a,.,8,)=1.0+0.0=0

1 1 1 1
R(dz,sz) = E'L(al,ﬁz) + 5'14(31,92) = ‘2_‘1 + 5'1

1

R(dy.0,)) = 1-L(0,.0,) + 0-L(a,,8,) =1-1+0:1 =1
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1 1 1 1
R(d,.8,) = E-L(az.az) + E-L(az.o,) =50+5:0=0

R(d,,8) = 1-L{a;,0,) + 0-L(a,.8,) =1-1+0:0 =1

1

1 1 1
R(d,.0,) = =-L(a,,8,) + E-L(a..oz) =50+ 1=3

|

donde los valores de la funcién de pérdida se obtuvieron de la tabla en la pégina 312.
Hemos llegado asf al siguiente juego de dos personas de suma cero 4 X 2 en el
que los resultados son los valores correspondientes de la funcién de riesgo:

Jugador A
(El estadistico)

dl d2 d3 d4
6, 0 0 1 1

Jugador B
{Naturaleza)

6, 1 0

B | =
B | -

Como se puede ver mediante una inspeccion, d, estd dominada por 4, y d, estéd domina-
da por d,, asf que d, y d, se pueden descartar; en la teoria de decisiones decimos que son
inadmisibles. En realidad, esto no debe ser una sorpresa puesto que en 4, asf como en d,
aceptamos la alternativa 4, (que la moneda tenfa dos caras) aun cuando salié cruz.

Esto nos deja con un juego de dos personas de suma cero 2 X 2 en donde el
jugador A tiene que escoger entre d, y d,. Se puede verificar ficilmente que si la Na-
turaleza se considera un oponente malévolo, la estrategia 6ptima es escoger aleatoria-
mente entre d, y d; con probabilidades respectivas de § y '_l; y el valor del juego (el
riesgo esperado) es un  de un délar. Si la Naturaleza no se considera un oponente ma-
lévolo, se tendrd que usar algiin otro criterio para escoger entre d, y d, esto se¢ exami-
nard en la seccién que sigue. Incidentalmente, formulamos este problema con respecto
a una moneda de dos caras y a una moneda normal, pero igualmente podfamos haber-
lo formulado en forma mds abstracta como un problema de decisién en el que tenemos
que decidir, con base en una sola observacion, si una variable aleatoria tiene la distri-
bucién de Bernoulli con el pardmetro 8 = 0 o et pardmetro 8 = 1.

Como ilustracién adicional a los conceptos de funcién de pérdida y funcién de
riesgo, consideremos el siguiente ejemplo, en el cual la Naturaleza al igual que el esta-
distico ticnen un continuo de estrategias.

EJEMPLO 9.7

Una variable aleatoria tiene la densidad uniforme

parad < x < @

X | -

fx) =

0 en cualquier otra parte
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9.5 EL CRITERIO MINIMAX

Si aplicamos el criterio minimax a la ilustracién de la seccién 9.3, que trata de la mone-
da ya sea de dos caras o balanceada con cara en un lado y cruz en el otro, encontramos
de la tabla en la pédgina 314 con d, y d, climinadas que para d, ¢l riesgo maximo es i. y
para d, el riesgo méximo es 1, y, por tanto, el que minimiza el riesgo maximo es d; .

EJEMPLO 9.8

Use el criterio minimax para estimar el pardmetro 8 de una distribucion binomial so-
bre la base de la variable aleatoria X, el nimero observado de éxitos en n intentos.
cuando la funcidn de decision tiene la forma

x+a
n+b

donde a y b son constantes, vy la funcién de pérdida estd dada por

x+ a x + a 2
L(n+b'6)_c(n+b 9)

donde ¢ es una constante positiva.

Solucion

El problema es encontrar los valores de @ y b que minimizarén la funcién de ries-
go correspondiente después que se ha maximizado con respecto a 8. Después de
todo, tenemos control sobre la eleccidén de a y b, en tanto que la Naturaleza
(nuestro supuesto oponente) tiene control sobre la eleccién de 8.

Puesto que E(X) = n@ y E{(X?)=né{1 — 8 + n@), como vimos en la p4-
gina 172, se sigue que

R(d.6) = E[c(‘::: - o)z]

¢
= ——[0(6° — n) + 6(n — 2ab) + &*

y. al usar el célculo, podemos encontrar e] valor de 8§ que maximiza esta expre-

sién y entonces minimiza R(d, #) para este valor de 8 con respecto aa y b. Esto

no es especialmente dificil, pero se deja al lector en el ejercicio 9.23 ya que im-

plica ciertos detalles algebraicos tediosos. A

d(x) =

Para simplificar el trabajo en un problema de esta clase, a menudo podemos usar
el principio igualador, segin el cual (en condiciones bastante generales) la funcién de
riesgo de la regla de decisién minimax es una constante; por ejemplo, nos dice que en
¢l ejemplo 9.8 la funcién de riesgo no debe depender del valor de 8.1 Para justificar es-
te principio, al menos en forma intuitiva, observe que en el ejemplo 9.6 la estrategia mi-

1 Las condiciones exacias en las cuales el principio igualador es vélido se encuentran en ¢] libro
de T. . Ferguson que estd en las referencias al final de este capitulo
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(e} Encuentre la funcién de decision que sea la mejor de acuerdo al criterio
de Bayes si las probabilidades asignadas a 8 = }y @ = } son, respectiva-
mente, § y %

9.29 Un fabricante produce un articulo que consiste en dos componentes, ambos de-
ben operar para que el articulo funcione correctamente. El costo de regresar
uno de los articulos al fabricante para reparaciones es a d6lares, el costo de ins-
peccionar uno de los componentes es 8 délares, y el costo de reparar un com-
ponente defectuoso es ¢ délares. El fabricante puede embarcar cada articulo
sin inspeccionar con la garantia de que sc dejard en condiciones perfectas de
trabajo en su fdbrica en caso de que no funcione; puede inspeccionar ambos
componentes y repararlos si es necesario; o puede scleccionar aleatoriamente
uno de los componentes y embarcar ¢l articulo con la garantfa original si traba-
ja, o repararlo y también verificar el otro componente.

(a) Construya una tabla que muestre la pérdida esperada del fabricante que
corresponde a las tres “estrategias™ y los tres “estados” de la Naturaleza
que G, 1 o 2 de los componentes no trabajen.

(b) (Qué debe hacer ¢l fabricante si @ = $25.00, ¢ = $10.00, y quiere minimi-
zar su pérdida maxima esperada?

(¢} ;Qué debe hacer el fabricante para minimizar su riesgo de Bayes sia =
$10.00, 8 = $12.00, ¢ = $30.00, y siente que las probabilidades de 0, 1, y 2
componentes defectuosos son, respectivamente, 0.70, 0.20 y 0.10?
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10.1 INTRODUCCION

10.2 ESTIMADORES INSESGADOS
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10.8 EL METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD
10.9 ESTIMACION BAYESIANA

10.7 INTRODUCCION

Tradicionalmente, los problemas de inferencia estadistica se dividen en problemas de
estimacién y pruebas de hipétesis, aunque en realidad todos son problemas de decisién
y. por tanto, se pueden manejar con el enfoque unificado que presentamos en el capi-
tulo anterior. La diferencia principal entre las dos clases de problemas es que en los
problemas de estimacion debemos determinar el valor de un pardmetro (o los valores
de varios pardmetros) de un continuo posible de alternativas, mientras que en las prue-
bas de hipétesis debemos decidir si aceptamos o rechazamos un valor especifico, 0 un
conjunto de valores especificos, de un pardmetro (o los de varios pardmetros).
Cuando usamos el valor de una estadistica para estimar un parametro de pobla-
cién, llamamos a esto estimacion puntual. y nos referimos al valor de la estad{stica co-
mo un estimador puntual del pardmetro. Por ejemplo, si usamos el valor de X para
estimar |a media de una poblacién, una proporcién muestral observada para estimar el
pardmetro 8 de una poblacién binomial, o un valor de §? para estimar una varianza de
poblacién, en cada caso usamos una estimacién puntual del pardmetro en cuestién. Es-
tas estimaciones se llaman estimadores puntuales porque en cada caso un nimero Gni-
€O, 0 un punto unico en ¢l eje real, se usa para estimar el pardmetro.
Correspondientemente, nos referimos a las estadfsticas mismas como estimadores
puntusles. Por ¢jemplo, X se puede usar como un estimador puntual de u, en cuyo ca-
so ¥ es un punto estimado de este pardmetro. En forma similar, $? se puede usar co-
mo un estimador puntual de o, en cuyo caso s* es un estimador puntual de este
pardmetro. Aquf usamos la palabra “puntual” para distinguir entre estos estimadores y

322
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estimaciones y los estimadores de intervalos y las estimaciones de intervalos, que pre-
sentaremos en el capitulo 11.

Puesto que los estimadores son variables aleatorias, uno de los problemas clave
de la estimacién puntual es estudiar las distribuciones muestrales. Por ejemplo, cuando
eslimamos la varianza de una poblacién con base en una muestra aleatoria, dificilmen-
te podemos esperar que el valor de 5% que obtenemos sers realmente igual a o?, pero
nos tranquilizarfa, al menos, saber si podemos esperar que esté cerca. También, debe-
mos decidir si usar una media de la muestra o una mediana de la muestra para estimar
la media de una poblacién. seria importante saber, entre otras cosas, si X o X es mds
probable que nos dé un valor que sea en realidad cercano.

Asi, se pueden usar diversas propiedades estadisticas de los estimadores para de-
cidir qué estimador es més apropiado en una situacién dada, cuil nos expone a un riesgo
mas pequefio, cudl nos dard la mayor informacién al costo més bajo, y asi sucesivamen-
te. En particular las propiedades de los estimadores que examinaremos en las seccio-
nes 10.2 a 10.6 son insesgabilidad, varianza minima, eficiencia, consistencia, suficiencia
y robustez.

10.2 ESTIMADORES INSESGADOS

Como vimos en la pagina 315, no existen funciones de decisién perfectas. y en relacién
con los problemas de estimacion esto significa que no hay estimadores perfectos que
siempre den la respuesta correcta. Asi, pareceria razonable que un estimador deba ha-
cerlo al menos en el promedio; esto es, su valor esperado debe ser igual al pardmetro
que se supone estima. En este caso, se dice que ¢l estimador es insesgado; de otra ma-
nera, se dice que es sesgado. Formalmente:

DEFINICION 10.1 Una estadistica O es un estimador insesgado del pardmetro
E(©) = 6.

Los siguientes son algunos ejemplos de estimadores insesgados y sesgados.

EJEMPLO 10.1

Si X tiene la distribucién binomial con los parametros n y €, demuestre que la propor-
. X . )

cién muestral, 7+ €8 un estimador insesgado de 6.

Solucién

Puesto que E(X) = n8, se sigue que

X 1 1
E(F) - EE(X) = H-nﬂ =g

X : :
y por tanto que —- es un estimador insesgado de 6. A
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EJEMPLO 10.2

Muestre que a menos que 6 = 1, el estimador minimax del pardmetro binomial 8 en la

pdgina 317 es sesgado.
Solucién

Puesto que E(X) = n#, se sigue que
X+—;—\/H E(X+%v§) n6+%\/;1
E n+ Vn - n+ Vn - n+ Vn
y se puede ver ficilmente que esta cantidad no es igual a @ a menos que 8 = %

EJEMPLO 10.3
Si X, X;,..., X, constituyen una muestra aleatoria de la poblacién dada por

e parax > 8
0 en cualquier otra parte

fix) =

demuestre que X es un estimador sesgado de 8.

Solucién
Puesto que la media de la poblacién es

oG

p= / xe " Ndxr =146
L]

. se sigue por el teorema 8.6 que E(X) =1 + & # &y por tanto que X es un es-

timador sesgado de 8. A

Cuando O es un estimador sesgado de 8, tal vez sea interesante conocer la ex-

tensién del sesgo, dada por
b(e) = E(8) — 6
Asi, para el ejemplo 10.2, el sesgo es

n9+%\/ﬁ l—-e

2
EE R RS

y se puede observar que tiende a ser pequefio cuando 8 estd cercano a 4 y también
cuando n es grande. Ciertamente, lfm b(6) = 0 y decimos que el estimador es asinté-

ticamente insesgado.

Por lo que se refiere al ejemplo 10.3, el sesgo es {1 + §) — 8 =1, pero en este
caso hay algo que podemos hacer al respecto. Puesto que E(X) =1 + 8§, se sigue que
E(X — 1) = &y portanto X — 1 es un estimador insesgado de 5. Lo que sigue es otro
ejemplo donde una pequefia modificacién de un estimador nos lleva a un estimador

que es insesgado.



Seccién 10.3: Eficiencia k74
1

(]

donde f{x) es el valor de la densidad de poblacion en x v n es el tamafio de la muestra alea-
toria. Esta desigualdad, la desiguakdad de Cramér-Rao. nos lleva al siguiente resultado.

var( 6

TEOREMA 102 Si © es un estimador insesgado de 8 y
1

ACEY

entonces € es un estimador insesgado de varianza minima de 6.

var(6) =

En este caso, la cantidad en ¢l denominador se conoce como la informacién sobre ¢
que que proporciona la muestra (véase también el ejercicio 10.19). Asi, mientras me-
nor sea la varianza. mayor es la informacion.

EJEMPLO 10.5

Muestre que X es un estimador insesgado de varianza minima de la media u de una
poblacién normal.

Solucién
Puesto que

1 _1(*_"’
flx) = —e 1\ " para —0 < x < 0

aVin

se sigue que

Infx) = —Ino V27 — %(1 v F)z

de manera que

Al fix) zl(x-_#)

A o (v

y por tanto
aln f{X) 2]_L { X—p)z]_L _ 1
E[( g ) _02'5( a _02.1—0'2

1 __1 _d
2 (Ca)

Asf,
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2
y puesto que X es insesgado y var(f )= -c;— de acuerdo al teorema 8.1, se sigue

que X es estimador insesgado de varianza mfnima de u. A

Serfa erréneo concluir a partir de este ejemplo que X es un estimador insesgado
de varianza minima de la media de cualquier poblacién. Ciertamente, en el ejercicio
10.30 se pedird al lector que verifique que esto no es as{ para muestras aleatorias de ta-
maio n = 3 de la poblacién uniforme continuacona=6 — lyg=6 + 1.

Como hemos indicado, los estimadores insesgados del mismo pardmetro suelen
compararsc en términos del tamaiio de su varianza. Si 6,y ©; son dos estimadores in-
sesgados del pardmetro @ de una poblacién dada y la varianza de ©, es menor que la
varianza de ©,, decimos que O, es relativamente mas eficiente que 6,. También,
usamos la razén

var{0,)
var(6,)

como una medida de la eficiencia de ©; relativaa O,.

EJEMPLO 10.6

En el ejemplo 10.4 demostramos que si X;, X,, ..., X, constituyen una muestra aleato-
+ 1
n

. . . n . .
ria de una poblacién uniforme con a = 0, entonces + Y, es un estimador inses-

gado de 8.

(a) Demuestre que 2X también ¢s un estimador insesgado de B.
(b) Compare la eficiencia de estos dos estimadores de 8.

Solucién

(a) Puesto que la media de la poblacién es 4 = - de acuerdo al teorema 6.1,

B
2
s¢ sigue por el teorema 8.1 que E{(X) = % y por tanto que E(2X) = 8.
Asi, 2X es un estimador insesgado de .

(b) Primero debemos encontrar la varianza de Jos dos estimadores. Usamos la
distribucién muestral de Y, y la expresion para £(Y,) dada en el ejemplo
104, vy obtenemos

a
2 n n —_— n
E(Y;) B . /; -v"ﬂ dy, = n '32
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Si dejamos los detalles al lector ¢n el ejercicio 10.27, se puede mostrar que
n+ 1 _ B
var( p Y,,) = A+ 2)

4

Puesto que la varianza de la poblacién es o = ’13—2 de acuerdo al teorema

6.1, sc sigue por el teorema 8.1 que var(X) = 12, ¥ PO lanto que

- s p?
var(2X) = 4-var(X) = 1

n+1
n

Por consiguiente, la eficiencia de 2X relativa a - Y, estd dada por

n+1 B
var( - -Y,,)_m_ 3
var(2X) - _ﬂi T n+2
3n

y s¢ puede ver que para n > 1 el estimador basado ¢n la estadistica de nési-
mo orden, es mucho mas eficiente que la otra. Para n = 10, por ejemplo,
la eficiencia relativa es sélo 25 por ciento, y para n = 25 sélo es 11 por
ciento. A

EJEMPLO 10.7

Cuando la media de una pobiacién normal se estima sobre la base de una muestra alea-
toria de tamafio 2n -+ 1, ;cudl es la eficiencia de la mediana relativa a la media?

Solucion

Por el teorema 8.1 sabemos que X es insesgado v que

*

o

var(X) = 5

En lo que se reficre a X es insesgado en virtud de la simetria de la distribucién
normal alrededor de su media, y sabemos por el andlisis que siguié al teorema
8.17 que para muestras grandes
2
~ T
X)=—
var{ X') I

Asi, para muestras grandes, la eficiencia de la mediana relativa a la media es:
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refiriéndonos en vez a la poblacién uniforme

(a)

(b)

(©)

1 ara0 < x <1
flx) = { zn i
cualquier otra parte

Muestre que E{X)} =1}, E{X?) =1}y var(X) = para esta poblaci6n de
manera que para una muestra aleatoria de tamafo n = 3, var( X ) = 5
Use los resultados de los ejercicios 8.72 y 8.78 (o derive las densidades y
densidad conjunta neccsarias) para demostrar que para una muestra alea-
toria de tamafio n = 3 de esta poblacidn, las estadisticas de orden Y, y ¥,
tienen E(¥,) =1, E(Y7) =15, E(Y;) =1. E(y,)_gys(v, ¥;) =1 de ma-
nera que var(Y;) =&, var(Y;) =g ycov(Y,. ¥)) =%

Use los resultados del inciso (b) y el teorema 4.14 para mostrar que
E(u) _1 Var(LL"a) L tant
3 5 Y 3 70 ¥ Por tanto que para mues-

tras aleatorias de tamafio n = 3 de la poblacién uniforme dada, la mitad
de la amplitud es insesgado y m4s eficiente que la media,

10.31 Demuestre que si © es un estimador sesgado de 6, entonces

E[(6 — 0)°] = var(8) + [b(0)]

10.32 Si él = % ) =Y 6 3= ; son estimadores del pardmetro 8 de una po-

blacién binomial y 6 =1, ;para qué valores de n

(a)
(b)

¢l error medio cuadrdtico de ©, ¢s menor que la varianza de O,

el error medio cuadréitico de O es menor que la varianza de 0,7

APLICACIONES

10.33 Se toman muestras alcaton'as de tamafio n de poblaciones normales con la me-
dia p¢ y las varianzas 0 =4y o} =9.5i ¥, =26.0y ¥, =325, estime u usando
el estimador del inciso (b) del ejercicio 10.21.

10.34 Sc toman muestras aleatorias de tamafio n; y n, de una poblacién normal con
la media u y la varianza ¢®. Sin, =25.n, =50, ¥, =276y ¥, = 38.1, estime
p usando el estimador del ejercicio 10.23.

10.38 La inteligencia militar de un pafs sabe que un enemigo construyé ciertos tan-
ques nuevos numerados en serie de 1 a k. Si se capturan tres de estos tanques
y sus nimeros de seric son 210, 38 y 155, use el estimador del inciso (b) del ejer-
cicio 10.12 para estimar k.
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EJEMPLO 10.10

St X\, X;,..., X, constituyen una muestra aleatoria de tamaiio n de una poblacién de
Bernoulli, demuestre que

é=X|+X2;:""+X"

es un estimador suficiente del pardmetro 8.

Solucion
Por la definicién 5.2

flx:8) =62(1 —0)'™ parax, =0,1

de manera que

fx; %3, .0,x,) = f[o’-(l - g)"':

_ orglx,(l _ 0)"_2:11‘
= o:(1 — o)
= Bn‘(l _ o)u“ﬂa

parax; = 0olei=1,2,..., n. También, puesto que
X=X| +X2+"'+Xn

es una vanable aleatoria binomial con los pardmetros # y », su distribucién estd
dada por

b(x:n,0) = (:)o'u - gy s
y la técnica de la transformacién de la variable de la seccién 7.3 nos da
g(6) = (na)ﬂ’é(l — 8" "™  para§ = 0.-1-,...,1
no n

Ahora, al sustituir en la férmula para f{x,.x,,..., x,|8) en la pagina 337, obte-
nemos
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A xs, 0 2, 0) _ fxy, x50 x,)

g(8) g(d)
_ (1 — 6)" "
() — oy
_ 1
(45)
1

(vmtoss)
xl+x2+"'+xn

parax, = Qo lei=1,2,.... n. Evidentemente, esto no depende de # y, por con-

- A _ X : :
siguiente, hemos mostrado que €) = 5 €S un estimador suficiente de 6. A

EJEMPLO 10.11

Muestre que Y =}(X, + 2X, + 3X;) no es un estimador suficiente del parametro de
Bernoulli 6.

Solucién

Puesto que debemos demostrar gue

ﬂxi»xz'-x!-)')
X{, Xy, X; =
f(l 2 1')’) g(y)

no es independiente de 8 para algunos valores de X|. X; v X;, consideremos ¢l
casodonde x; = Ly =lyx, =0 Asi,y=1(1 + 2.1+ 3.0)=1y

P(X1= X, = 1,x3=u.y=%)

A

_ f(1,1,0)
T A11.0) + flo,0,1)

donde:
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f(.l:l,.tz,xs) = 9‘:"'1:"':3(1 - 9)—“(x|+x,+.r,)

para x, = 0o lei=1,2, 3. Puesto que f{1,1,0) =¢(1 — 8) y {0,0,1) =
8(1 — 8)’, se sigue que

-1y 8’(1 — 8) -
’(1'1'0“,_ 2) T 01— 8) + 801 -8R 6

¥ se puede ver que esta probabilidad condicional depende de 8. Hemos mostra-
do asf que Y = %(X, + 2X, + 3X3) no es un esimador suficiente del pardmetro
8 de una poblaciéon de Bernoulli. A

Porque puede ser muy tedioso comprobar si una estadfstica es un estimador su-
ficiente de un pardmetro basado directamente en la definicién 10.3, suele ser mds facil
basarlo mejor en el siguiente teorema de factorizacién.

TEOREMA 10.4 La estadfstica © es un estimador suficiente del pardmetro & si y
sélo si la distribucién o densidad de probabilidad conjunta de la muestra aleato-
ria se puede factorizar de manera que

fxy, Xae  x:8) = g(6,8)-h{x), x3,...,x,)

donde g(#. 8) solo depende de 8 y 8, y de h(x,, x,,..., x,) no depende de 6.

En los textos mds avanzados se¢ puede encontrar una demostracién de este teorema;
vea, por ejemplo, ¢l libro de Hogg y Craig incluido entre las referencias al final de es-
te capftulo. En este caso, ilustremos ¢l uso del teorema 10.4 por medio del siguiente
ejemplo.

EJEMPLO 10.12

Muestre que X es un estimador suficiente de la media u de una poblacién normal con
la varianza conocida o*.

Solucién
Al hacer uso del hecho que

flxi X200 Xgs )

Il
o
q
S,
3

obtenemos:
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3o u) = Slln= %) = (u - DF
= S ar+ B

= i(x,- — % + n(x — )

¥ que

_1fEmr N
f(xl.XI,...,x";ﬂ.) = {%.e i(;7;) }

1 1 -1 1, 5: (Er‘_)z
) S
Vn oV2r
donde el primer factor del lado derecho depende s6lo del estimado X y de 1a me-
dia de la poblaci6n g, y el segundo factor no implica a p. De acuerdo al teorema

104, se sigue que X es un estimador suficiente de la media p de una poblacién
normal con la varianza conocida o A

Con base en la definicién 10.3 y ¢l teorema 104, respectivamente, hemos presen-
tado dos maneras de comprobar si una estadistica © es un estimador suficiente de un
pardmetro dado 8. Como ya dijimos, el teorema de factorizacion suele llevarnos a so-
luciones mds féciles; pero si queremos mostrar que una estadistica © no es un estima-
dor suficiente de un pardmetro dado 6. casi siempre es mds facil proceder con la
definicién 10.3. Esto se ilustro con ¢l ejemplo 10.11.

Mencionemos ahora la siguiente propiedad importante de los estimadores sufi-
cientes. Si @ es un estimador suficiente de 6. entonces cualquier funcién unfvoca Y =
u(é ). que no implique a #, también es un estimador suficiente de 8, y por consiguien-

te de u(8). con tal qu y = u(6) se pueda resolver para dar la inversa unfvoca 6 = w(y).
Esto sigue directamente del teorema 10.4, puesto que podemos escribir

Axy Xy %05 8) = glw(y), 8] h(xy, xa,.... x,)

donde g[w(y), 8] depende s6lo de y y 6. Si aplicamos este resultado al ejemplo 10.10,

~ X ) ) .
donde mostramos que O = 7 csun estimador suficiente del pardmetro de Bemnoulli ¢,

se sigue que X = X, + X; + -+ + X, también es un estimador suficiente de la media
¢ = n8 de una poblacién binomial.

10.6 ROBUSTEZ

En afios recientes, se ha dado atencién especial a una propiedad estadfstica lamada ro-
bustez . Es indicativa del grado al cual los procedimientos de estimacidn (y, como vere-
mos més adelante, otros métodos de inferencia) son afectados adversamente por
violaciones de las suposiciones que los sustentan. En otras palabras, un estimador se
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dice que es robusto si su distribucién muestral no se ve seriamente afectada por vio-
laciones de las suposiciones. Frecuentemente tales violaciones son debidas a puntos ex-
tremos causados por errores directos, digamos, al leer los instrumentos o al registrar
los datos, o por errores en los procedimientos experimentales. También pueden rela-
cionarse con la naturaleza de las poblaciones muestreadas o con sus pardmetros. Por
cjemplo, cuando estimamos la vida itil promedio de un cierto componente electréni-
co, podemos pensar que estamos muestreando una poblacién exponencial. micentras que
en realidad estamos muestreando una poblacién Weibull, o cuando estimamos el ingre-
so promedio de un cierto grupo de edad. podemos usar un método basado sobre la su-
posicion que estamos muestreando una poblacién normal, mientras que en realidad la
poblacién (distribucién de ingreso) es altamente desviada. También, cuando estimamos
la diferencia entre los pesos promedio de dos clases de ranas, la diferencia entre las
medias de 1Q’s de dos grupos étnicos, y en general la diferencia 4, — u, entre las me-
dias de dos poblaciones, podemos suponer que las dos poblaciones tienen la misma va-
rianza o’ mientras que en realidad o3 # o3.

Como debe ser aparente, la mayoria de las preguntas de robustez son dificiles de
contestar; ciertamente, mucho del lenguaje usado en el parrafo anterior es relativamen-
te impreciso. Después de todo, ;qué es lo que queremos decir por “no afectados seria-
mente”? Es mds, cuando hablamos de violaciones de las supasiciones que la sustentan,
debe quedar claro que algunas violaciones son mas graves que otras. Cuando se trata
de preguntas de robustez, estamos enfrentados asf a toda clase de dificultades, matemé-
ticamente y de otro tipo, y por la mayor parte s6lo se pueden resolver con simulaciones
por computadora. Mencionaremos, otra vez, el tema de la robustez brevemente en la
seccion 16.1.

EJERCICIOS

10.36 Use la definicién 10.2 para mostrar que Y, la estadistica de primer orden, es un
estimador consistente del pardmetro a de la poblacién uniforme con g8 =
a+ 1. |

10.37 Con respecto al ejercicio 10.36, use ¢l teorema 10,3 para mostrar que Y, — ey
es un estimador consistente del pardmetro a. "

10.38 Con respecto a la poblacion uniforme del ejemplo 104, use la definicién de con-
sistencia para mostrar que Y,,, la estadistica de nésimo orden, es un estimador
consistente del pardmetro .

10.39 Si X,. X;,.... X, constituyen una muestra aleatoria de tamafio » de una pobla-
cién exponencial, muestre que X es un estimador consistente del pardmetro f.

10.40 Con respecto al ejercicio 10.39, ;¢s X, un estimador consistente del pardmetro 67

10.41 Muestre que el estimador del ejercicio 10.21 es consistente.

10.42 Sustituya “asintSticamente insesgado™ en vez de “insesgado” en ¢l teorema

X +1 i ) ) .
10.3. y muestre que e es un estimador consistente del parametro binomial 8.
n

10.43 Sustituya “asintéticamente insesgado” en vez de “insesgado” en el teorema
10.3, use este teorema para rehacer el ejercicio 10.38.
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10,44 Para mostrar que un estimador puede ser consistente sin ser insesgado o aun in-
sesgado asintSticamente, considere el siguiente procedimiento de estimacion:
para estimar la media de¢ una poblacion con la varianza finita a*, primero to-
mamos una muestra aleatoria de tamano n. Después aleatoriamente sacamos
una de n papeletas numeradas de 1 a n, y si el nimero que sacamos €s 2, 3,...
0 1, usamos como nuestro estimador la media de la muestra aleatoria; de lo
contrario, usamos el estimado n*. Demuestre que este procedimiento de esti-
macién ¢s
(a) consistente:

(b) ni insesgado ni asintéticamente insesgado.

10.45 Si X,, X;,.... X, constituyen una muestra aleatoria de tamaio n de una pobla-
cioén exponencial, demuestre que X es un estimador suficiente del pardmetro 8.

10.46 Si X, y X, son variables aleatorias independientes que tienen distribuciones bi-
X, + X,

-

nomiales con los pardmetros 8 y n, y # ¥ n;, muestre que es un esti-

mador suficiente de 8.

———* un estimador suficiente de 87
n, + 2n,

10.47 En respecto al ejercicio 10.46, es

10.48 Después de referirse al cjemplo 10.4, ;es la estadistica de nésimo orden. Y, , un
estimador suficiente del pardmetro 87

10.49 Si X, y X, constituyen una muestra aleatoria de tamafio n = 2 de una pobla-
cién de Poisson. muestre que la media de la muestra es un estimador suficien-
te del pardmetro A.

10.50 Si X,, X; ¥ X, constituyen una muestra aleatoria de tamafio n = 3 de una po-
blacién de Bernoulh, muestre que ¥ = X, + 2X, + X, no es un estimador su-
ficiente de 8. (Sugerencia: considere los valores especiales de X, X; y Xj.)

10.51 Si X, X,,.... X, constituyen un muestra aleatoria de tamaio n# de una pobla-
cién geométrica, muestre que ¥ = X, + X, + --- + X, es un estimador sufi-
ciemte del pardmetro 6.

10.52 Muestre que el estimador del ejercicio 10.5 es un estimador suficiente de la va-
rianza de una poblacién normal con la media conocida .

10.7 EL METODO DE MOMENTOS

Como hemos visto en este capftulo, puede haber muchos estimadores diferentes del
mismo pardmetro de una poblacion. Por consiguiente, pareceria deseable tener algin
método general, o métodos, que produjeran estimadores con tantas propiedades desea-
bles como fuera posible. En esta seccidn y en la seccién 10.8 presentaremos dos méto-
dos tales, el método de momentos, que es histéricamente uno de los métodos més
antiguos y ¢l método de méxima verosimilitud. Adicionalmente, la estimacién Bayesia-
na sera tratada brevemente en la seccién 10.9 y otro método, el método de los cuadra-
dos minimos, serd considerado en ¢l capitulo 14.
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(m;)’

ms — (m'l)2

» — » —_ -
a = [l [ 2 -V ﬁ - L
nlz - (nll) ml
n n
2
2 % 2
v =1 - r =1 g s
Puesto que m| = — — = ¥ y my =-———, podemos escribir
- 2
=2 E (xf - .'I.')
- Hx -~ izl
a=———"—""1y =TT
=12 nx
S (x - ¥)
i=1
en términos dc las observaciones originales. A

En estos ejemplos estuvimos interesados en los pardmetros de una poblacién es-
pecifica. Sin embargo, es importante senalar que cuando los pardmetros a ser estima-
dos son los momentos de la poblacién, entonces el método de momentos se puede usar
sin ningln conocimiento sobre la naturaleza, o la forma funcional, de la poblacién.

10.8 EL METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD

En dos artfculos publicados a principios de este siglo, R. A. Fisher, el prominente es-
tadistico a quien ya hemos mencionado en la pagina 286, propuso un método general
de estimacién llamado ¢l métedo de mixima verosimilitud. También mostré las venta-
jas de este método al demostrar que producia estimadores suficientes siempre que €stos
existieran y que los estimadores de maxima verosimilitud son estimadores asint6tica-
mente insesgados de varianza minima.

Para ayudar a entender el principio ¢n el cual se basa el método de maxima ve-
rosimilitud, supongamos que ¢n el correo de la maiana alguien recibe cuatro cartas,
pero desafortunadamente una de ellas se extravia antes de que el destinatario tenga la
oportunidad de abrirla. Si, entre las tres cartas restantes, dos contienen facturaciones
de tarjetas de crédito y la otra no, jcuél podria ser un buen estimado de &, el nimero
total de facturaciones de tarjetas de crédito entre las cuatro cartas recibidas? Claramen-
te, k debe ser dos o tres, y si suponemos que cada carta tiene la misma oportunidad de
scr cxtraviada, encontramos que la probabilidad de los datos observados (dos de las
tres cartas restantes contienen facturaciones de tarjetas de crédito) es

G)G)

P
W b
M’
%]

parak = 2y
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para k = 3. Por consiguiente, si escogemos como nuestro estimado de & el valor que
maximiza la probabilidad de obtener los datos observados, obtenemos & = 3. Llama-
mos a éste el estimado de maxima verosimilitud y ¢l método por el cual se obtuvo ¢l
método de mdxima verosimilitud.

Asi, la caracteristica esencial del método de médxima verosimilitud es que examina-
mos los valores de 1a muestra y entonces escogemos como nuestros estimados de los pa-
rdmetros desconocidos los valores para los cuales la probabilidad o la densidad de
probabilidad de abtener los valores de la muestra es un mdximo. En lo que sigue, nos li-
mitaremos al caso de un pardmetro; pero, como veremos en el ejemplo 10.18, la idea ge-
neral también se aplica cuando hay varios pardmetros desconocidos. En el caso discreto,
si los valores muestrales observados son x, x3, ..., x,, la probabilidad de obtenerlos es

P(Xl = X1 Xz = xZ“"'Xﬂ = Xu) = f(xl,xz....,x,,;ﬂ)

que es justamente el valor de la distribucién de probabilidad conjunta de las mues-
tras aleatorias X, X;..... X, en X; = x,, X; =x,,..., X, = x,. Puesto que {os valo-
res muestrales se han observado y, por consiguiente, son nimeros fijos, consideramos
fAxi.x3,...,x,:8) como un valor de una funcién de 8, y nos referimos a esta funcién
como la funcién de verosimilitud. Se aplica una definicién andloga cuando la muestra
aleatoria viene de una poblacién continua, pero en ese caso f{x,, x;, ..., x,; 8) es el va-
lor de la densidad de probabilidad conjunta de las variables aleatorias X, X,,..., X,
enX, =x,, X;=x....X,=x,.

DEFINICION 0.5 Si x|, x3,..., x, son los valores de una muestra aleatona de una
poblactén con ¢l pardmetro 6, 1a funcion de verosimilitud de la muestra esta dada por

L(8) = fixi,xz, ..., %,:0)

para los valores de @ dentro de un dominio dado. En este caso f{x,, x;.....x,.8) es
¢l valor de la distribucion de probabilidad conjunta o de la densidad de probabilidad
conjunta de las variables aleatorias X, X,....,. X, en X, = x{, X;=1x,...., X, =x,.

Asi, el método de médxima verosimilitud consiste en maximizar la funcién de verosimi-
litud con respecto a 6. y nos referimos al valor de & que maximiza la funcién de vero-
similitud como estimador de maxima verosimilitud de 8.

EJEMPLO 10.15

Dado x “éxitos” en n intentos, encuentre el estimador de méxima verosimilitud del pa-
rdmetro 8 de la distribucién binomial correspondiente.

Solucién
Para encontrar ¢l valor de 8 que maximiza

L(8) = (:)0‘(1 - gy*

serd conveniente hacer uso del hecho que el valor de 8 que maximiza L(§) tam-
bién maximiza:
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y al igualar la segunda de estas derivadas parciales a cero y despejar para o* des-
pués de sustituir 4 = I, obtenemos

6t =

x|

n
Y (%, — ¥)} a
i=1

Se debe observar que no mostramos que o sea un estimador de mixima verosimi-
litud de 7. sélo que & es un estimador de méxima verosimilitud de o”. Sin embargo. se
puede mostrar {véasc la refercncia al final de este capitulo) que estimadores de méxi-
ma verosimilitud tienen la propiedad de invarianza que si © es un estimador de maxima
verosimilitud de 8 y la funcién dada por g{8) es continua, entonces g{©) también es
un estimador de méxima verosimilitud de g(#). Se sigue que

6 =5 3 n - 7Y

que difiere de s en que dividimos entre n en vezde n — 1, es un estimador de méxima
verosimilitud de o.

En los ejemplos 10.15, 10.16 y 10.18 maximizamos el logaritmo de la funcién de
méxima verosimilitud en vez de la funcién misma de mdxima verosimilitud, pero esto
no es de ninguna manera necesario. Justamente dio la casualidad que fue conveniente
en cada caso.

EJERCICIOS

1053 Si X,, X,..... X, constituyen una muestra aleatoria de una poblacién con la
media u y la varianza o°, use el método de momentos para encontrar los esti-
madores de u y .

10.54 Dada una muestra aleatonia de tamafo n de una poblacion exponencial, use el
método de momentos para encontrar un estimador del pardmetro 4.

10.58 Dada una muestra aleatoria de tamaiio n de una poblacién uniforme con
a = 0, encuentre un estimador para 8 por el método de momentos.

10.56 Dada una muestra aleatoria de tamaiio n de una poblacién De Poisson, use ¢l
método de momentos para encoatrar un estimador del pardmetro A.

10.57 Dado una muestra aleatoria de tamaiio n de una poblacién beta con 8 = 1, use
el método de momentos para encontrar una férmula para estimar el pardmetro a.

10.58 Si X, X,..... X, constituyen una muestra aleatoria de tamaiio n de una pobla-
¢ién dada por:
2{6 — x)
flx;8) = &

0 en cualquier otra parte

para0 < x < 8

encuentre un estimador para # por el método de momentos.

10.59 Si X\, X;,..., X, constituyen una muestra aleatoria de tamafio n de una pobla-
cién dada por:
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g(x:8) = {8 parax > &

0 en cualquier otra parte

encuentre los estimadores para 8 y # por €l método de momentos. Esta distri-
bucién se conoce algunas veces como la distribucién exponencial de dos pard-
metros, y para ¢ = 1 es la distribucién del ejemplo 10.3.

10.60 Dada una muestra alealoria de tamailo n de una poblacién uniforme continua,
use el método de momentos para encontrar férmulas para estimar los pardme-
trosa y 8.

10.61 Considere N variables aleatorias independientes que tienen distribuciones bi-
nomiales idénticas con los pardmetros 8 y n = 3. Si n, de ellas asumen ¢l va-
lor 0, n, asumen el valor 1, n, asumen el valor 2 y n, asumen el valor 3, use el
método de momentos para encontrar una férmula para estimar 6.

10.62 Use el método de méxima verosimilitud para rehacer el ejercicio 10.56.
10.63 Use el método de méxima verosimilitud para rehacer el ejercicio 10.57.

10.64 Si X, X,,.... X, consliluyen una muestra aleatoria de tamafio n de una pobla-
¢ién gamma con o = 2, use el método de méxima verosimilitud para encontrar
una férmula para estimar 8.

10.65 Dada una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacion normal con la me-
dia conocida u. encuentre el estimador de méaxima verosimilitud para o.

10.66 Si X,, X,, ..., X, constituyen una muestra aleatoria de tamailo n para una po-
blacién geométrica, encuentre las férmulas para estimar su pardmetro 8 al usar
(a) el método de momentos;
(b) el método de méxima verosimilitud.

10.67 Dada una muestra aleatoria de tamadio n de una poblacién de Rayleigh (véase
el ejercicio 6.20), encuentre un estimador para su pardmetro a por el método
de méxima verosimilitud.

10.68 Dada una muestra aleatoria de tamafo n de una poblacion Pareto (véase el
ejercicio 6.21). use el método de méxima verosimilitud para encontrar una férmu-
la para estimar su pardmetro a.

10.69 Use el método de méxima verosimilitud para rehacer el ejercicio 10.59.
10.70 Use el método de médxima verosimilitud para rehacer el ejercicio 10.60.
10.71 Use el método de mdxima verosimilitud para rehacer el ejercicio 10.61.

10.72 Dada una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién gamma con el pa-
rAdmetro conocido a, encuentre un estimador de méxima verosimilitud para

(a) B: () = (28— 1)

1073 Si Vi, Vo,.... V, y W,. W, ..., W, son muestras aleatonas independientes de ta-
mafo n de poblaciones normales con las medias ., =a + Byu,=a — By
la varianza comin ¢? = 1, encuentre los estimadores de m4xima verosimilitud
paraay B.
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SiV, Y. Wy W WG LD W son muestras aleatorias independientes de
tamafio nyyn; de poblaciones normales con las medias MY iy ¥ la vdnanza
comiin o°. encuentre Jos estimadores de méxima verosimilitud para ., g2 y 0.

Sca X;. X,,.... X, una muestra aleatoria de tamafio n de una pobiacién unifor-
me dada por

1 1
f—-<x<O+ =
1 para 2 X 7

fix;8) =

0 en cualquier otra parte

Muesire gue si Y} y Y, son las estadisticas de primer y nésimo orden, cualquicr
estimador 6) tal que

l 1

pucde servir como un estimador de médxima verosimilitud de 8. Esto demues-
tra que los estimadores de maxima verosimilitud no son tnicos.

Con respecto al ¢jercicio 10.75, compruebe si los siguientes estimadores son es-
timadores de maxima verosimilitud de 6:

(a) (v, + %) (b) v, +21).

APLICACIONES

10.77

10.78

10.79

10.80

En 12 dias. seleccionados al azar. ¢l consumo de electricidad de una ciudad fue
de 6.4, 4.5 108, 7.2, 68,49, 35,163, 48,70, 8.8 y 5.4 millones de kilovatios-
hora. Suponiendo que estos datos se pueden considerar como una muestra alea-
loria de una poblacion gamma. use los estimadores obtenidos en ¢l ¢jemplo
10.14 para estimar los pardmetros a y f3.

El tamafio de un poblacion animal a veces se estima por ¢l método de captura-
recaptura. En este método. 7, de los animales se capturan en el drea en consi-
deracién, se marcan, y se liberan. Més tarde, se capturan, s, de los animales, se
encuentra que A de ellos estdn marcados. y se usa esta informacién para esti-
mar N, ¢l nimero total de animales de la clase dada en el 4rea en considera-
cién. 81 se capturan 22, = 3 bihos raros en una seccién de un bosque, sc¢ marcan
y s¢ liberan, mas tarde se capturan »#;, = 4 buhos tales se capturan y sélo uno
de ellos se encuentra marcado. estime N por ¢l método de méxima verosimili-
tud. (Sugerencia: intente con N = 9,10, 11, 12, 13 y 14.)

Ciertos neumaticos radiales tuvieron vidas atiles de 35,200. 41,000, 44,700,
38,600 y 41.500 millas. Suponiendo que estos datos se pueden considerar como
una muestra aleatoria de una poblacién exponencial, use el estimador obteni-
do en el ejercicio 10.54 para estimar ¢l pardmetro 8.

Dc scis medidas del punto de cbullicién de un compuesto de silicio, ¢l tamafo
del error fue 0.07, 0.03, 0.14. 0.04, 0.08 y 0.03<C. Suponga que estos datos se



is2

Capitulo 10: Estimacién: teoria

10.81

10.82

10.83

1084
1085

10.86

10.87

10.88

pueden considerar como una muestra aleatoria de la poblacién del ejercicio
10.58, use el estimador obtenido ahf por el método de momentos para estimar
el pardmetro 8.

Sin contar los que fallaron inmediatamente, ciertos focos tuvieron vidas iitiles
de 415, 433, 489, 531, 466, 410, 479, 403, 562, 422, 475 y 439 horas. Suponga que
estos datos se pueden considerar como una muestra aleatoria de una poblacién
exponencial de dos pardmetros, use los estimadores obtenidos en el ejercicio
10.59 para estimar los pardmetros 5 y 8.

Rehaga el ejercicio 10.81, use los estimadores obtenidos en el ejercicio 10.69
por el método de mdxima verosimilitud.

Los datos reunidos durante varios afios muestran que cuando una corredora de
bolsa llamé a una muestra aleatoria de ocho de sus clientes, obtuvo una seiial
de ocupado 6.5, 10.6, 8.1, 4.1, 9.3, 11.5, 7.3 y 5.7 por ciento del tiempo. Supon-
ga que estas cifras s¢ pueden considerar como una muestra aleatoria de una po-
blacién uniforme continua, use los estimadores obtenidos en el ejercicio 10.60
para estimar los pardmetros a y 8.

Rehaga el ejercicio 10.83, use los estimadores obtenidos en el ejercicio 10.70.

Cada vez que ¢l Sr. Jones va al hipédromo apuesta a tres carreras. En una
muestra aleatoria de 20 visitas al hip6dromo, ¢l perdié todas sus apuestas 11
veces, gand una vez siete veces y gand dos veces en dos ocasiones. Si 8 es la
probabilidad de que ganard una, cualquiera, de sus apuestas, estimela usando
el estimador de mdxima verosimilitud obtenido en el ejercicio 10.71.

En una muestra aleatona de los maestros en un distrito escolar grande, sus sa-
larios anuales fueron $23,900, $21,500, $26,400, $24,800, $33,600, $24,500,
$29,200, $36,200, $22.400, $21,500, $28,300, $26,800, $31,400, $22,700 y $23,100.
Suponga que estos datos se pueden considerar como una muestra aleatoria de
una poblacién de Pareto, use el estimador obtenido en el ejercicio 10.68 para
estimar ¢l pardmetro a.

En 20 dias muy frios, una granjera pudo arrancar su tractor en el primer, ter-
cer, quinto, primer, segundo, primer, tercer, séptimo, segundo, cuarto, cuarto,
octavo, primer, tercer, sexto, quinto, segundo, primer, sexto y segundo intento.
Suponga que estos datos se pueden considerar como una muestra aleatoria de
una poblacién geométrica, estime su pardimetro 8 por cualquiera de los méto-
dos del ejercicio 10.66.

Los IQ’s de 10 adolescentes que pertenecen a un grupo étnico son 98, 114, 105,
101, 123, 117, 106, 92, 110 y 108, mientras que los de seis adolescentes que per-
tenecen a otro grupo étnico son 122, 105, 99, 126, 114 y 108. Suponga que estos
datos se pueden considerar como muestras aleatorias independientes de pobla-
ciones normales con las medias u; y &, y la varianza comiin o, estime estos
pardmetros por medio de estimadores de maxima verosimilitud obtenidos en el
ejercicio 10.74.
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10.9 ESTIMACION BAYESIANAT

Hasta ahora hemos supuesto, en este capitulo, que los pardmetros que queremos esti-
mar son constantes desconocidas: en la estimacién bayesiana los pardmetros se consi-
deran como variables aleatorias que tienen distribuciones previas, que suelen reflejar
la fortaleza de las creencias de uno sobre los valores posibles que pueden asumir. En la
seccién 9.6 ya encontramos un problema de estimacidn bayesiana: el pardmetro era el
de una densidad uniforme y su distribucién previa era una distribuct6n gamma.

El problema principal de la distribucion bayesiana es el de combinar creencias
previas sobre un pardmetro con evidencias muestrales directas, y en el ejemplo 9.9 con-
seguimos esto al determinar ©(81x), la densidad condicional de © dado X = x. En
contraste a la distribucién previa de O, esta distribucién condicional (que también re-
fleja la evidencia muestral directa) se llama la distribuciéon posterior de ©. En general,
si h(#) es el valor de la distribucién previa de © en # y queremos combinar la infor-
macion que expresa con la evidencia muestral directa sobre 8, por ejemplo, el valor de
una estadistica W = u( X,, X,,..., X, ). determinamos la distribucién posterior de 6
por medio de la férmula

f(8,w) _ h(8)-f{wl8)
g(w) g(w)

ef{8|w) =

En este caso f{w]|@) es el valor de la distribucién muestral de W dado 6 = 0 en w,
f(8. w) es el valor de la distribucién conjunta de O yWen 6 y w, y g{(w) es el valor de
la distribucién marginal de W en w. Advierta que la f6érmula anterior para ¢(8|w) es,
de hecho, una extensi6n al caso continuo del teorema de Bayes, teorema 2.13. De ah{
el término “estimacién bayesiana®.

Una vez que se ha obtenido la distribucién posterior de un pardmetro, se puede
usar para hacer estimados como en el ejemplo 9.9, o se puede usar para hacer afirma-
ciones probabilisticas acerca del parimetro, como se ilustrard en el ejemplo 10.20. Aun-
que el método que hemos descrito tiene amplias aplicaciones, aquf limitaremos nuestro
examen a inferencias sobre el pardmetro €} de una poblacién binomial y 1a media de
una poblacién normal; en el ejercicio 10.92 se tratan las inferencias acerca del pardme-
tro de una poblacién de Poisson.

TEOREMA 10.5 Si X es una variable aleatoria binomial y la distribucién previa de
O es una distribucién beta con los pardmetros « y 8, entonces la distribucién pos-
terior de © dado X = x es una distribuci6én beta con los pardmetros x + a y
n—x+ B

t Algunos de los conceptos y lenguaje usadus on esta seccion sc introdujeron en el capitulo 9, el
capitulo opcional sobre teoria de decisiones,
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Demostracion. Para O = 8 tenemos

fix|g) = (:)B‘(l - parax = 0,1,2,....n

T@+B) ry  pro
h(8) = { T(a)-T(B) Y1 — 6y para0 <9 <1
0 en cualquier otra parte
y por tanto
_ D@+ B) ey — ot (Va1 = oyees
0.9 = gty e = o< (e o
= n -M, +a—1 _ n—z+8—1
(.r) I(a)-T(8) ¢ (1 —8)

parad <8 <1yx=012,..., »y fie, x) = 0 en cualquier otra parte. Para
obtener la densidad marginal de X, hagamos uso del hecho que la integral de la
densidad beta de 0 a 1 es igual a 1; esto es

. } I'(a)-I'(B)
1 — A1 = —
/;:‘ {1 x} dx T'(a + B)

Asi, obtenemos

_ (Y. IN'a + 8) .I’(a +x}-I'(m—x + 8)
gl = (.r) T(a)-['(B) T(n +a+ B)

parax=10,1,..., n, y por tanto

(n+a+ B)
INe + x)-T'(tn — x + B)

(P(elx) - .el+a—l(1 . a)n-xi-p-l

para 0 < 8 < 1,y ¢(68|x) = 0 en cualquier otra parte. Como se puede ver me-
diante una inspeccién. ésta es una densidad beta con ios parametros x + a y
n—xt B v

Para hacer uso de este teorema, refiramonos al resultado que (bajo condiciones
muy generales) la media de la distribucidn posterior minimiza el riesgo de Baves cuvando
la funcidn de pérdida es cuadrdtica, esto es, cuando la funcién de pérdida estd dada por

L[d(x).8] = cld(x) — 0)*

donde c es una constante positiva. Advierta que ¢sta es la funcion de pérdida que usa-
mos en ¢l ejemplo 9.9. Puesto que la distribucién posterior de © es una distribucién be-
ta con pardmetros x + ayn — x + B, se sigue por el teorema 6.5 que

r+ a

B0l =+

es un valor de un estimador de § que minimiza el riesgo de Bayes cuando la funcion de
pérdida es cuadrdtica y la distribucion previa de © es de la forrna dada.
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1 10 1

— = + = 0.0111
o (425) " (134)°

de manera que o7 = 90.0 y o, = 9.5. Ahora, la respuesta a nuestra pregunta esta
dada por el drea de la regién sombreada de la figura 10.1, esto es, ¢l 4rea bajo la
curva normal estindar entre

700 — 715 _ 720 - 715 _
9.5 ey 2 95

Asf, la probabilidad de que el valor de M esté entre 700 y 720 es 0.4429 + 0.2019
= (,6448, 0 aproximadamente 0.645. A

0.53

0.2019
0.4429
700 75 720 K
= -138 =053

Figura 10.1 Diagrama para el ejemplo 10.20.

EJERCICIOS
1089 Con los resultados del ejercicio 6.29, muestre que la media de la distribucién
posterior de O dada en la pégina 354 se puede escribir como

E®l) = w- + (1 — w)-8

esto es, como una media ponderada de %y 8,, donde 6, y o} son la media y la

varianza de la distribucién beta previade O y

n

w=
n+—(—)-8°1_o° -1

a

10.90 En el ejemplo 10.19 la distnbucién previa del pardmetro 0 de la distribucion bi-
nomial fue una distribucién beta con a = 8 = 40. Use el teorema 6.5 para en-
contrar la media y la varianza de esta distribucién previa y describa su forma.
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1091

Muestre que la media de la distribucién posterior de M dada en el teorema 10.6
se puede escribir como

B =weE o+ (1= w)epy
esto es, como una media ponderada de ¥ v u,, donde
w = n
= 2
n+ J

b

I

g

10.92 Si X tiene una distribucién de Poisson y la distribucién previa del pardmetro A

(mayiscula griega lambda) es una distribucién gamma con los pardmetros o y
B. muestre que
(a) la distribucién posterior de A dada por X = x es una distribucién gamma

B .
g+1
(b) la media de la distribucién posterior de A es

_ Bla + x)
M= e

con los parametrosa + xy

APLICACIONES

1093

Lo producido en una cierta linea de producci6n se verifica diariamente median-
te la inspeccién de 100 unidades. Durante un periodo largo de tiempo, el pro-
ceso ha mantenido un rendimiento de B0 por ciento, esto es. una proporcion
defectuosa de 20 por ciento, y la variacién de la proporcién defectuosa de dia
a dia se mide por una desviacion estdndar de 0.04. Si en un cierto dfa la mues-
tra contiene 38 unidades defectuosas, encuentre 1a media de la distribucién pos-
terior de © como un estimado de la proporcién defectuosa de ese dfa. Suponga
que la distribucién previa de © es una distribucién beta.

10.94 Los registros de una universidad (reunidos durante muchos afios) muestran que

10.95
10.96

en promedio 74 por ciento de todos los estudiantes de primer ingreso tiene [Q’s
de por lo menos 115. Por supuesto, el porcentaje varia un poco afto con afo, y
esta variacién se mide por una desviacion estdndar de 3 por ciento. Si una ve-
rificacién muestral de 30 alumnos de primer ingreso que entran a la universi-
dad en 1998 mostrd que sélo 18 de ellos tenfan IQ’s de por lo menos 115, estime
la verdadera proporcién de estudiantes con IQ’s de por lo menos 115 en esa ge-
neracién de primer ingreso, use

(a) sdlo la informacién previa;

(b) sdlo la informacidn directa;

(c) el resultado del ejercicio 10.89 para combinar la informacién previa con la
informacion directa.

Con respecto al ejemplo 10.20, encuentre P(712 < M < 725|% = 6Y2).

Un profesor de historia estd preparando un examen final que se administrard a

un grupo muy grande de estudiantes. Su creencia acerca de la calificacién pro-
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medio que deben sacar se expresa subjetivamente por una distnbucién normal

con la media u, = 65.2 y la desviacién estandar oy = 1.5.

(a) (Qué probabilidad previa asigna el profesor a la calificacién promedio real
a que esté en alguna parte del intervalo de 0.63 a 0.68?

(b) Qué probabilidad posterior asignaria a este evento si ¢l cxamen se pro-
bard en una muestra aleatoria de 40 cstudiantes cuyas calificaciones tie-
nen una media de 72.9 y una desviacién estdandar de 7.47 Use s = 7.4
como un estimado dc o.

10.97 Una gerente de oficina cree que para una cierta clase de negocio el nimero dia-
rio de llamadas telefdnicas que se reciben es una variable aleatoria que tiene
una distribucién de Poisson, cuyo pardmetro tiene una distribucién gamma pre-
viacona = 50y B = 2. Si se le dice que en un negocio asi se recibieron 112
llamadas telef6nicas en un dia dado, ;cudl serd su estimado del promedio dia-
rio del nimero de llamadas recibidas en ese negocio en particular si considera

{a) sdlo la informacién previa;
(b) sdlo la informacién directa;
{c) ambas clases de informacién y la teoria del ejercicio 10.92?

REFERENCIAS

Se examinan diversas propiedades de estimadores suficientes en

Leumann, E. L., Theory of Point Estimation. Nueva York: John Wiley & Sons, Inc., 1983,
WiLKs, S. S., Mathernatical Statistics. Nueva York: John Wiley & Sons, Inc., 1962,

y s¢ puede encontrar una demostracion del tecarema 10.4 en

Hooo, R. V., and CrAIG, A. T.. Introduction 1o Mathematical Statistics, 5th ed. Upper Saddle
River, N.I: Prentice Hall. 1995.

Se¢ ¢xaminan propiedades importantes de los estimadores de maixima verosimilitud en

KEERPING, E. S., Introduction to Statistical Inference. Princeton, N.J.: D. Van Nostrand Co..
Inc., 1962,

y se puede encontrar una derivacion de la desigualdad de Cramér-Rao. asf como de las con-

diciones mds generales bajo la cual se aplica. en

Rao. C. R.. Advanced Statistical Methods in Biometric Research. Nueva York: John Wiley
& Sons, Inc.. 1952,
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11

Estimacion: aplicaciones

11.1 INTRODUCCION

11.2 LA ESTIMACION DE MEDIAS

11.3 LA ESTIMACION DE DIFERENCIAS ENTRE MEDIAS

11.4 LA ESTIMACION DE PROPORCIONES

11.5 LA ESTIMACION DE DIFERENCIAS ENTRE PROPORCIONES

11.6 LA ESTIMACION DE VARIANZAS

11.7 LA ESTIMACION DE LA RAZON O COCIENTE ENTRE DOS VARIANZAS
11.8 USO DE COMPUTADORAS

11.1 INTRODUCCION

En el capitulo 10 nos centramos en estimacion puntual. Aunque ésta es una forma co-
mun para expresar las estimaciones, deja espacio para muchas preguntas. Por ejemplo,
no nos dice en cudnta informacién se basa la estimacidn, ni nos dice nada sobre ¢l ta-
mafio posible del error. Asf, tal vez habria que completar un estimador puntual 6 de 6
con el tamaiio de la muestra y el valor de var(B) o con alguna otra informacién sobre
la distribucién muestral de 6. Como veremos, nos permitird evaluar el tamano posible
del error.

Alternativamente, podrfamos usar estimacion de intervalo. Una estimacién de in-
tervalo de @ es un intervalo de la forma 9: <8< 02, donde 8, y son valores de va-
riables aleatorias apropiadas 6,y 6,. Por “apropiada™ queremos decir

P(6,<8<6,)=1—a

para alguna probabilidad especificada 1 — a. Para un valor especificado de 1 — a,
nos referimos a 8, < ¢ < @, como intervalo de confianza (1 — a) 1009, para 8. Tam-
bién, 1 — «a se llama grado de confianza. y los puntos terminales del intervalo, 8, y 52,
s¢ |llaman limites de confianza inferior y superior. Por ejemplo, cuando a = (.05, el gra-
do de confianza es 0.95 y obtenemos un intervalo de confianza del 95%.

Debe entenderse que, como los estimadores puntuales, los estimadores de inter-
valos de un pardmetro dado no son 1tinicos. Esto se ilustra en los ejercicios 11.2y 11.3
y también en la seccién 11.2, donde mostramos que, basado una sola muestra aleato-



Seccion 11.2: La estimaciéon de medias 3ol

ria, hay varios intervalos de confianza para p, todos tienen el mismo grado de confian-
za 1 — a. Como fue el caso en la estimacién puntual, los métodos de estimacién de in-
tervalo se juzgan por sus diversas propiedades estadfsticas. Por ejemplo, una propiedad
deseable es que la longitud de un intervalo de confianza de (1 — a) 100% sea tan cor-
ta como sea posible: otra propiedad deseable es que la longitud esperada, E(6, - 6,)
sca tan pequefia como sea posible.

11.2 LA ESTIMACION DE MEDIAS

Para ilustrar c6mo se puede evaluar el tamafio posible de los errores en la estimacién
puntual. supongamos que la media de una muestra aleatoria se va a usar para estimar
la media de una poblacién normal con varianza conocida o”. Por el teorema 8.4, la dis-
tribucién muestral de X para muestras aleatorias de tamafio # de una poblacién nor-
mal con media u y varianza o° es una distribucién normal con

2 0'2

By = p ¥ 0 T o8
Asf, podemos escribir

P(lZ} < z./;) = |l—a
donde

_X-u
Z o/ \Vn

Y Z,;2 €5 tal que la integral de la densidad normal estdndar de z,, a  es igual a o/2
(véase también el ejercicio 6.62). Se sigue que

P(IX’ - ul < zm-%) =1l-a

0, ¢n otras palabras, que

TEOREMA 1L1 Si X, la media de una muestra alcatoria de tamafio # de una po-
blacién normal con la varianza conocida o°, se va a usar como un estimador de
la media de la poblacion, la probabilidad es 1 — a de que el error serd menor

o
que Zan2* 7;‘

EJEMPLO 111

Un equipo de expertos en eficiencia intenta usar la media de una muestra aleatoria de
tamafio n = 150 para estimar ¢l promedio de la aptitud mecénica de los trabajadores
de una linea de ensamble en una industria grande (segin la mide cierta prucba estan-
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EJEMPLO 11.2

Si una muestra aleatoria de tamafio n = 2() de una poblacién normal con la varianza
o' = 225 tiene la media ¥ = 64.3, construya un intervalo de confianza del 95% para
la media de la poblacion u.

Solucién
Sustituimos n = 20, X = 643, 0 = 15y Zgs = 1.96 ¢n la férmula del interva-

lo de confianza del teorema 11.2, y obtenemos

64.3 — l.%-—15= <u <643 + 1.96-i

V20 V20

que se reduce a

57.7 < u < 709 &

Como sefialamos en la pagina 360, las formulas de intervalos de confianza no son inicas.
Esto se puede ver al cambiar la férmula del intervalo de conftanza del teorema 11.2 a

- o - a
X —z-‘.‘,’q-—\-/-;<p<x +ZGB'W

0 a la fé6rmula del intervalo de confianza del {1 — a}100% en un sentido

o
#<f+zf.'ﬁ

Alternativamente, podriamos basar un intervalo de confianza para p en la mediana de
la muestra o, digamos, la mitad de la amplitud.

Hablando estrictamente, los teoremas 11.1 y 11.2 requieren que tratemos con una
muestra aleatoria de una poblacién normal con la varianza conocida o’ Sin embargo,
en virtud del teorema del limite central. también se pueden usar estos resultados para
muestras alcatorias de poblaciones no normales siempre que n sea suficientemente
grande; esto es, n = 30. En ¢ste caso, podemos sustituir en vez de o ¢l valor de la des-
viacién estdndar de la muestra.

EJEMPLO 11.3

Un disefiador industrial quiere determinar la cantidad promedio de tiempo que tarda
un adulto ¢n ensamblar un juguete “facil de ensamblar™. Use los datos siguienties (en
minutos), una muestra aleatoria, para construir un intervalo de confianza del 95% pa-
r2 la media de la poblacién muestreada:

17 13 18 19 17 21 29 22 16 28 21 1§

26 23 24 20 8 17 17 21 32 18 2§ 22

16 10 20 22 19 14 30 22 12 24 28 |11

Solucion

Al sustituirn = 36, ¥ = 19.92, zgps = 1.96 y 5 = 5.73 con o la formula del in-
tervalo de confianza del teorema 11.2, obtenemos:
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llos de la marca 8 tuvieron un contenido promedio de nicotina de 2.7 miligramos con
una desviacién estandar de 0.7 miligramos. Suponga que los dos conjuntos de datos son
muestras aleatorias independientes de poblaciones normales con varianzas iguales,
construya un intervalo de confianza del 95% para la diferencia entre las medias de los
contenidos de nicotina de las dos marcas de cigarritlos.

Solucién

Primero sustituimos n, = 10, n, = 8,5, = 0.5y s, = 0.7 en la férmula de s,, y
obtenemos

5, = \/9(0.25) 1-:-5 7(049) _ o coc

Entonces, al sustituir este valor juntoconn, = 10, n, = 8, x, = 3.1, ¥; = 2.7
Y foo2s.16 — 2.120 (de la tabla IV) en la férmula del intervalo de confianza del
teorema 11.5, encontramos que el intervalo requerido de confianza del 95% es

t

(3.1 — 2.7) — 2.120(0.596) 10 + % < T M

< (3.1 — 2.7) + 2.120(0.59%) 11—0 +

o —

que se reduce a
—020 < pu, — gy < 1.00

Asf, los lfmites de 95% de confianza son -0.20 y 1.00 miligramos; pero observe
que puesto que esto incluye 1, — u, = 0, no podemos concluir que hay una di-
ferencia real entre los contenidos promedio de nicotina de las dos marcas de ci-
garrillos. Encontrard mds acerca de esto en el capitulo 13. A

EJERCICIOS

1L.1 Si x es un valor de una variable aleatoria que tiene una distribucidon exponen-
cial, encuentre k de manera que el intervalo de 0 a kx es un intervalo de con-
fianza del (1 — «)100% para el pardmetro 6.

11.2 Si x; y x, son los valores de una muestra aleatoria de tamafio 2 de una pobla-
cién que tiene una densidad uniforme con a = 0y 8 = 8, encuentre &k de ma-
nera que

0<8<k(x + x,)

sea un intervalo de confianza del (1 — a)100% para @ cuando
(a) a=14; b) a>4i.
11.3 Si hacemos uso de los métodos de la seccion 8.7, se puede demostrar que para

una muestra aleatoria de tamafio n = 2 de la poblacién del ejercicio 11.2, la
distribucién de la amplitud de la muestra estd dada por

A(R) = %(G—R) para0 < R < 6

0 en cualquier otra parte
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Use este resultado para encontrar ¢ de manera que
R <8 <cR

es un intervalo de confianza de! (1 — «)100% para 8.

114 Muestre que el intervalo de confianza del {1 — a)100%

— a _ o
X—zcn'v;<p<x +Z,ﬂ’7;

es mas corto que el intervalo de confianza del (1 — a}100%

_ o _ o
x—zhﬁ.v,T(“(’t-*-zﬂﬁ'W
115 Muestre que de todos los intervalos de confianza del (1 = a)100% de la forma

— g — o
X —zkaov’-;<,u<x +Z(1_kh'W

el que tiene k = 0.5 es e! més corto.

11.6 Muestre que si X s¢ usa como una estimacién puntual de u y o es conocida, la
probabilidad es 1 — a de que |X¥ — ul. el valor absoluto de nuestro error, no
excederd una cantidad especificada e cuando

0.2
n - zﬂﬂ.:

(Si resulta que n < 30, esta férmula no se puede usar, a menos que sea razo-
nable suponer que estamos muestreando a partir de una poblacién normal.)

11.7 Modifique el teorema 11.1 de manera que se pueda usar para evaluar el error
méximo cuando o’ sea desconocida. (Advierta que este método se puede usar
s6lo después de haber obtenido los datos.)

11.8 Enuncie un teorema anélogo al teorema 11.1, lo que nos permite evaluar el
error maximo al usar X; — x; como una estimacién de u, — u, en las condi-
ciones del teorema 11.4.

11.9 Mauestre que Sf, es un estimador insesgado de o? y encuentre su varianza en las
condiciones del teorema 11.5.

11.10 Verifique el resultado de la pagina 367, el cual expresa T en términos de X, X,
ysS,.

APLICACIONES

11.11 Una funcionaria de distrito intenta usar la media de una muestra aleatoria de
150 alumnos de sexto aiio de un distnto escolar muy grande para estimar la me-
dia de la puntuacién que todos los alumnos de sexto afio en el distrito obten-
drian si tomaran cierta prueba de rendimiento aritmético. Si, basada en la
experiencia, la funcionaria sabe que o = 9.4 para tales datos, ;qué se puede
afirmar con probabilidad de 0.95 acerca del error méximo?
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1112

11.13

11.14

1115

11.16

11.17

11.18

11.19

11.20

Con respecto al ejercicio 11.11, suponga que la funcionaria de distrito toma su
muestra y obtiene ¥ = 61.8. Use toda la informacién dada para construir un
intervalo de confianza del 99% para la media de la puntuacién de todos los
alumnos de sexto afio en el distrito.
Un investigador médico pretende usar la media de una muestra aleatoria de ta-
maiio n = 120 para estimar la media de la presi6n arterial de mujeres de cin-
cuenta afios. Si, con base en su experiencia, sabe que ¢ = 10.5 mm de mercurio,
(qué puede afirmar con probabilidad de 0.99 acerca del error maximo?
Con respecto al ejercicio 11.13, suponga que el investigador toma su muestra y
obtiene ¥ = 141.8 mm de mercurio. Construya un intervalo de confianza del
98% para la media de la presidn arterial de mujeres de cincuenta anos.
Un estudio del crecimiento anual de ciertos cactus mostré que 64 de ellos, seleccio-
nados aleatonamente en una regién desértica, crecieron en promedio 52.80 mm con
una desviacion estdndar de 4.5 mm. Construya un intervalo de confianza del 99%
para el verdadero promedio de crecimiento anual de la clase dada de cactus.
Para estimar el tiempo promedio requerido para ciertas reparaciones, un fabrican-
te de automéviles pidid que se tomara el tiempo a 40 mecénicos, una muestra
aleatoria, en la ejecucién de esta tarea. Si tardaron un promedio de 24.05 mi-
nutos con una desviacién estdndar de 2.68 minutos, ;qué puede afirmar el fa-
bricante con 95% de confianza sobre el maximo error si usa x = 24.05 minutos
como una estimacion de la media del tiempo real requendo para ejecutar las re-
paraciones dadas?
Si una muestra constituye una proporcién sensible, esto es, més del 5 por ciento
de la poblacién de acuerdo a la regla empirica de la pagina 275, las f6rmulas de
los teoremas 11.1 y 11.2 deben modificarse al usar la férmula de la varianza
del teorema 8.6 en vez de la del teorema 8.1. Por ejemplo, el error mdximo en
el teorema 11.1 se vuelve
o N-—n

L Na NN
Use esta modificacién para rehacer el ejercicio 11.11, dado que hay 900 alum-
nos de sexto aflo en el distrito escolar.
Use la modificacién sugerida en el ejercicio 11.17 para rehacer el ejercicio 11.12,
dado que hay 900 alumnos de sexto afio en el distrito escolar.
Un experto en eficiencia quiere determinar la cantidad promedio de tiempo que
tarda la cuadrilla de un foso en cambiar un juego de cuatro neuméticos a un au-
to de carreras. Use la férmula para n del ejercicio 11.6 para determinar el ta-
maiio de la muestra que se necesita para que el experto en eficiencia pueda
afirmar con 95% de probabilidad que la media de la muestra diferird de u, la
cantidad a ser estimada, en menos de 2.5 segundos. Se sabe por estudios pre-
vios que o = 12.2 segundos.
En un estudio sobre hdbitos de ver televisién, se desea estimar el promedio del
ndmero de horas a la semana que los adolescentes dedican a verla. Si es razo-
nable suponer que ¢ = 3.2 horas, ;qué tan grande necesita ser la muestra de
manera que sea posible afirmar con 95% de confianza que la media de la mues-
tra estd errada en menos de 20 minutos? (Sugerencia: refiérase al ejercicio 11.6.)
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-~

X . . A .
donde 6 = o Entonces, si sustituimos @ por 8 dentro de los radicales, lo que ¢s una
aproximacién adicional, obtenemos

TEOREMA 11.6 Si X ¢s una variable aleatoria binomial con los pardmetros n y

al 1
=, enlonces
n

-~ é‘ ""6 -~ él_é
G_Zan’\/—'(—l"r'-—)<6<9+£¢n'J¥

es un intervalo de confianza aproximado del (1 — «)100% para 6.

0. n es grande y 9 =

EJEMPLO 11.7

En una muestra aleatoria, 136 personas de 400, a quienes se les aplic una vacuna contra
la influenza, experimentaron cierta incomodidad. Construya un intervalo de confianza del
95% para la verdadera proporcién que experimentara alguna incomodidad por la vacuna.

Solucion

Sustituimos n = 400, § = B =034Y 2g0s = 1.96 cn la férmula del intervalo
de confianza del teorema 11.6, y obtenemos

f 0.34)(0.66 0.34)(0.66
34— 1. <8<03 .
0.34 — 196 # <034 + 196 400

0.294 < 8 < 0.386
0, al redondear a dos decimales, 029 < 8 < 0.39. A

Usamos las mismas aproximaciones que nos lievaron al teorema 11.6, y también pode-
mos escribir

.o X . .
TEOREMA 117 Si@ = 7 S¢ usa como un cstimador de 6, podemos afirmar con

(1 — a)100% de confianza que el error es menor que

Dy

60 - 8)

zaﬂ " n

EJEMPLO 11.8

Se hace un estudio para determinar la proporcién de vatantes en una comunidad bas-
tante grande que estdn a favor de la construccién de una planta nuclear. Si 140 de 400
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es una variable aleatoria que tiene aproximadamente la distribucién normal estdndar.
Sustituimos esta expresién por Zen P(—z,, < Z < z,n) =1 = a, y llegamos al si-
guiente resultado

TEOREMA 118 Si X, es una variable aleatoria binomial con los pardmetros »,
y 8,. X, es una vanable aleatona binomial con los pardmetros n, y 8,, 1, y #; son

- xl - _r:
grandes, y 8, = Y 8, = T, entonces
1 2

Ao 6(1—8) 61 -8
i 92)"'3«/2'\/ { T ) + o n, 2 <8 -6

-~ - 61_6 al_é‘)
<(91-92)+z¢n'\/‘( . ), o ™ 2)

es un intervalo de confianza aproximado de (1 — a)100% para 6, — 6,.

EJEMPLO 11.9

Si 132 de 200 votantes hombres y 90 de 159 votantes mujeres estdn a favor de cierto
candidato que hace campaha para gobernador de Illinois, encuentre un intervalo de
confianza del 99% para la diferencia entre las proporciones reales de votantes hombres
y votantes mujeres que est4n a favor del candidato.

Solucion

Sustituimos 8, = 32 = 0.66, 8, = & = 0.60 y zg0s = 2.575 en la f6rmula del
intervalo de confianza del teorema 11.8, y obtenemos

(0.66 — 0.60) — 2.575\/ (0'6?0((;]'34) + (0'601)5((?'40) <6 — 6

< (066 — 060) + 2575, /L6103, (060)(040)

200 150
la que se reduce a
—0074 < ¢, — 6, < 0.194

Asf, estamos 99% seguros de que el intervalo de —0.074 a 0.194 contiene la dife-
rencia entre las proporciones reales de votantes hombres y mujeres que favore-

cen al candidato. Observe que esto incluye la posibilidad de una diferencia cero
entre las dos proporciones. A
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EJERCICIOS
11.29 Al despejar

x—né x— né
-2z y e — y —— . = za;
2 Vno(1 - 6) no(l—0)

para @, muestre que
1 x{n—x 1
X+ E.Z‘z'f'z + Z“J:Jin_l +- Z

n+ 22

'zin

son los limites con (1 — a)100% de confianza para 8.

11.30 Use la férmula del teorema 11.7 para mostrar que podemos estar al menos
(1 = a)100% seguros de que el error que cometemos es menor que e cuando

. A X
usamos una proporcién muestral & = — con

2
a2

n —
4’
como una estimacion de 4.

11.31 Encuentre una f6rmula para n anéloga a la del ejercicio 11.30 cuando se sabe
que 6 debe estar en el intervalo entre ¢’ y 8”.

11.32 Complete los detalles que llevaron de la estadistica Z en la p4gina 374, sustitui-
da en P(—2.,p < Z < z,5) = 1 — a, a la fSrmula del intervalo de confianza
del teorema 11.8.

11.33 Encuentre una férmula para el error miximo analoga a la del teorema 1.7
cuando usamos €, — #, como una estimacién de 6, — 9,.

11.34 Use el resultado del ejercicio 11.33 para mostrar que cuando n, = n, = n, po-
demos estar al menos (1 — n)lOO% seguros de que el error que cometemos al

usar 8, — #; como una estimacién de #, — 8, es menor que ¢ cuando
n = E;Il
2¢
APLICACIONES

1135 Una encuesta muestral en un supermercado mostré que 204 de 300 comprado-
res usan regularmente cupones de descuento. Use la férmula de muestra gran-
de para el intervalo de confianza del teorema 11.6 para construir un intervalo
con 95% de confianza para la verdadera proporcién correspondiente.

11.36 Con respecto al ejercicio 11.35, ;qué podemos decir con 99% de confianza so-
bre el error madximo si usamos la proporcién muestral observada como una es-
timacién de la proporcién de todos los compradores en la poblacién muestreada
que usan cupones de descuento?
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11.40
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11.42

11.43

11.44

1145

11.46

11.47
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En una muestra aleatona de 250 telespectadores en una ciudad grande, 190 ha-
bian visto cierto programa polémico. Construya un intervalo de confianza del
99% para la verdadera proporcion correspendiente, use

(a) laférmula de muestras grandes para ¢l intervalo de confianza del teorema 11.6;
(b) los limites de confianza del ejercicio 11.29.

Con respecto al ejercicio 11.37, ;qué podemos decir con 95% de confianza acer-
ca del error mdximo si usamos la proporcion observada de la muestra como una
estimacion de la verdadera proporcién correspondiente?

Entre 100 peces capturados en cierto lago. 18 no cran comestibles como resul-
tado de la contaminacidn quimica del ambiente. Construya un intervalo de con-
fianza del 99% para la verdadera proporcién correspondiente.

En una muestra aleatoria de 120 animadoras, 54 habian sufrido dafios, de mode-
rados a severos, en sus voces. Con % de confianza, ;qué podemos decir sobre
el error méximo si usamos la proporcién muestral 55 = 0.45 como una estima-
cién de la verdadera proporcién de animadoras que padecen de esta manera?

En una muestra aleatoria de 3(0) persenas que comen ¢n la cafeteria de una
tienda departamental. s6lo 102 pidieron postre. Si usamos {2 = 0.34 como una es-
timacion de la verdadera proporcion correspondiente, jcon qué confianza po-
demos afirmar que nuestro error €s menor que 0.057

Una politica solicita una encuesta de opinién privada para estimar qué proporcién
de sus electores estdn a favor de que ciertas violaciones menores de narcéticos ya
no constituyan un delito. Use la férmula del ¢jercicio 11.30 para determinar qué
tan grande deberd scr la muestra de la encuesta para tener al menos 95% de con-
fianza de que la proporcién muestral tiene un error menor que (.02,

Use el resultado del ejercicio 11.31 para rehacer el ejercicio 11.42, dado que la
encuesta tiene razones para creer que Ja verdadera proporcién no excede 0.30.

Suponga que queremos cstimar qué proporcién de todos los automovilistas exce-
den el limite legal de la velocidad en cierto tramo de la carretera entre Los An-
geles y Bakersfield. Use la formula del cjercicio 11.30 para determinar de qué
tamano se necesitard la muestra a fin de estar al menos 99% scguro de que la cs-
timacién resultante, la proporcion muestral, tiene un ¢rror de menos de 0.04.

Use el resultado del ejercicio 11.31 para rehacer el ejercicio 11.44, dado que te-
nemos bucnas razones para creer gue la proporcion gue cslamos tratando de
estimar es al menos 0.65.

En una muestra aleatoria de visitanles a un sitio turistico famoso, 84 de 250
hombres y 156 de 250 mujeres compraron recuerdos. Construya un intervalo de
confianza del 95% para la verdadera proporcién de hombres y mujeres que
compran recuerdos en este sitio turistico.

Entre 500 solicitudes de licenctas de matrimonio escogidas aleatoriamente en
un afio dado, hubieron 48 en que la mujer era al menos un afio mayor que el
hombre, y entre 400 solicitudes de licencias de matrimonio escogidas aleatoria-
mente seis afios después, hubieron 68 en los cuales la mujer era al menos un
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1148

11.49

afic mayor que el hombre. Construya un intervalo de confianza del 99% para
la diferencia entre las verdaderas proporciones correspondientes de solicitudes
de licencias de matrimonio en que la mujer es al menos un aio mayor que el
hombre.

Con respecto al ejercicio 11.47, ;qué podemos decir con 98% de confianza acer-
ca del error méximo si usamos la diferencia entre las proporciones muestrales
observadas como una estimacién de la diferencia entre las verdaderas propor-
ciones correspondientes? (Sugerencia: use el resultado del ejercicio 11.33.)

Suponga que queremos determinar la diferencia entre las proporciones de clien-
tes de una cadena de donas en Carolina del Norte y Vermont que prefieren las
donas de la cadena a las de todos sus competidores. Use la férmula del ejerci-
cio 11.34 para determinar el tamaiio de las muestras que se necesitan para es-
tar 95% seguros de que la diferencia entre las dos proporciones muestrales estd
en error por menos de 0.05.

11.6 LA ESTIMACION DE VARIANZAS

Dada una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién normal, podemos obtener
un intervalo de confianza del (1 — a)100% para o? al hacer uso del teorema 8.11, de
acuerdo al cual

(n — 1)8

a.Z

es una variable aleatoria que tiene la distribucién ji cuadrada con n — 1 grados de li-

bertad.

Asf

("_1)32,( 2

P[Xf—a,rz,..-1 < o Xu,fl,n—l] =1-a

— 11¢? — 12
P————("2 DY 222 DS l)s]=l—~a
Xajtn—1 X1-wfdn—1

donde x25 -1 ¥ X}-a/2,»—1 S0N como se definen en la pigina 282, y obtenemos

TEOREMA 119 Si s? es el valor de la varianza de una muestra aleatoria de ta-
maiflo n de una poblacién normal, entonces

es un intervalo de confianza del (1 — a)100% para o*.

(n—l)sz<02< (n — 1)§
Xf.;z.n—l Xf—an,n—l

2
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Los limites correspondientes con (1 — «)100% de confianza para o se pueden obte-
ner al sacar la raiz cuadrada de los lfmites de confianza para o,

EJEMPLO 11.10

En 16 corridas de prueba el consumo de gasolina de un motor experimental tuvo una
desviacién estdndar de 2.2 galones. Construya un intervalo de confianza del 99% para
o>, que mide la verdadera variabilidad del consumo de gasolina del motor.

Solucién

Al suponer que los datos observados se pueden considerar como una muestra
aleatoria de una poblacién normal, sustituimos n = 16 y s = 2.2, junto con
Xooos1s = 32.801 y xdws 15 = 4.601, obtenidas de la tabla V, en la férmula del
intervalo de confianza del teorema 11.9, y obtenemos

15(2.2)* 2 15(22)°
2801 7 < Ta601

221 < ¢? < 15.78 A

Para obtener el intervalo correspondiente con 99% de confianza para o, sacamos
la rafz cuadrada y obtenemos 1.49 < ¢ < 3.97.

11.7 LA ESTIMACION DE LA RAZON O COCIENTE
ENTRE DOS VARIANZAS

Si 57 y 5} son las varianzas dc mucstras alcatorias independicntes de tamafio n| y n,
de poblaciones normales, entonces, de acuerdo al teorema 8.15,

o} St
ol 8}

F =

€s una variable aleatoria que tiene una distribucién Fcon ny — 1 y n, — 1 grados de
libertad. Asf, podemos escribir

P(ﬁ"ﬁﬂ.ﬂg"].ﬂg—l < O_ZSZ <L;’2.N|—I.ﬂ}—1) = 1 - a

donde £, —1.ny—1 Y A -a/2.n,—1,5,—1 SON como se define en la pdgina 287. Puesto que



380  Capitulo 11: Estimacion: aplicaciones

1

ﬁ—.n.n.-:.n,-l =
L,Q, ﬂ:—1,ﬂ| -1

(véase el ejercicio 8.57), se sigue que

TEOREMA 1110 Si s? y 57 son los valores de las varianzas de muestras aleato-
rias independientes de tamafio n, y n, de poblaciones normales, entonces

-‘% 1 < 0"1 <3 2 £
= s /2 my=dny -
5% L,rz.n,—i.n;—l 51 f2m=lm=l

2
es un intervalo de confianza del {1 — a)100% para %;—.
2

Los limites correspondientes con (1 — «)100% de confianza para Z_; se pueden obte-
2

. 18
ner al sacar la rafz cuadrada de los limites de confianza para —.
o2

EJEMPLO 11. M

2

. . 4
Con respecto al ejemplo 11.6, encuentre el intervalo de confianza del 98% para ;}.
?

Solucion
Sustituimos n = .10. n, = 8, 5= 05, 5= 0.7y.£‘01'9.7 = 6.72 _\"5_01_7‘9 = 561
de la tabla VI, y obtenemos

025 1 0.25
——— < —_—
0.49 6.72 ol 0.49 +361

0.076 < < 2.862

Puesto que el intervalo aquf obtenido incluye la posibilidad de que la razén sea
1. no hay evidencia real contra la suposicién de varianzas de poblacién iguales en
el ejemplo 11.6. A

EJERCICIOS

11.50 Si se puede suponer que el pardametro binomial ¢ asume un valor cercano a ce-
ro, a menudo son titiles los limites de confianza superiores de la forma 8 < C.
Para una muestra aleatoria de tamaiio #, el intervalo en un sentido

1
8 < o Xi.zuﬂj
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EJEMPLO 11.12

Para estudiar la durabilidad de una nueva pintura para las lineas blancas centrales, un
departamento de obras publicas pint6 franjas de prueba de un lado a otro de carrete-
ras con mucho trinsito en ocho lugares diferentes. y los contadores electrénicos mos-
traron que se deterioraban después de que (al ciento mds cercano) 142,600, 167.800,
136,500, 108,300, 126,400, 133,700, 162,000 y 149,400 autos cruzaron por encima de ellas.
Construya un intervalo de confianza del 95% para la cantidad promedio de trdnsito
(cruces de autos) que esta pintura puede soportar antes de deteriorarse.

Solucion

La impresién de computadora de ia figura 11.]1 muestra que el intervalo de con-
fianza deseado es

124,758 < u < 156,917

cruces de autos. También muestra el tamafio de la muestra, la media de los da-
tos, su desviacidn estdndar y el error estdndar estimado de la media, SE MEAN,

que estd dado por %‘v A

MTB

¥TR

Ccl

» SET C1
DATA > 1426090 167890 136500 108399 126400 133700 162009 149400
> TINT 95 C1

N MEAN STDEV  SE MEAN 95.9 PERCENT C.I.
8 140837 19228 6798 e T T

Figura 11.1 |mpresién de computadora para el ejemplo 11.12,

Asf como se usaron en este ejemplo, las computadoras nos permiten hacer en for-
ma miés eficiente {(mds rdpida, més barata y casi automdtica) lo que antes se hacia por
medio de calculadoras de escritorio, calculadoras manuales o aun a mano. Sin embar-
go, al tratar con una muestra de tamaiio n = 8, el ejemplo no puede hacer mucha jus-
ticia al poder de las computadoras para manejar conjuntos enormes de datos y ejecutar
cilculos que ni siquiera se consideraban posibles hasta afios recientes. También, nues-
tro ejemplo no muestra cdmo las computadoras pueden resumir tanto la salida como la
entrada y los resultados, asf como los datos originalcs, cn varias clases de grificas y cua-
dros, lo que permite métodos de anilisis que no estaban disponibles en el pasado.

Todo esto es importante, pero no hace justicia al efecto fenomenal que las compu-
tadoras han tenido en la estadistica. Entre otras cosas, las computadoras se pueden usar
para tabular o graficar funciones (digamos, las distribuciones, ¢, F o x2) v asf darle al in-
vestigador un entendimtento claro de los modelos sustentantes y hacerle posible estu-
diar los efectos de las violaciones de las suposiciones. También es importante el uso de
las computadoras para simular los valores de variables aleatorias (esto s, muestreo
de toda clase de poblaciones) cuando no es factible un enfoque matemdtico formal. Es-
to provee una herramienta importante cuando estudiamos lo apropiade de los mode-
los estadisticos.
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APLICACIONES

11.60 Se examinaron 20 pilotos en un simulador de vuelo y el tiempo que cada uno
tardd en concluir cietta accién corrcetiva sc midio en segundos, con los resul-
tados siguientes:

52 56 76 68 48 57 90 60 49 74
65 79 68 43 85 36 61 58 64 4.0

Use un programa de computadora para encontrar un intervalo de confianza del
95% para la media del tiempo que se lleva la accidn correctiva.

11.61 Las siguicntes son las resistencias a la compresion (dadas 4 las 10 psi més cer-
canas) de 30 muestras de concreto

4890 4830 5490 4820 5230 4960 5040 5060 4500 5260
4600 4630 5330 5160 4950 4480 5310 4730 4710 4390

4820 4550 4970 4740 4840 4910 4880 5200 5150 4890

Use un programa de computadora para encontrar un intervalo de confianza del
90% para la desviacién estandar de estas resistencias a la compresion.

REFERENCIAS

Se da un método general para obtener intervalos de confianza en

MooD. A. M., GraynriLL. F. A, and Boks. ID. C., Introduction to the Theory of Statistics, 3rd
ed. Nueva York: McGraw-Hill Book Company, 1974,

y s¢ pueden encontrar criterios adicionales para juzgar los mérilos relativos de los interva-
los de confianza en

LEHMANN, E. L., Testing Statistical Hvpotheses. Nueva York: John Wilev & Sons, Inc., 1959,

y en otros textos sobre estadistica matemdtica. En Biometrika Tables, a 1a que hacemos re-
ferencia en la pégina 298, s¢ dan tablas especiales para construir intervalos de confianza del
95% y 98% para proporciones. Para una prueba de la independencia de las variables alea-
torias Z y Y en la pagina 367. véase

Brunk, H. D., An Introduction to Mathemarical Statistics, 3rd ed. Lexinglon, Mass.: Xerox
Publishing Co., 1975.
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Prueba de hipotesis: teoria

12,1 INTRODUCCION
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12.5 LA FUNCION DE POTENCIA DE UNA PRUEBA
12.6 PRUEBAS DE RAZON DE VEROSIMILITUD

12.7 INTRODUCCION

Problemas como cuando un ingeniero tiene que decidir con base en datos muestrales si el
verdadero promedio de vida de cierta clase de neumdtico es, por lo menos, 22,000 millas,
cuando un agrénomo tiene que decidir con base en experimentos si una clase de fertili-
zante produce un rendimiento més alto de frijol de soya que otro, y cuando un fabricante
de productos farmacéuticos tiene que decidir con base en muestras si 90 por ciento de to-
dos los pacientes que reciben un nuevo medicamento se recuperardn de cierta enferme-
dad, se pueden traducir al lenguaje de las pruebas estadisticas de hipétesis. En el primer
caso podrfamos decir que el ingeniero tiene que probar la hipétesis de que 8, el pardme-
tro de una poblacién exponencial, es por lo menos 22,000; en el segundo caso podriamos
decir que el agrénomo tiene que decidir si iy > u,, donde u, y u; son las medias de dos
poblaciones normales; y en el tercer caso podriamos decir que el fabricante tiene que de-
cidir si 8, el parAmetro de una poblacién binomial, es igual a 0.90. En cada caso se debe
suponer, por supuesto, que la distnbucién escogida describe correctamente las condicio-
nes experimentales; esto es la distribucién proporciona el modelo estadistico correcto.

Como en los ejemplos anteriores, la mayoria de las pruebas estadisticas de hip6tesis
tienen que ver con los pardmetros de las distribuciones, pero algunas veces también tienen
que ver con el tipo, 0 naturaleza, de las distribuciones mismas. Por ejemplo, ¢n el primero
de nuestros tres ejemplos el ingeniero tal vez también tendria que decidir si realmente es-
14 tratando con la muestra de una poblacién exponencial o si sus datos son valores de va-
riables aleatorias que tienen, digamos. la distribucién de Weibull del ejercicio 6.23.

DEFINICION 12.1 Una hipétesis estadistica es una afirmacién o conjetura acerca
de la distribucién de una o mds vanables aleatorias. Si una hipdtesis estadistica

384
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especifica completamente la distribucidn. se conoce como hipotesis simple; si no,
se conoce como hipétesis compuesta.

Una hipé6tesis simple debe, por consiguiente, especificar no sélo la forma funcio-
nal de la distribucién subyacente, sino también los valores de todos los pardmetros. Asi,
en ¢l tercero de los ejemplos anteriores, el que trata de la efectividad del nuevo medi-
camento, la hipétesis 8 = 0.90 es simple, suponiendo, claro estd, que especificamos el
tamafo de la muestra y que la poblacién es binomial. Sin embargo, en el primero de
los ejemplos anteriores la hipdtesis es compuesta ya que 8 = 22,000 no asigna un va-
lor espectfico al pardmetro 6.

Para poder construir un criterio apropiado para probar hipdtesis estadfsticas, s
necesario que también formulemos hipétesis alternativas. Para ilustrar esto considere
¢l ejemplo que trata de la vida de los neumiticos, podriamos formular la hipdtesis al-
ternativa de que ¢l parametro @ de la poblacién exponencial es menos de 22,000; en el
ejemplo que trata con las dos clascs de fertilizantes, podrfamos formular la hipotesis al-
ternativa 1, = p,; y en el ejemplo quc trata del nuevo medicamento, podriamos formu-
lar la hipétesis alternativa de que el pardmetro 8 de la poblacién binomial dada es sélo
0.60, quc ¢s la tasa dc recuperacién de la enfermedad sin ¢l nuevo medicamento.

El concepto de hipétesis simples y compuestas también se aplica a las hip6tesis al-
ternativas, y en el primer ejemplo podemos decir ahora que estamos probando la hip6-
tesis compuesta 8 = 22,000 contra la alternativa compuesta 6 < 22,000, donde 8 es ¢l
paridmetro de una poblacién exponencial. De la misma manera, en el segundo ejemplo
estamos probando la hipétesis compuesta u, > u, contra la alternativa compuesta
1 = u,, donde p, y u, son las medias de dos poblaciones normales, y en el tercer
ejemplo estamos probando la hip6tesis simple 8 = 0.90 contra la alternativa simple
& = 0.60, donde @ es ¢l pardmetro de una poblacién binomial para la cual s estd dada.

Frecuentemente, los estadisticos formulan como sus hip6tesis exactamente lo con-
trario de lo que quieren demostrar. Por ejemplo, si queremos demostrar que los estu-
diantes de una escuela tienen un promedio de 1Q m4s alto que los de otra escuela,
podriamos formular la hipétesis de que no hay diferencia: la hipétesis 4, = ;. Con
esta hipdtesis sabemos qué esperar, pero éste no seria el caso si formulamos la hipéte-
sis i, > p,. a menos que especifiquemos la diferencia real entre g, y u,.

De igual forma, si queremos demostrar que una clase de mineral tiene un porcen-
taje més alto de contenido de uranio que otra, podriamos formular la hipétesis de que
los dos porcentajes son iguales; y si queremos demostrar que hay una mayor variabili-
dad en la calidad de un producto de la que hay en la calidad de otro, pedrfamos formu-
lar la hipétesis de que no hay diferencia; esto es, ¢; = o,. En vista de las suposiciones
de “no hay diferencia”, hipdtesis como éstas nos llevan al término hipétesis nula, pero
hoy en dfa este término sf es valido para cualquier hip6tesis que quisiéramos probar.

De forma simbblica, usaremos H, para la hip6tesis nula que queremos probar y
H\, 0 H, para la hipdétesis alternativa. Los problemas con més de dos hip6tesis, esto es,
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problemas que incluyen varias hip6tesis alternativas, tienden a ser bastante complica-
dos y no los estudiaremos en este libro.

12.2 PRUEBA DE UNA HIPOTESIS ESTADISTICA

La prueba de una hip6tesis estadistica es la aplicacién de un conjunto explicito de re-
glas para decidir si aceptamos la hip6tesis nula o la rechazamos en favor de la hipéte-
sis alternativa. Suponga, por ejemplo, que un estadfstico desea probar la hipétesis nula
8 = 6, contra la hipStesis alternativa 8 = 8,. Para tomar una decisién, generara datos
muestrales por medio de un experimento y después calculard el valor de una estadisti-
ca de prueba, que le dird qué accién tomar para cada resultado posible del espacio
muestral. El procedimiento de prueba, por consiguiente, divide los valores posibles de
la estadistica de prueba en dos subconjuntos: una regién de aceptacién para H; y una
regién de rechazo para H,.

El procedimiento recién descrito puede llevar a dos clases de errores. Por ejem-
plo, si el verdadero valor del pardmetro 8 es 8, y el estadistico incorrectamente conclu-
ye que 8 = 8, . estd cometiendo un error que se conoce como un error de tipo I. Por
otra parte, si el verdadero valor del pardmetro € es @, y el estadistico concluye en for-
ma incofrecta que 8 = 8;, estd cometiendo una segunda clase de error que se conoce
como un error de tipo II.

DEFINICION 12.2

1. El rechazo de la hipdtesis nula cuando es verdadera se llama un error de
tipo I; la probabilidad de cometer un error de tipo I se denota con a.

2. La aceptacién de la hipétesis nula cuando es falsa se llama un error de
tipo II. la probabilidad dc cometer un error de tipo 11 se denota con .

Es costumbre referirse a la region de rechazo para H, como la regién critica de
la prueba y a la probabilidad de obtener un valor de la estadfstica de prueba dentro
de la regién critica cuando Hj es verdad como el tamadio de la regién critica. Asi, el ta-
maifio de una regién critica es justamente la probabilidad a de cometer un error de ti-
po L. Esta probabilidad también se llama el nivel de significancia de la prueba (véase
el anélisis de la pagina 400).

EJEMPLO 12.1

Con respecto a la tercera ilustracién en la pagina 384, suponga que el fabricante del
nuevo medicamento quiere probar la hip6tesis nula § = 0.90 contra la hip6tesis alter-
nativa 8 = 0.60. Su estadfstica de prueba es X, el nitmero de éxitos observados (recu-
peraciones) en 20 intentos, y aceptard la hipétesis nula si x > 14; de otra manera la
rechazard. Encuentre a y B.
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Solucién

La regién de aceptacién para la hipétesis nula es x = 15, 16,17, 18,19y 20 y, co-
rrespondientemente, la regién de rechazo (o regién critica) es x =0, 1, 2, .., 14
Por consiguiente, de la tabla I:

a = P{X = 14:0 = 0.90) = 0.0114

B=P(X> 1460 =060} = 01255 a

Un buen procedimiento de prueba es aquel donde ambas a y 8 son pequeilas, de
ese modo nos da una buena oportunidad de tomar la decisién correcta. La probabili-
dad de un error de tipo 1l en el ejemplo 12.1 es més bien alta, pero ésta se puede re-
ducir al cambiar en forma apropiada la region critica. Por ejemplo, si usamos la regién
de aceptacién x > 15 en este ejemplo de manera que la regién critica sea x = 15, se
puede comprobar con facilidad que esto haria a = 0.0433 y 8 = 0.0509. Asi, aunque
se ha reducido la probabilidad de un error de tipo 11, se ha vuelto més grande la pro-
babilidad de un error de tipo . La inica forma en que podemos reducir las probabili-
dades de ambos tipos de errores es aumenlar el tamaiio de la muestra, pero mientras
n se mantenga fija, esta relacién inversa entre las probabilidades de errores de tipo L y
de tipo II es tipica de los procedimientos de decisidn estadisticos. En otras palabras, si
la probabilidad de un tipo de error se reduce, la del otro tipo de error aumenta.

EJEMPLO 12.2

Suponga que queremos probar la hipétesis nula de que 1a media de una poblacién nor-
mal con o = 1 es pu, contra la hipétesis alternativa de que es u,, donde u, > p,. En-
cuentre el valor de K tal que x > K provea una regién critica de tamafio a = 0.05
para una muestra aleatoria de tamaiio n.

Solucién

Al referirnos a la figura 12.1 y la tabla III, encontramos que z = 1.645 corres-
ponde al elemento 0.4500 y por tanto que

F K M1

Figura 12.1 Diagrama para los ejemplos 12.2y 12.3,
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Se sigue que

EJEMPLO 12.3

Con respecto al ejemplo 12.2, determine el tamarfio minimo de la muestra necesaria pa-
ra probar la hipotesis nuia gy = 10 contra la hipdtesis alternativa u, = 11 con
B = 0.06.
Solucioén

Puesto que B8 estd dada por el drea sombreada en la figura 12.1, obtenemos

g = P(f <10 + 1.\;6%5:# = 11)

1.645
(10 \/E ) 1

=pPlZ< Vi
= P(Z < —Vn + 1.645)

y puesto que z = 1.555 corresponde a un elemento de 0.5000 — 0.06 = 0.4400
en la tabla III, hacemos — Vn + 1.645 igual a —1.555. Se sigue que Vn =
1.645 + 1.555 = 3.200 y n = 810.24, u 11 redondeado al entero mds cercano. A

12.3 PERDIDAS Y RIESGOS+

Los conceptos de funciones de pérdida y de riesgo que se introdujeron en el capitulo 9
también juegan una parte importante en la teorfa de la prucba de hipétesis. Desde el
enfoque de la teorfa de decisiones a la prueba de la hip6tesis nula de que un pardme-
tro poblacional 8 es igual a 8, contra la alternativa de que es igual a &,, el estadistico
bien toma la accién a, y acepta la hipétesis nula, o bien toma la accién a, y acepta la
hipétesis alternativa. Dependiendo del verdadero “estado de la Naturaleza™ y de la ac-
cién que éste tome, sus pérdidas se muestran en la siguiente tabla:

Estadistico
ap ay
8, | L(ap.80) L{a,.8,)
Naturaleza
: 8, L(ao.8,) L(a,.8)

Estas pérdidas pueden ser positivas o negativas (que reflejan castigos o recompensas),
y la tinica condicién que impondremos es que:

+ Omita esta scccidn si se omitid €] capitulo 9.



30

Capitulo 12: Prueba de hipétesis: teoria

Al probar la hipétesis nula 8 = @, contra la hipdtesis alternativa & = 8,. la cantidad
1 ~ B se conoce como la potencia de la prueba en 8 = 6,.

Una regién critica para probar una hipétesis nula simple 8 = 8, contra una hipé-
tesis alternativa simple 8 = 8, se dice que es mejor o maés potente, si la potencia de la
prueba en 8 = #, estd en un méximo. Para construir una regién critica mas potente en
esta clase de situacion, hacemos referencia a las verosimilitudes (véase la pdgina 346)
de una muestra aleatoria de tamaifio n de la poblactén en consideracién cuando @ = 6,
y ¢ = 8,. Denotemos estas verosimilitudes con L,y L,, tenemos as{

Ly= gﬂxaieo) y L= ﬁf(&'iﬂl)

L
Hablando intuitivamente, es evidente que 1—0— debe ser pequefia para puntos de la
1

muestra dentro de la regién critica, lo que lleva a errores de tipo I cuando @ = @, y a de-
- : . L
cisiones correctas cuando 8 = 6 ; de la misma manera, es evidente que ZO- debe ser gran-
1
de para puntos de la muestra fuera de la regién critica, lo que lleva a decisiones correctas
cuando f = 6, y a errores de tipo II cuando & = 8,. El siguiente teorema demuestra el
hecho que este argumento, ciertamente, garantice una regién critica mas potente.

TEOREMA 12.1 (Lema de Neyman-Pearson} Si C es una regién critica de tama-
fio a y £ es una constante tal que

-{'—D- =k dentrode C
L,
y
ﬁ = k fuera de C
L,

entonces C es una regién critica mas potente de tamafio o para probar 8 = 8,
contra ¢ = 8,.

Demaostracién. Suponga que C es una region critica que satisface las con-
diciones del teorema y que D es alguna otra region critica de tamafio a. Asi

[ ot~ [ o=

donde dx representa a dx,, dx,, ..., dx,, y las dos integrales miiltiples se toman
sobre las respectivas regiones C y D de n dimensiones. Ahora, al hacer uso del
hecho que C es la unién de los conjuntos ajenos C N D y CMN D', mientras que
D es la unién de los conjuntos ajenos C N D y C' N D, podemos escribir

[ [rotcs [ froam [ [ras [ [
cnb cnp’ cop cnb
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J o Jra ] o e
cnp’ cno
Entonces, puestoque L, 2 L,/k dentrode Cy L| & L,/k fuera de C, se sigue
que
[ fuaz [ [lw= [ [Baz [ [La
cnp cno cnp cnb
y por tanto que
/ [L,dt‘a‘ / /L,dx
cno alal/]
[ = [ [uas [ [Le
c cnp cno
a/"' /Ll(f_‘l’+ / TT /Ll(&=/"'/£‘|d"
cnop cno D
/'/.le.l'% -/-/L|d.\'
c p
y esto completa la demostracion del teorema 12.1. La desigualdad final enuncia
que para la regién critica C la probabilidad de no cometer un error de tipo 1l es
mayor que, o igual a, la probabilidad correspondiente para cualquier otra regién

critica de tamano a. (Para el caso discreto la demostracién es la misma, donde las
sumas toman el lugar de las integrales.) v

y por tanto

Finalmente,

de manera que

EJEMPLO 12.4

Una muestra aleatoria de tamaiio n de una poblacién normal con o° = 1 se¢ va a usar
para probar la hipétesis nula u = u, contra la hipotesis alternativa ¢ = g, donde
#1 > pg. Use el lema de Neyman-Pearson para encontrar la regién critica méis poten-
te de tamaifio a.

Solucién
Las dos verosimilitudes son

o= (o e BB g o ()

Vn V2r

donde las sumas sc extienden de i = 1 y i = n, y después de algunas simplifica-
ciones su razon se vuelve



392

Capitulo 12: Prueba de hipétesis: teoria

e%uf—uﬁhm-u, Ex,

Asi, debemos encontrar una constante X y una regién C del espacio muestral tal que

4,1 2
0‘ = )+{“1)— )'b:
2RI 2 b dentrode €

1= sg)+ g = )+ Ex
e%ll PITROTRTE 2 fuerade C
n
2
gativa n{p, — u,), estas dos desigualdades sc vuelven

y después de sacar logaritmos, restar — {ul — ul), y dividir por la cantidad ne-

r=k dentrode C

sk fuerade C

=

donde K es una expresién en k. 711, pp ¥ H,.
En la prictica real, las constantes como K se determinan al hacer uso del
tamaiio de la region critica y de la teoria estadistica apropiada. En nuestro caso

. 1
(véase el ejemplo 12.2) obtenemos K = pu, + 2, - ' donde z, es como se de-

fine en la pdgina 227. Asi, la regién critica mds potente de tamaiio « para probar
la hipdtesis nula u = g, contra la alternativa p = u, (con u, > u,) para la po-
blacién normal dada es

1
faﬂ0+za‘

Vn
y se debe observar que no depende de u,. Esto es una propiedad importante, a
la cual nos volveremos a referir en la seccién 12.5. A

Advierta que en este caso derivamos la region critica sin mencionar primero que
la estadfstica de prueba va a ser X. Puesto que la especificacién de una regi6n critica
define asi la estadistica de prueba correspondiente. y viceversa, estos dos términos “re-
gion critica™ y “estadistica de prueba™, a menudo se usan indistintamente en cl lengua-
je de la estadistica.

EJERCICIOS
12.1 Decida en cada caso si la hipdtesis es simple o compuesta:
(a) la hipotesis de que una variable aleatona tiene una distribucién gamma
cona =3ypB =12
(b) la hipStesis de que una variable aleatoria tiene una distribucién gamma
cona =3ypB #* 2
(c) la hip6tesis de que una variable aleatoria tiene una densidad exponencial;

(d) la hip6tesis de que una variable aleatoria tiene una distribucién beta con
la media ¢ = 0.50,
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124

12.5

12.6

12.7

128
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Decida en cada caso si la hipOtesis es simple o compuesta:

(a) la hipdtesis de que una variable aleatoria tiene una distribucién de Pois-
son con A = 1.25;

(b) la hipdtesis de que una variable aleatoria tiene una distribucién de Pois-
son con A > 1,25;

(c) la hipétesis de que una variable aleatoria tiene una distribucién normal
con la media u = 100

{d) la hipdtesis de que una variable aleatoria tiene una distribucién binomial
negativa con k =3y # < 0.60.

Una sola observacién de una variable alcatoria que tiene una distribucién hi-
pergeométrica con N = 7 y n = 2 se usa para probar la hipétesis nula k = 2
contra la hip6tesis alternativa k = 4. Si Ja hip6tesis nula se rechaza s1 y s6lo si
cl valor de la variable aleatoria es 2, encuentre las probabilidades de errores ti-

po 1y de tipo I
Con respecto al ejemplo 12.1, ;cudles hubieran sido las probabilidades de erro-

res de tipo | y de tipo 11 si la regién de aceptacién hubiera sido x > 16y la re-
gién de rechazo correspondiente hubiera sido x = 167

Una observacion tnica de una variable aleatoria que ticne una distribucién geo-
métrica se usa para probar la hipdtesis nula 8 = 6, contra la hip6tesis alterna-
tiva # = 8, > 6,. Si la hipdtesis nula se rechaza si y sélo si ¢l valor de la
variable aleatoria es mayor que, o igual a, el entero positivo k, encuentre las
cxpresiones para las probabilidades de errores de tipo 1 vy de tipo I1.

Una observacidn unica de una variable aleatoria que tiene una distribucién ex-
ponencial se usa para probar la hipotesis nula que la media de la distribucién
es & = 2 contra la hipdtesis alternativa que ¢s 8 = 5. Sila hipétesis nula se re-
chaza si v sélo si el valor de la variable aleatoria es menor que 3, encuentre las
probabilidades de errores de tipo 1 y de tipo II.

Sea que X, y X, constituyan una muestra aleatoria de una poblacién normal
cong’=1.Sila hipdtesis nula 2 = p, va a ser rechazada en favor de la hi-
pOlesis alternativa u = uy > p, cuando X > u, + 1, jcudles ¢l tamafio de la
region critica?

Una observacién Gnica de una variable aleatoria que tiene una densidad unifor-
me con a = () se usa para probar la hipétesis nula 8 = 8, contra la hip6tesis
alternativa 8 = g, + 2. Si la hipoétesis nula se rechaza si y 5610 si ¢l valor de
la variable aleatoria asume un valor mayor que 8, + 1, encuentre las probabi-
lidades de errores de tipo 1 y de tipo I1.

Sea que X; y X, constituyan una muestra aleatoria de tamafio 2 de la poblacion
dada por

ox* ! para0 < x <1

flx.8) = {0

en cualquier otra parte

Si la region critica x,x, 2 3 se usa para probar la hipdtesis nula @ = 1 contra
la hipétesis alternativa @ = 2, ;cudl es la potencia de esta pruecba end = 2?
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12.10

12.11

12.12

12,13

12.14

12.16

Demuestre que si g, < u,en el ejemplo 12.4, ¢l lema de Neyman-Pearson nos
da la region critica

- 1
xSuo—z.,-V;

Una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién exponencial se usa para
probar la hip6tesis nula & = @, contra la hipétesis alternativa 8§ = 8, > 6,.
Use el lema de Neyman-Pearson para encontrar la regién critica més potente
de tamaiio a, y use el resultado del ejemplo 7.16 para indicar ¢6mo evaluar la
constante.

Use ¢l lema de Neyman-Pearson para indicar cémo construir la region critica
mds potente de tamafio « para probar la hip6tesis nula § = 8,, donde @ es el
pardmetro de la distribucién binomial con un valor dado de n, contra la hipé-
tesis alternativa # = 8, < 8,.

Con respecto al ejercicio 12.12, si n = 100, 8, = 0.40, 8, = 0.30 y «a es tan
grande como sea posible sin exceder de 0.05, use la aproximacién normal a la dis-
tribucién binomial para encontrar la probabilidad de cometer un error de tipo 11.

Una observacion tinica de una muestra aleatoria que tiene una distribucién geo-
métrica se va a usar para probar la hipétesis nula que su parametro ¢s igual a
f contra la hip6tesis alternativa que es igual a #, > 8,. Use el lema de Ney-
man-Pearson para encontrar la mejor regién critica de tamafio a.

Dada una muestra aleatoria de tamaiio n de una poblacion normal conu = 0
use el lema de Neyman-Pearson para construir la regién critica mas potente
de tamafio e para probar la hip6lesis nula ¢ = o, contra la alternativa o0 =
o > 0.

Suponga que en ¢l ejemplo 12.1 ¢l fabricante del nuevo medicamento cree que
la ventaja es 4 a 1 que con su medicamento la tasa de recuperacién de la enfer-

medad es 0.90 en vez de 0.60. Con esta ventaja, ;cudles son las probabilidades
que tomar4 la decisién equivocada si usa la funcién de decisién

ay parax > 14

(@) di(x) = {al parax = 14

_ Ja parax > 15
(6) dy(x) {al parax = 15
parax > 16
parax = 167

(© difx)= {j‘:

APLICACIONES

12.17 Una aerolinea quiere probar la hip6tesis nula de que 60 por ciento de sus pa-

sajeros objetan a que se fume dentro el avién. Explique en qué condiciones
cometerian un error de tipo 1 y en qué condiciones cometerian un esror de ti-

po IL
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Se le pide a un doctor que haga un examen fisico general muy completo a un
ejecutivo para probar la hipétesis nuta de que él podrd encargarse de respon-
sabilidades adicionales. Explique en qué condiciones el doctor comeleria un
error de tipo ! y en qué condiciones el doctor cometerfa un error de tipo II.

El tiempo promedio de secado de la pintura de una fabricante es 20 minutos.

Investigue la efectividad de una modificacién en la composicién quimica de su

pintura, la fabricante quiere probar la hip6tesis nula 4 = 20 minutos contra

una alternativa apropiada, donde u es el tiempo promedio de secado de la pin-
tura modificada.

(a) (Qué hipdtesis alternativa debe usar la fabricante si no quiere hacer la mo-
dificacién en la composicién quimica de la pintura a menos que reduzca el
tiempo de secado?

(b) (Qué hipdtesis alternativa debe usar la fabricante si el nuevo proceso es
realmente mds barato y ella quiere hacer la modificacién a menos que au-
mente el tiempo de secado de la pintura?

El departamento de policfa de una ciudad estd considerando reemplazar los neu-

maticos en sus autos con neumaticos radiales. Si x, es el nimero promedio de mi-

llas que duran los neuméticos anteriores y u, es el nimero promedio de millas que

durardn los nuevos neumdticos, la hipdtesis nula que debe probarse es u, = u,.

(a) (Que hipétesis alternativa debe usar el departamento si no quiere usar los
neumdticos radiales a menos que se pruebe definitivamente que dan un
mejor millaje? En otras palabras, se pone el peso de la prueba en los neu-
méticos radiales, y se retendrdn los neuméticos anteriores a menos que se
rechace la hip6tesis nula.

(b) ¢Que hipdtesis alternativa debe usar ¢l departamento si estd ansioso en
obtener los neumiéticos radiales a menos que realmente den un millaje méas
pobre que los neumidticos anteriores? Advierta que el nuevo peso de la
prueba esté en los neumadticos anteriores, los cuales se retendran sélo si se
puede rechazar la hipétesis nula.

(c) ¢Que hipdtesis alternativa debe usar ¢l departamento de manera que el
rechazo de la hip6tesis nula pueda llevar a mantener los neuméticos ante-
riores o a comprar 10s nuevos?

Un botdnico desea probar la hipétesis nula de que el didmetro promedio de las
flores de una planta en particular es 9.6 cm. Decide tomar una muestra aleato-
ria de tamafo n = 80 y aceptar la hipétesis nula si la media de la muestra cae
entre 9.3 cm y 9.9 cm; si 1a media de esta muestra cae fuera de este intervalo,
€l rechazard la hipdtesis nula. ;Qué decisién tomar4 y estard en error si

(a) obtiene una media de la muestrade 102 cmy o = 9.6 cm;

(b) obtiene una media de la muestrade 102 cmy u = 9.8 cm;

(c) obtiene una media de la muestrade 9.2 cmy u = 9.6 cm;

(d) obtiene una media de la muestrade 92 cmy p = 9.8 cm?

Un especialista en educacién estd considerando el uso de material de instruc-

cién en audio casetes para una clase especial de estudiantes de tercer afio con
deficiencias en lectura. A los estudiantes en esta clase se les da una prueba es-
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12.23

12.26

tandarizada en mayo del afio escolar, y u, es la puntuacién promedio obtenida
en estas pruebas después de muchos afios de experiencia. Sea u, la puntuacién
promedio de los estudiantes que usan los audio casetes, y suponga que las pun-
tuaciones altas son deseables.

(a) (Qué hipdtesis nula debe usar el especialista en educacién?

(b) ¢Qué hipétesis alternativa debe usarse si el especialista no desea adoptar
los nuevos casetes a menos que mejoren las puntuaciones de la prueba es-
tandarizada?

(c) ¢(Qué hipdtesis alternativa debe usarse si el especialista desea adoptar los
nuevos casetes a menos que empeoren las puntuaciones de la prueba es-
tandarizada?

Suponga que queremos probar la hip6tesis nula de que un dispositivo anticon-
taminante para los autos es efectivo.

(a) Explique en qué condiciones cometerfamos un error de tipo I y bajo que
condiciones cometeriamos un error de tipo I1.

(b) El que un error sea un error de tipo I o un error de tipo II depende de c6-
mo formulemos la hip6tesis nula. Reexprese la hipétesis nula de manera
que un error de tipo I se¢ vuelva un error de tipo 11, y viceversa.

Una bi6loga quiere probar la hip6tesis nula de que la envergadura media de
cierta clase de insectos es 12.3 mm contra la hipétesis alternativa de que no €s
12.3 mm. Si toma una muestra aleatoria y decide aceptar la hipétesis nula si y
s6lo si la media de la muestra cae entre 12.0 mm y 12.6 mm, ;qué decisién to-
mar4 si obtiene ¥ = 12.9 mm y estard equivocada si

(a) = 12.5 mm; (b) & = 12.3 mm?

Un empleado bancario quiere probar la hip6tesis nula de que en promedio el
banco paga 10 cheques malos por dia contra la alternativa de que esta cifra es
demasiado pequeita. Si toma una muestra aleatoria y decide rechazar la hipé-
tesis nula s1 y sélo si la media de la muestra excede 12.5. ;qué decisién tomaré
si obtiene ¥ = 11.2, y estard equivocado si

(a) A=115; (b) A = 10.0?
En este caso A es la media de ]la poblacién de Poisson que s¢ ¢std muestreando.

Rehaga ¢l ejemplo 12.3 con
(a) B = 0.03; (b) B =001l

Suponga que queremos probar la hip6tesis nula de que cieria clase de neuma-
tico duraré, en promedio, 35,000 millas contra la hip6tesis alterna de que dura-
ra, en promedio, 45,000 millas. Suponga que estamos tratando con una variable
aleatoria que tiene una distribucién exponencial, especificamos el tamafio de la
muestra y la probabilidad de un error de tipo 1 y use el lema Neyman-Pearson
para construir una regién critica. ;Obtendriamos la misma regién critica si cam-
biamos la hip6tesis alternativa a

(a) 8, = 50,000 miles; (b} 8, > 35,000 miles?
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12.5 LA FUNCION DE POTENCIA DE UNA PRUEBA

En el ejemplo 12.1 pudimos dar valores unicos a las probabilidades de cometer errores
de tipo 1 y tipo de 1l porque estdbamos probando una hipétesis simple contra una al-
ternativa simple. En la préctica rcal. es relativamente raro, sin embargo. que las hipo-
tesis simples se prueben contra alternativas simples; usualmente una o la otra, o ambas,
son compuestas. Por ejemplo, en ¢l ejemplo 12.1. bien podriamos haber sido mas rea-
listas al probar la hipétesis nula que la tasa de recuperacion de la enfermedad es
6 2 0.90 contra la hip6tesis alternativa 8 < 0.90. esto es, la hipétesis alternativa de
que el nuevo medicamento no es tan efectivo como se afirma.

Cuando tratamos con hip6tesis compuestas, el problema de evaluar los méritos de
un criterio de prueba, o regién critica, se vuelve mds complejo. En ese caso tenemos
que considerar las probabilidades «(#) de cometer un error de tipo [ para todos los va-
lores de & dentro del dominio especificado bajo la hip6tesis nula H; y las probabilida-
des B(8) de cometer un error de tipo 11 dentro de 8 del dominio especificado bajo la
hipétesis alternativa H,. Se acostumbra combinar los dos conjuntos de probabilidades
de la siguiente manera

DEFINICION 12.3 La funcién de potencia dc una prueba de una hipdtesis esta-
distica H, contra una hipdtesis alternativa H, estd dada por

n(8) = a(8) para los valores de 6 asumidos bajo H,
1 — B(8) para los valores de # asumidos bajo H,

Asf, los valores de la funcién de potencia son las probabilidades de rechazar la hipéte-
sis nula H, para diversos valores del pardmetro 8. Observe también que para los valo-
res de 9 asumidos bajo H,. la funcién de potencia da la probabilidad de cometer un
error de tipo I, y para los valores de @ asumidos bajo H,, da la probabilidad de no co-
meter un error de tipo L

EJEMPLO 125

Con respecto al ejemplo 12.1, suponga que hubiésemos querido probar la hipétesis nu-
la 8 2 0.90 contra la hip6tesis alternativa 8 < 0.90. Investigue la funci6n de potencia
correspondiente al mismo criterio de prueba como ¢n la pédgina 386, donde aceptamos
la hip6tesis nula si x > 14 y la rechazamos si x S 14. Como antes. x es el nimero ob-
servado de éxitos (recuperaciones) en n = 2() intentos.

Solucién

Al escoger valores de 8 para los cuales las probabilidades respectivas, a(@) o 8(8),
estdn disponibles de la tabla I, encontramos las probabilidades a(8) de obtener
cuando mucho 14 éxitos para 8 = 0.90 y (.95, y las probabilidades 8(8) de obte-
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podrian usarse para probar un hipétesis nula dada contra una alternativa dada. Inci-
dentalmente, si hubiésemos gralicado en la figura 12.2 las probabilidades de aceptar H,
(en vez de las de rechazar H;), hubiésemos obtenido la curva caracteristica de opera-
cién, o simplemente la curva OC, de la region critica dada. En ofras palabras, los valo-
res de la funcién caracteristica de operacién, usados principalmente en aplicaciones
industriales, estdn dados por 1 — = (8).

En la pagina 390 indicamos que en la teoria de Neyman-Pearson de prueba de hi-
pOltesis mantenemos fija a, la probabilidad de un error de tipo 1. y esto requiere que la
hipdlesis nula H, sea una hipétesis simple, digamos, 8 = 8,. Como resultado, la fun-
cién de potencia de cualquier prueba de esta hip6tesis nula pasar4 por el punto (8, ),
el tinico punto en el cual el valor de una funcién de potencia es la probabilidad de
cometer un error. Esto facilita la comparacién de las funciones de potencia de varias re-
giones criticas, todas las cuales estdn disefiadas para probar la hipétesis nula simple 8 = @,
contra una alternativa compuesta, digamos, la hip6tesis alternativa 8 # 6,. Para ilus-
trar, considere la figura 12.3, que da las funciones de potencia de tres regiones criticas
diferentes, o criterios de prueba, disefiadas para este proposito. Puesto que para cada
valor de 8, excepto 8,, los valores de las funciones de potencia son las probabilidades
de tomar las decisiones correctas, es deseable tenerlas tan cercanas a | como sea posi-
ble. Asi, se¢ puede ver por inspeccién que la regidn critica cuya funcién de potencia es-
14 dada por la curva punteada de la figura 12.3 es preferible a la regién critica cuya
funcién de potencia estd dada por la curva punteada. La probabilidad de no cometer
un etror de tipo 11 con la primera de estas regiones criticas siempre excede al de la se-
gunda, y decimos que la primera regi6n critica es uniformemente mas potente que la
segunda; también se dice que la segunda regién critica es inadmisible.

La misma distincién clara no es posible si intentamos comparar las regiones cri-
ticas cuyas funciones de potencia estén dadas por las curvas punteadas y sélidas de la
figura 12.3; en este caso es preferible la primera para 8 < §,, mientras que la otra es
preferible para @ > 6,. En situaciones como ésta necesitamos criterios adicionales

w(8)

10}
09}
08}
07}
06}
05}
04}
03}
02}
01

8o
Figura 12.3 Funciones de potencia.
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y a poblaciones continuas, pero todos nuestros argumentos se pueden extender facil-
mente al caso multiparamétrico y a poblaciones discretas.

Para ilustrar la técnica de la razén de verosimilitud, supongamos que X, X;..... X,
constituyen una muestra aleatoria de tamaio 7 de una poblacion cuya densidad en x es
f(x: 8) y que 1} es el conjunto de valores que el pardmetro § puede asumir. A menu-
do nos referimos a {2 como el espacio de parametro para #. La hip6tesis nula que quere-
mos probar es

Hy: few
y la hip6tesis alternativa es
H: few

donde w es un subconjunto de {1 y @’ es el complemento de w con respecto a (1. Asi el
espacio de pardmetro para @ s¢ divide en dos conjuntos ajenos w ¥ w'; de acuerdo a la
hip6tesis nula, 8 es un elemento del primer conjunto, y de acuerdo a la hipétesis alterna-
tiva es un clemento del segundo conjunto. En la mayoria de los problemas {1 es cualquie-
ra de: el conjunto de todos los ndmeros reales. ¢l conjunto de todos los nimeros reales
positivos, algin intervalo de numeros reales. o un conjunto discreto de ndmeros reales.
Cuando H, y H, son ambos hip6tesis simples, w y w” tienen cada uno s6lo un ele-
mento, y en la seccién 12.4 construimos pruebas para comparar las verosimilitudes L,
y L,. En el caso general, donde al menos una de las dos hip6tesis es compuesta, com-
paramos en vez de ello las dos cantidades méx L, y mix L, donde max L, es el valor
méximo de la funcién de verosimilitud (véase pégina 346) para todos los valores de 8
en o, y mix L es el valor miximo de la funcién de verosimilitud para todos los valores
de 8 en (1. En ofras palabras, si tenemos una muestra aleatoria de tamaiio n de una po-
blacién cuya densidad en x es flx; @), 8 es la estimaci6n de maxima verosimilitud de 8

2
sujeta a la restriccidon que 8 debe ser un elemento de w, y # es la estimacién de méxi-
ma verosimilitud de # para todos los valores de # en {1, entonces

max Lg = Hf(x,; 5)

=1

méx L = Hﬂxi:g)
=1

Ambas cantidades son valores de variables aleatorias, puesto que dependen de los va-
lores observados x,, x5, ..., x,,, ¥ su razén

__ méax L,
max L

se conoce como un valor de la estadistica de la razén de verosimilitud A (griega ma-
yuscula lambda).

Puesto que méx L, y max /. son ambas valores de una funcién de verosimilitud y
por consiguiente nunca son negativas, se sigue que A = 0; también, puesto w ¢s un sub-
conjunto del espacio de pardmetro {1, se sigue que A = 1. Cuando la hipdtesis nula es fal-
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sa, esperariamos que mdx L, sea pequefia comparada con mdx L, en cuyo ¢aso A serfa cer-
cana a cero. Por otra parte, cuando la hip6tesis nula es verdadera y # € w, esperariamos
que méx L, sea cercana a méx L, en cuyo caso A serfa cercana a 1. Una prueba de la ra-
z6n de verosimilitud afirma, por consiguiente, que la hip6tesis nula H, se rechace si y s6-
lo si A cae en la region critica de la forma A £ &, donde 0 < &k < 1. Para resumir:

DEFINICION 124 Si @ y ' son subconjuntos complementarios del espacio de
pardmetro {1 y si

_ méx L,
midx L

donde méx L, y max L son los valores miximos de la funcién de verosimilitud
para todos los valores de 8 en @ y {1, respectivamente, entonces la regién critica

A3k

donde 0 < k& < 1, define una prueba de razén de verosimilitud de la hipStesis
nula @ € w contra la hipétesis alternativa 8 € w'.

Si H, es una hipétesis simple, se escoge k de manera que el tamafio de la regién
critica sea igual a a; si M es compuesta, k se escoge de manera que la probabilidad de
un error de lipo I sea menor que, o igual a « para toda @ en w, € igual a a, si es posi-
ble, para al menos un valor de & en . Asf, si H, es una hip6tesis simple y g(A) es la
densidad de A en A cuando H, es verdad, entonces k debe ser tal que

k
P(AS k)= f g(A)dr = a
1}

En el caso discreto, la integral se reemplaza con una suma, y k se toma como el valor
mds grande para el cual la suma es menor que, o igual a «.

EJEMPLO 12.6
Encuentre la regi6n critica de la prueba de razén de verosimilitud para probar la hip6-
tesis nula
Hy: p = po
contra la alternativa compuesta
Hy: p# po

sobre la base de una muestra aleatoria de tamafio # de una poblacién normal con la va-
rianza conoxida 2.
Solucién

Puesto que w s6lo contiene sy, se sigue que g = ug, y puesto que {1 es el con-

junto de todos los niimeros reales, se sigue por el método de la secciébn 10.7 que
2 -_
M= X. Ast
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En el ejemplo anterior fue f4cil encontrar la constante que hizo el tamaiio de la
region critica igual a a, porque pudimos referirnos a la distribucién conocida de X y
no tuvimos que derivar la distribucién de la estadistica de la raz6n de verosimilitud A
misma. Puesto que la distribucién de A es usualmente muy complicada, lo cual hace di-
ficil evaluar k, a menudo es preferible usar la siguiente aproximacién, al final del capi-
tulo hacemos referencia a su prueba.

TEOREMA 12.2 Para n grande, la distribucion de —2-In A se aproxima, bajo
condiciones muy generales, a la distribucion ji cuadrada con 1 grado de libertad.

Debemos afiadir que este teorema se aplica s6lo al caso de un pardmetro: si la poblacién
tienc mds de un pardmetro desconocido sobre los cuales la hipétesis nula impone r restric-
ciones, el nimero de grados de libertad en la aproximacién ji cuadrada a la distribucién de
—2-In A esigual a r. Por ejemplo, si queremos probar la hipotesis nula de que la media
y la varianza desconocidas de una poblacién normal son u, y o7 contra la hipétesis alter-
nativa que & # uoyo? # o}, el nimero de grados de libertad en la aproximacion ji cua-
drada a la distribucién de —2 - In A serfa 2; las dos restricciones son 2 = p,y a2 = of.

Puesto que los valores pequefios de A corresponden a valores grandes de —2 - In A,
podemos usar el teorema 12.2 para escribir la regidn critica de esta prueba aproxima-

da de la razoén de verosimilitud como
~2-InA = x2,

donde x| se define como en la p4gina 282. En relacién con el ejemplo 12.6 encontra-
mos que

—2.InA = ;ns(f — wo) = (%’?)2

que realmente es un valor de una variable aleatoria que tiene la distribucidn ji cuadra-
da con 1 grado de libertad.

Como indicamos en la pagina 400, la técnica de la razén de verosimilitud gene-
ralmente producird resultados satisfactorios. Que éste no es siempre el caso se ilustra
con ¢l siguiente ejemplo, el cual es algo fuera de la comiin.

EJEMPLO 12.7

Sobre la base de una observacién tinica, queremos probar la hipétesis nula simple que
la distribucién de probabilidad de X es

x|1234567

1 1 1 1 1 1 1
N7 1212 3 6 6 6

contra la alternativa compuesta que la distribucién de probabilidad es
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x l 1 2 3 4 5 6 7
b 2
g(x) % 3 g 3 0 60

donde a + b + ¢ = 1. Demuestre que la region critica obtenida por medio de la téc-
nica de la razén de verosimilitud es inadmisible.

Solucién

La hipétesis altemnativa compuesta incluye todas las distribuciones de probabilidad
que obtenemos al asignar valores difcrentes de 0 a 1 aa, b y ¢, sujeto sblo a la res-
triccién que @ + b + ¢ = 1. Para determinar A para cada valor de x, primero ha-
cemos x = |. Para este valor obtenemos mix L, = {. mix L =1} (que
corresponde aa = 1), y por tanto A = 1. Al determinar de la misma manera A pa-
ra los otros valores de x, obtenemos los resuitados mostrados en la siguiente tabla:

x|123456?

1 1 1 3
- = = = 1 1

4 4 4 8

Si el tamafio de la regidn critica va a ser a = (.25, encontramos que la técnica de la
razén de verosimilitud nos da una regién critica para la cual la hip6tesis nula se re-

chaza cuando A = % esto es, cuando x = 1, x =2 o x = 3; claramente,

fl1) + f(2) + f(3)=% + & + #=025. La probabilidad correspondiente de un
error de tipo II est dada por g(4) + g(5) +g(6) + g(7),y portanto es igual a &.

Ahora consideremos la regidn critica para la cual la hip6tesis nula se recha-
za s6lo cuando x = 4. Su tamatio también es a = 0.25 puesto que f{4) = §. pe-
ro la probabilidad correspondiente de un error de tipo II es

b
g(1) + g(2) + g(3) + g(5) + g(6) + g(7) =%+?+%+0+ 0+0
—— l
3
Puesto que esto es menos que § la regidén critica obtenida por medio de la técni-
ca de la razon de verosimilitud es inadmisible. A
EJERCICIOS

12.28 Con respecto al ejercicio 12.3, suponga que hubiésemos querido probar la hi-
potesis nula k = 2 contra la hip6tesis alternativa k > 2. Encuentre las proba-
bilidades de

(a) errores del tipo 1 parak=0,1y2;
(b) errores del tipo Il parak =4.5,6y7.
Dibuje también la grifica de la funcién de potencia correspondiente.

12.29 Con respecto al ejemplo 12.5, suponga que rechazamos la hip6tesis nula si
x = 15 y la aceptamos si x > 15. Calcule #{8) para los mismos valores de 6
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12.31

12.32

como en la tabla en la pdgina 398 y dibuje la grafica de la funcién de potencia
de este criterio de prueba.

En la solucién del ejemplo 12.6, verifique el paso que lleva a
A=e 15(z—maf
=e

El nimero de éxitos en n intentos se va a usar para probar la hipdtesis nula de
que el pardmetro 8 de una poblacién binomial es igual a i contra la alternativa
que no es igual a .

(a) Encuentre la expresién para la estadistica de la razén de verosimilitud.

(b) Use el resultado del inciso (a) para demostrar que la regién critica de la
prueba de razén de verosimilitud se puede escribir como

xelnx+(n—x)ln{n—x)2 K

donde x es el nimero observado de éxitos.

(c) Estudie la gréficade f{x) = x-Inx + (n — x)-In(n — x), en particular
su minimo y su simetria, para demostrar que la regién critica de esta prue-
ba de razén de verosimilitud también se puede escribir como

n
X - —

2

donde K es una constante que depende del tamado de la regién critica.

= K

Una muestra aleatoria de tamafio n se va a usar para probar la hip6tesis nula

que el pardmetro @ de una poblacién exponencial es igual a 8, contra la alter-

nativa de que no es igual a 8.

(a) Encuentre una expresién para la estadistica de la razén de verosimilitud.

(b} Usec el resultado del inciso (a) para demostrar que la regién critica de la
prueba de razén de verosimilitud se puede escribir como

Xx-e7ih = K

Una muestra aleatoria de tamafio # de una poblacién normal con media y va-
rianza desconocidas se va a usar para probar la hip6tesis nula & = g, contra ia
alternativa u # u,. Use las estimaciones simultdneas de maxima verosimilitud
de u y 0% obtenidas en el ejemplo 10.17, demuestre que los valores de la esta-
distica de la razén de verosimilitud se puede escribir en la forma

- -nf2
).=(1+ L )
n—1
Ho

donde ¢t = xs /—\/’—1 . Note que la prueba de razén de verosimilitud puede asf

basarse en la distribucién «.

Para la estadistica de la razén de verosimilitud del ejercicio 12.33, muestre que
—2-1In A se aproxima a ¢’ conforme n — co. [Sugerencia: use la serie infinita
para In (1 + x) dada en la pdgina 223 ]
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Dada una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién normal con media
y varianza desconocidas, encuentre una expresion para la estadistica de la ra-
26n de verosimilitud para probar la hipétesis nula ¢ = o, contra la hipétesis
alternativa o # o,. (Sugerencia: véase el ejemplo 10.17.)

Muestras aleatorias independientes de tamafio 1y, ny, ..., y n, de k poblaciones
normales con medias y varianzas desconocidas se van a usar para probar la hi-
potesis nula ai = ¢ = -+ = o} contra la alternativa que estas varianzas no
son todas iguales

(a) Demuestre que bajo la hip6tesis nula las estimaciones de méxima verosi-
militud de las medias u, y las varianzas ¢} son

=iw
i=1

n

[

“:’ = f; y OA'!

k
donde n = D n,, mientras que sin restricciones las estimaciones de m4-

=1
xima verosimilitud dec las medias u, y las varianzas o; son

2
£ 2 n—1js
,0_'2=!£ )si

B, = XYy Py

Esto se sigue directamente de los resultados obtenidos en la secciéon 10.8.

(b) Use los resultados del inciso (a), demuestre que la estadistica de la razén
de verosimilitud se puede escribir como

f[ [(n; ;illfiz ]u,ﬂ

i=1

Muestre que para k = 2 la estadistica de razon de verosimilitud del ¢jercicio
12.36 se puede expresar en términos de la raz6n de dos varianzas de muestra y
que la prueba de raz6n de verosimilitud puede, por consiguiente, basarse en la
distnbucién F.

Cuando probamos una hipétesis nula simple contra una alternativa compuesta,
se dice que una regi6n critica es insesgada si la funcién de potencia correspon-
diente asume su valor minimo en el valor del pardmetro supuesto bajo la hip6-
tesis nula. En otras palabras, una regi6n crilica es insesgada si la probabilidad
de rechazar la hip6tesis nula es minima cuando la hipétesis nula es verdadera.
Dada una observacién tinica de la variable aleatoria X que tiene la densidad

1
fxy = I+92(§—x) para0 < x < 1
0 en cualquier otra parte

Donde —1 = # = 1, muestre que la regién critica x S a provee una regién
critica insesgada de tamafio @ para probar la hip6tesis nula 8 = 0 contra la hi-
potesis alternativa 8 # 0.
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APLICACIONES

12.39

12.40

12.41

12.42

Se va a usar una observacioén lnica para probar la hip6tesis nula de que la me-
dia del tiempo de espera entre temblores registrados en una estacién sismol6-
gica (la media de una poblacion exponencial) es § = 10 horas contra la
alternativa que @ # 10 horas. Si la hip6tesis nula serd rechazada si y sélo si los
valores observados son menos que 8 o mayores que 12, encuentre

(a) la probabilidad de un error de tipo I;

(b) las probabilidades de errores de tipo II cuando 8 =2, 4, 6, 8, 12, 16 y 20.
Grafique también la funcién de potencia de este criterio de prueba.

Una muestra aleatoria de tamafio 64 se va a usar para probar la hip6tesis nula
de que para cierto grupo de edad la media de la puntuacién en una prueba de
rendimiento (la media de una poblacién normal con o = 256) es menor que,
o igual a, 40.0 contra la alternativa que es mayor que 40.0. Si la hipdtesis nula se
rechazard si y solo si la media de la muestra aleatoria excede 43.5, encuentre
(a) las probabilidades de errores de tipo 1 cuando u = 37.0, 38.0, 39.0 y 40.0;
(b) las probabilidades de errores de tipo Il cuando u = 41.0, 42.0, 43.0, 44.0,
45.0, 46.0, 47.0 y 48.0.
Grafique también la funcién de potencia de este criterio.

La suma de los valores obtenidos en una muestra aleatoria de tamafion = §
se va a usar para probar la hipétesis nula de que en promedio hay més de dos
accidentes por semana en cierta interseccién {que A > 2 para esta poblacién
Poisson) contra la hip6tesis alternativa de que en promedio el nimero de acci-
dentes es de dos 0 menos. Si la hip6tesis nula se rechazar4 si y sélo si la suma
de las observaciones es cinco o menos, encuentre

(a) las probabilidades de errores de tipo 1 cuando A =22, 24,26,28y3.0;
(b) las probabilidades de errores de tipo 1l cuando A = 2.0, 1.5, 1.0y 0.5.
(Sugerencia: use los resultados del ejemplo 7.15.) También, dibuje la gréfica de
la funcién de potencia de este criterio de prueba.

Verifique la afirmacién de la pagina 400 de que 57 caras y 43 cruces en 100 lan-
zamientos de una moneda no nos permiten rechazar la hip6tesis nula de que la
moneda estd perfectamente balanceada {contra la alternativa de que no estd
perfectamente balanceada) al nivel 0.05 de significancia. {(Sugerencia: use la
aproximacién normal a la distribucién binomial.)

Al comparar las variaciones en peso de cuatro razas de perros, los investigado-
res tomaron muestras aleatorias independientes de (amaiio n, = 8, n, = 10,
ny = 6yn,=8, yobtuvierons? = 16, sj = 25,51 = 12ys} = 24. Suponga
que las poblaciones muestreadas son normales, use la férmula del inciso (b) del
ejercicio 12.36 para calcular —2-1In A y pruebe la hip6tesis nula ¢ = ¢} =
a3 = o} al nivel 0.05 de significancia. Explique por qué el ndmero de grados

de libertad para esta prueba aproximada de ji cuadrada es 3.

Los tiempos de averia de ciertos componentes electrénicos son 15, 28, 3, 12, 42,
19, 20, 2, 25, 30, 62, 12, 18, 16, 44, 65, 33, 51, 4 y 28 minutos. Si consideramos
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¢stos datos como una muestra aleatona de una poblacion exponencial, use los
resultados de los ejercicios 12.32 y del teorema 12.2 para probar la hip6tesis nu-
la & = 15 minutos contra la hipétesis alternativa # # 15 minutos al nivel 0.05
de significancia. (Use In 1,763 = 0.570.)

REFERENCIAS

Los exdmenes de diversas propiedades de las pruebas de razon de verosimilitud, particy-
larmente sus propiedades de muestra grande, y una prucba del teorema 12.2 se pueden en-
contrar en la mayoria de los libros de texto avanzados sobre la teoria estadistica. por
ejemplo, en

LEHMANN, E. L., Testing Statistical Hvpotheses. 2nd ed. Nueva York: John Wiley & Sons,
Inc., 1986.
WILKS, S. S.. Mathematrical Statistics. Nueva York: John Wiley & Sons. Inc., 1962.

Mucho de la investigacion original hecha en esta drea se reproduce en

Selected Papers in Statistics and Probability by Abraham Wald. Stanford, Calif.: Stanford
University Press, 1957.
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13.1 INTRODUCCION

En el capitulo 12 examinamos una parte de la teoria que sustenta las pruebas estadfs-
ticas, y en este capftulo presentaremos algunas de las pruebas estdndar que se usan més
ampliamente en las aplicaciones. La mayoria de estas pruebas, al menos las que se ba-
san en distribuctones conocidas de poblaciones, se puede obtener mediante la técnica
de la razén de verosimilitud.

Para explicar la terminologfa que usaremos, consideremos una situacién donde
queremos probar la hipStesis nula H,: 8 = 6, contra la hipGtesis alternativa bilateral
H,: 8 # 8,. Puesto que parece razonable aceptar la hipé6tesis nula cuando nuestra es-
timacién puntual  de & es cercana a 8, y rechazarla cuando 6 es mucho mas grande,
o mucho mas pequeiia que 8y, serfa 16gico dejar que la region critica consista en am-
bas colas de la distribucién muestral de nuestra estadistica ©. Una prueba asf se conoce
como prueba de dus colas.

Por otra parte, si estamos probando la hipétesis nula Hy: 8 = 8, contra la alter-
nativa unilateral H,: 8 < 8,, pareceria razonable rechazar H, s6lo cuando & es mucho
mas pequeiia que 6. Por consiguiente, en este caso serfa 16gico dejar que la regién cri-
tica consista s6lo en la cola del lado izquierdo de la distribucién muestral de ©. De
igual manera, al probar H,: § = 8, contra la alternativa unilateral H,: 6 > @,, recha-
zamos H sblo para valores grandes de 8, y la regién critica consiste solamente en la
cola derecha de la distribuci6n muestral de ©. Cualquier prueba donde la regién criti-
ca consiste s6lo en una cola de la distribucién muestral de la estadistica de prueba se
llama prueba de una cola.

410
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Por ejemplo, para la alternativa bilateral u # u, en el ejemplo 12.6. 1a técnica de
la razén de verosimilitud lleva a una prueba de dos colas con ta regién critica

- [¢2
|Z = pol & zap 7

a

XEpo~2Zap-pe ¥y X2

o
+ .

iy Zan2 "7, .7"

Como se dibuja en la figura 13.1, la hipotesis nula p = u, se rechazasi X asume un

valor que caiga en cualquiera de las colas de su distribucién muestral. En forma sim-
bélica, esta regién critica se puede escribir como z & —2,, 02 = z,,. donde

.= X — po
a/Vn
Rechace H, Acepte H, Rechace H,
a/2 af2
1 X
o4 o
Ho = Zapz /= Ho Ho + Zan =

Figura 13.1 Regidn critica para la prueba de dos colas.

Si hubiésemos usado la alternativa unilateral u > p,, la técnica de la razén de
verosimilitud nos hubiese llevado a la prueba de una cola cuya regién critica se dibuja
en la figura 13.2, y si hubiésemos usado la alternativa unilateral g < pu,, la técnica de
la raz6n de verosimilitud nos hubiese llevado a la prueba de una cola cuya regién cri-
tica se dibuja en la figura 13.3. Es logico que en el primer caso rechazarfamos la hip6-
tesis nula sélo para valores de X que caigan en la cola del lado derecho de su
distribucién muestral, y en el segundo caso rechazarfamos la hipétesis nula sélo para
valores de X que caigan ¢n la cola del lado izquierdo de su distribucién muestral. De
manera simbdlica, las regiones criticas correspondientes s¢ pueden escribir como
Z&7,ycomoz = —z,, donde 7 se define como antes. Aunque hay excepciones a
esta regla (véase el ejercicio 13.1), las alternativas bilaterales suelen llevar a pruebas de
dos colas y las alternativas unilaterales suelen conducir hacia pruebas de una cola.

Tradicionalmente, ha sido costumbre bosquejar las pruebas de hipétesis median-
te los siguientes pasos:



412  Capitulo 13: Prueba de hipotesis: aplicaciones

Accpte H, Rechace H,

&__
= 1 X

0

o
#u“'z..\—/;

Figura 13.2 Regitn critica para la prueba de una cola (H,: p > py).

Rechace H, Acepte H,

o
.,z Ho
Ho = Za 7y

i

Figura 13.3 Reqidn critica para la prueba de una cola (H,: p < ).

1. Formule H, y H,, y especifique a.

2. Use la distribucién muestral de una estadistica de prueba apropiada, determine
una regién critica de tamaiio a.

3. Determine el valor de la estadistica de pruebha a partir de los datos de la muestra,

4. Compruebe si el valor de la estadistica de prueba cae en la regidn critica y, con
base en ello, rechace la hipotesis nula, o acéptela. o bien reserve el juicio.

En las figuras 13.1, 13.2 y 13.3, las lineas divisorias del criterio de prueba (esto es,
los limites de las regiones criticas, o los valores criticos) requieren el conocimiento de
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en la cola del lado derecho o en la cola del lado izquierdo de la distribucién muestral
de X. En este caso se supone otra vez que la hipétesis nula es verdadera.
M4s generalmente, definimos los valores P como sigue

DEFINICION 13.1 El valor P es el menor nivel de significancia, que corresponde
a un valor observado de la estadistica de prueba, en el cual la hip6tesis nula po-
dria haberse rechazado.

Con respecto a este enfoque alternativo a probar hipétesis, el primero de los cua-
tro pasos en la pagina 412 permanece sin cambio, el segundo paso se convierte en

2'. Especifique la estadistica de prueba.
y el tercer paso se convierte en

3. Determine el valor de la estadistica de prueba y el valor P correspondiente a par-
tir de los datos de Ja muestra.

Y el cuarto paso se convierte en

4. Compruebe si el valor P es menor que, o igual a o y, de acuerdo a esto, rechace
Is hipétesis nula, o acéptela, o bien reserve el juicio.

Como sefalamos en la pdgina 413, esto nos da més libertad en la seleccién del ni-
vel de significancia, pero es diffcil concebir situaciones donde podrfamos justificar el
uso de, digamos, a = 0,04 cnvezdeca = 0050 a = 0.015envezde a = 001. Enla
préctica, es practicamente imposible evitar algin elemento de arbitrariedad, y en la ma-
yorfa de los casos hacemos juicios subjetivos, al menos en parte,sia = 0050« = 0.01
refleja riesgos aceptables. Por supuesto, cuando hay mucho en juego y es prictico, po-
driamos usar un nivel de significancia mucho mds pequeflo que a = 0.01.

En muchos casos, se debe entender que los dos métodos para probar hipétesis,
los cuatro pasos que se dieron en la pdgina 412, y los cuatro pasos aquf descritos, son
equivalentes. Esto significa que sin importar el método que usemos, la decisién final
(rechazar la hipStesis nula, aceptarla, o bien reservar el juicio) serd la misma. En la
préctica, usamos cualquier método que sea mds conveniente, y esto puede depender de
la distribucién muestral de la estadistica de prueba, la disponibilidad de tablas estadis-
ticas o del software de computadora, y la naturaleza del problema (véase, por ejemplo,
el ejemplo 13.8 y el ejercicio 13.52).

Hay estadisticos que prefieren evitar los problemas relacionados con la eleccién
del nivel de significancia. Limitan su papel al anélists de datos, no especifican a y omi-
ten el paso 4°. Por supuesto, siempre es deseable tener el punto de vista de otros (in-
vestigadores o gerentes) al formular la hipétesis y especificar «, pero dificilmente seria
razonable dejar caer los valores P en manos de personas sin capacitacién adecuada en
estadistica y dejar que ellos sigan a partir de ese punto. Para complicar las dificultades,
considere la tentacién a que uno podrfa estar expuesto al escoger a después de haber
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pasteleria pierde dinero cuando 1 > 8 y el cliente pierde cuando u < 8, pruebe la hi-
pétesis nula . = 8 contra la hipoétesis alternativa u # 8 al nivel 0.01 de significancia.

Solucion
l. Ho: H = 8
Hl: 73 F* 8
a = 0.01

2. Rechace la hipStesisnulasi 2z S —2.575 0 z 2 2.575, donde

X = uy

¢ = a/‘;n

3. Al sustituir ¥ = 8.091, 4y, = 8. = 0.16 y n = 25, obtenemos

__8091—8 _

2.84
0.16/V/25

4. Puesto que z = 2.84 excede a 2.575, se debe rechazar la hip6tesis nula y se
deben hacer ajustes apropiados en el proceso de produccién. A

Si hubiésemos usado el enfoque alternativo descrito en la pdgina 414, hubiése-
mos obtenido un valor P de 0.0046 (véase el ejercicio 13.8), y puesto que 0.0046 es me-
nos que 0.01, la conclusién hubiera sido la misma.

Se debe observar que la regién critica z 2 z, también se puede usar para probar
la hip6tesis nula u = py contra la alternativa simple 4 = p; > u, o la hipétesis nula
compuesta u S u, contra la alternativa compuesta u > u,. En el pnimer caso estaria-
mos probando una hip6tesis simple contra una alternativa simple como en la seccién
12.4 (véase el ejemplo 12.4, donde estudiamos esta prueba para ¢ = 1), y en el segun-
do caso a seria la probabilidad maxima de cometer un error de tipo 1 para cualquier
valor de u asumido bajo la hipotesis nula. Por supuesto, se aplicarfan argumentos simi-
lares a la region critica z = —z,.

Cuando estamos tratando con una muestra grande de tamafio n 2 30 de una po-
blacién que no necesita ser normal pero que tiene una varianza finita, podemos usar el
teorema dei limite central para justificar el uso de la prueba para poblaciones norma-
les. y aun cuando ¢’ es desconocida podemos aproximar su valor con s* en ¢l célculo
de la estadistica de prueba. Para ilustrar el uso de una prueba aproximada de muestra
grande, considere ¢l siguiente cjemplo.

EJEMPLO 13.2

Suponga que 100 neumdticos que cierto fabricante produce duraron en promedio
21.819 millas con una desviacién estdndar de 1,295 millas. Pruebe la hip6tesis nula
w = 22,000 millas contra la hipétesis alternativa g << 22,000 millas en el nivel 0.05 de
significancia.



Seccién 13.2: Pruebas concernientes a medias 417

Solucioén

1. Hy: o po= 22000
H,: p < 22000
a = 005

2. Rechace la hipdtesis nula si z = —1.645. donde

=X T
Z tr/\/ﬁ
3. Al sustituir ¥ = 21,819, gy = 22,000, s = 1.295 por ¢ y n = 100, obtene-
mos
_ 21819 — 22,000 _

= —1.40
1295/ V100

4. Puesto que z = —1.40 es mayor que —1.645, no sc puede rechazar la hipé-
tesis nula; no hay evidencia real de que los neuméticos no son tan buenos
como s¢ supone bajo la hipétesis nula. A

Si hubiésemos usado el enfoque alternativo descrito en la pdgina 414, habriamos
obtenido un valor P de 0.0808 (véasc cl ejercicio 13.9), que excede a 0.05. Como debie-
ra haberse esperado, la conclusién es la misma: no se puede rechazar la hipétesis nula.

Cuando n < 30y 0@ es desconocida, no se puede usar la prueba que hemos es-
tado examinando en esta seccién. Sin embargo, en el ejercicio 12.33 vimos que para
muestras aleatorias de poblaciones normales, la técnica de la razén de verosimilitud nos
da una prueba correspondiente basada en

f= Mo
s/Vn

que, de acuerdo al teorema 8.13, es un valor de una variable aleatoria que tiene la distri-
bucién { con n — 1 grados de libertad. Asi, las regiones criticas de tamaiio a para pro-
bar la hipétesis nula u = y, contra las alternativas g ¥ g, u > iy 0 o < g, 50N,
respectivamente, || 2 £,5, 1 I D e, YIS —1, .. Advierta que los comentarios
de la pagina 416 en relacion con la hip6tesis alternativa u, > u, y la prueba de la hipo-
tesis nula 4 = k, contra la alternativa ¢ > u, también se aplican en este caso.

El siguiente ejemplo ilustra esta prueba ¢ de una muestra, como sucle llamarse.

EJEMPLO 13.3

Las especificaciones para cierta clase de cinta piden una media de la resistencia al rom-
pimiento de 185 libras. Si cinco piezas seleccionadas aleatoriamente de diferentes ro-
llos tienen una resistencia al rompimiento de 171.6, 191.8, 178.3, 184.9 y 189.1 libras,
pruebe la hipdtesis nula u = 185 libras contra la hipétesis alternativa u < 185 libras
en el nivel 0.05 de significancia.
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Si no se puede sostener la suposicién de varianzas iguales en un problema de es-
ta clase, hay varias posibilidades. Una relativamente simple consiste en formar aleato-
riamente parejas de los valores en las dos muestras y después considerar sus diferencias
como una muestra aleatoria de tamafio n, 0 n,, la que sea més pequeiia, de una pobla-
cién normal que, bajo la hipdtesis nula, tiene 1a media u = 8. Después probamos esta
hip6tesis nula contra la alternativa apropiada por medio de los métodos de la seccion
13.2. Esta es una buena razon para tener n, = n,, pero existen técnicas alternativas pa-
ra manejar el caso donde n, # n, (una de éstas, la prueba Smith-Satterthwaite, se men-
ciona en las referencias al final del capitulo).

Hasta ahora hemos limitado nuestro examen a muestras aleatorias que son inde-
pendientes, y los métodos que presentamos en esta seccién no se pueden usar, por
ejemplo, para decidir con base en los pesos “antes y después” si cierta dieta es real-
mente eficaz o si las diferencias observadas entre los 1Q promedio de maridos y sus
esposas son realmente significativas. En ambos e¢jemplos las muestras no son indepen-
dientes porque los datos estdn realmente asociados por parejas. Una forma comiin de
manejar esta clase de problemas es proceder como cn el pérrafo anterior, esto es, tra-
bajar con las diferencias entre las parejas de medidas u observaciones. Si n es grande,
podemos entonces usar la prueba descrita en la pagina 415 para probar la hipétesis nula
&, — @y = &8 contra la alternativa apropiada, y si n es pequeiia, podemos usar la prue-
ba ¢ descrita en la pagina 417, siempre y cuando las diferencias se puedan considerar
como una muestra aleatoria de una poblacién normal.

EJERCICIOS

13.1 Dada una muestra aleatoria de tamaiio n de una poblacién normal con varian-
za conocida ¢, demuestre que la hipStesis nula g = p, se puede probar con-
tra la hipStesis alternativa 2 # u, con el uso de un critenio de una cola que se
base en la distribucién ji cuadrada.

13.2 Suponga que una muestra aleatoria de una poblacién normal con la varianza
conocida o se va a usar para probar Ia hipétesis nula . = g, contra Ja hipéte-
sis alternativa u = . donde g, > u,, y que las probabilidades de errores de
tipo I y tipo I1 van a tener los valores preasignados a y 8. Demuestre que el ta-
maiio requerido de la muestra estd dado por

2
oz, + )
n=-————z"
(y — I“‘U)
13.3 Con respecto al ejercicio anterior, encuentre el tamano requerido de la mues-
tracuando o =9, u;, = 15, 4, = 20, a = 005y B8 = 0.01.
134 Suponga que muestras aleatorias de tamaifio n de dos poblaciones normales con
varianzas conocidas o} y @3 se van a usar para probar la hipétesis nula x, —
p2 = & contra la hipétesis alternativa ¢, — u, = 8’ y que las probabilidades de

errores de tipo I y tipo Il van a tener los valores preasignados a y 8. Demues-
tre que el tamaiio requerido de la muestra estd dado por

(o3 + oi)za + 25)°
(6 —8)
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En 12 corridas de prueba sobre una ruta sefialada, una lancha motora reciente-
mente disefiada promedié 33.6 segundos con una desviacién estdndar de 2.3 se-
gundos. Suponiendo que es razonable tratar los datos como una muestra
aleatoria de una poblacién normal, use los cuatro pasos en la pagina 412 para
probar la hipGtesis nula 4 = 35 contra la alternativa . < 35 en el nivel 0.05 de
significancia.

Cinco mediciones del contenido de alquitrdn de cierta clase de cigarrillos die-
ron 14.5, 142, 14.4, 143 y 14.6 mg/cigarrillo. Suponga que los datos sen una
muestra aleatoria de una poblacién normal. use los cuatro pasos de la pdgina
412 para demostrar que en el nivel 0.05 de significancia se debe rechazar la hi-
pétesis nula . = 14.0 en favor de la alternativa u # 14.0.

Con respecto al ejercicio 13.17, demuestre que si la primera medicién se regis-
tra incorrectamente como 16.0 en vez de 14.5, esto invertiria el resultado. Ex-
plique la paradoja aparente que aunque ha aumentado la diferencia entre la
media de la muestra v u,, va no es significativa.

Con respecto al ejercicio 13.17, use software estadistico apropiado para encon-
trar el valor P que corresponde al valor observado de la estadistica de prueba.
Use este valor P para resolver de nuevo el ejercicio.

Si la misma hipoétesis se prueba con bastante frecuencia, es probable que se re-
chace por lo menos una vez, aun si es verdad. Un profesor de biologia, al inten-
tar demostrar este hecho. hizo que ratones blancos recorrieran un laberinto
para determinar si los ratones blancos recorrian el laberinto mds répido que la
norma establccida en muchas pruebas anteriores que incluyeron ratones de di-
ferentes colores.

(a) Si el profesor realiza este experimento una vez con varios ratones (y usa
el nivel 0.05 de significancia). ;cudl es ¢l nivel de probabilidad de que ob-
tendr4 un resultado “significativo™ aun si el color del ratén no afecta su ve-
locidad al recorrer el laberinto?

{b) Si el profesor repite el experimento con un nuevo conjunto de ratones
blancos, ;cudl es la probabilidad de que al menos uno de los experimen-
tos dara un resultado “significativo™ aun si el color del ratén no afecta su
velocidad al recorrer el laberinto?

(c} Siel profesor hace que 30 de sus estudiantes hagan el mismo experimento, ca-
da uno con un grupoe diferente de ratones blancos, jcudl es la probabilidad de
que al menos uno de estos experimentos resultara “significativo™ aun si el co-
lor del rat6n no jucga ningun papei en la velocidad al recorrer el laberinto?

Un epidemidlogo estd tratando de descubrir la causa de cierta clase de cdncer.
Estudia un grupo de 10,000 personas por cinco afios, mide 48 “factores” dife-
rentes entre los que estaban hdbitos alimenticios, hdbitos de beber bebidas al-
cohoélicas, de fumar, de hacer ejercicio, y asi sucesivamente. Su objetivo es
determinar si hay alguna diferencia en las medias de estos factores (vanables)
entre quienes desarrollaron el cincer dado y quienes no. El supone que estas
variables son independientes. aun cuando puede haber evidencia en contrario.
En un esfuerzo por ser cautelosamente conservador, usa el nivel 0.01 de signi-
ficancia en todas sus pruebas estadisticas.
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Para comparar dos clases de protectores de defensas, se montaron seis de cada
clase en cierta marca de auto compacto. Entonces cada auto se hizo chocar con-
tra una pared de concreto a S millas por hora, y los siguientes son los costos de
la reparaciones (en dolares):

Protector de defensas 1: 127 168 143 165 122 139

Protector de defensas 2: 154 135 132 171 153 149

Use los cuatro pasos de la pdgina 412 para probar en el nivel (.01 de significan-
cia si la diferencia entre las medias de eslas dos muestras es significativa.

Con respecto al ejercicio 13.29, use software estadistico apropiado para encon-
trar el valor P que corresponde al valor observado de la estadistica de prueba.
Use este valor P para rehacer el gjercicio.

En un estudio sobre la eficacia de ciertos ejercicios para reducir de peso, un
grupo de 16 personas hicieron estos ejercicios durante un mes y mostraron los
siguientes resultados

Peso Peso Peso Peso

anies después antes después
211 198 172 166
180 173 155 154
171 172 185 181
214 209 167 164
182 179 203 201
194 192 181 175
160 161 245 233
182 182 146 142

Use el nivel 0.05 de significancia para probar la hipétesis nula g, — u, =0 con-
tra la hipGtesis alternativa p, — g, > 0, y asf juzgar si los ejercicios son efica-
ces en la reduccion de peso.

Las siguientes son las pérdidas semanales promedio de horas de trabajo a cau-
sa de accidentes en 10 plantas industriales antes y después de poner en opera-
cidén cierto programa de seguridad:

45y 36, T3y 60, 46y 44, 124y 119, 33y 35
S7y5l, B3y77 34y29 206y 24, 17y 11

Use los cuatro pasos en la pagina 412 y el nivel 0.05 de significancia para pro-
bar si el programa de seguridad es eficaz.

Con respecto al ejercicio 13.32, use software estadfstico apropiado para encon-
trar el valor P que corresponda al valor observado de la estadistica de prueba.
Use este valor P para volver a resolver ¢l ejercicio.
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13.4 PRUEBAS CONCERNIENTES A VARIANZAS

Hay varias razones por las que es importante probar las hipétesis concernientes a las
varianzas de las poblaciones. En lo que concierne a las aplicaciones directas, un fabri-
cante que tiene que cumplir con especificaciones rigidas tendra que efectuar pruebas
sobre la variabilidad de su producto, tal vez un maestro desea saber si ciertas asevera-
ciones son verdaderas acerca de la variabilidad que puede esperar en el desempeiio de
un estudiante. y quizd un farmacéutico tiene que comprobar si la variacién en la poten-
cia de una medicina estd dentro de los limites permisibles. En lo que concierne a apli-
caciones indirectas, las pruebas acerca de las varianzas a menudo son prerrequisitos
para las pruebas concernientes a otros pardmetros. Por ejemplo, la prueba ¢ de dos
muestras descrita en la pdgina 420 requiere que las varianzas de las dos poblaciones
sean iguales, y en la préctica esto significa que quizd tengamos que comprobar la razo-
nabilidad de esta suposicidn antes de efectuar la prucba concerniente a las medias.

Entre las pruebas que estudiaremos en esta seccidn estd una prueba de la hipé-
tesis nula de que la varianza de una poblacién normal es igual a una constante dada y
la prueba de razén de verosimilitud de la igualdad de las varianzas de dos poblaciones
normales (a la que nos referimos en el gjercicio 13.27).

La primera de estas pruebas es esencialmente la del ejercicio 12.35. Dada una
muesira aleatoria de tamafio n de una poblacién normal, queremos probar la hip6tesis
nula o = &% contra una de las alternativas ¢ # o2, 2 > ¢ 0 ¢? < o} y, como el
lector debe haber descubierto en el ejercicio 12.35, la técnica de la razén de verosimi-
litud nos lleva a una prueba que se basa en ¥°, el valor de la varianza de la muestra.
Basado en el teorema 8.10, podemos escribir asi las regiones criticas para probar la hi-
potesis nula contra las dos alternativas de un lado como ¥ 2 X2 o= Y X = Xi-an-1+
donde

xz=1"__1)’2

73

En lo que concierne a la alternativa bilateral, rechazamos la hipdtesis nula si Xz
X210 X S Xi-aj2.n-1. Y €l 1amaiio de todas estas regiones criticas es, por supues-
to, igual a a.

EJEMPLO 13.6

Suponga que el espesor de una parte usada de un semiconductor es su dimensién cri-
tica y que las mediciones del espesor de una muestra alcatoria de 18 de dichas partes
tiene la varianza s° = 0.68, donde las mediciones son en milésimas de una pulgada. El
proceso se considera que estd bajo control si Ja variacidn del espesor esta dada por una
varianza no mayor que 0.36. Suponga que las mediciones constituyen una muestra alea-
toria de una poblacién normal. pruebe la hipétesis nula o° = 0.36 contra la hip6tesis
alternativa o > 0.36 en el nivel 0.05 de significancia.
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que si la variable aleatoria X tiene la distribucién F con v, y v, grados de libertad, en-

1 . C e .
tonces X tiene la distribucién F con », y »; grados de libertad.

EJEMPLO 13.7

Al comparar la variabilidad de la resistencia a la traccion de dos clases de acero estruc-
tural, un experimento dio los resultados siguientes: n, = 13, 57 = 192, n, =16 y
s3 = 3.5, donde las unidades de medicién son 1,000 libras por pulgada cuadrada. Su-
ponga que las mediciones constituyen variables aleatorias independientes de dos po-
blaciones normales, prueba la hip6tesis nula o7 = o3 contra la alternativa ¢ # o3 en
el nivel 0.02 de significancia.

Solucién
1. Hy of = o3
H: o} #ad}
a =002
2
2. Puesto que 53 Z 53, rechace la hipotesis nula si % £ 3.67, donde 3.67 esel
S
valor de £ 12.1s-
3. Al sustituir 2 = 19.2 y s3 = 3.5, obtenemos
5192 g
53 35
4. Puesto que f = 5.49 excede a 3.67, se debe rechazar la hipétesis nula; con-
cluimos que la variabilidad de la resistencia a la traccién de las dos clases
de acero no es la misma. A
EJERCICIOS

13.34 Al hacer uso del hecho que la distribucidn ji cuadrada se puede aproximar con
una distribucién normal cuando v, el nimero de grados de libertad, es grande,
demuestre que para muestras grandes de poblaciones normales

s Za}

2
+ -
1 Z“Vn—l]

es una regién critica aproximada de tamafio a para probar la hipétesis nula
a’ = &} contra la alternativa o° > of. Construya también las regiones criti-
cas correspondientes para probar esta hip6tesis nula contra las alternativas
ot < gy y o’ # o} (véase ¢l gjercicio 8.3R).

13.35 Haga uso del resultado del ejercicio 8.43, demuestre que para muestras aleato-

. . - . bl
rias grandes de poblaciones normales, las prucbas de la hip6tesis nula o = oy

2

se¢ puede basar en la estadistica:
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(;"0- - ])VZ(n ~1)
que tiene aproximadamente la distribucién normal estdndar.

APLICACIONES

13.36 Nuecve determinaciones del calor especifico del hierro dieron una desviacion es-
tandar de 0.0086. Suponga que estas determinaciones constituyen una muestra
aleatoria de una poblacién normal, pruebe la hipétesis nula ¢ = 0.0100 contra
la hipotesis alternativa ¢ < 0.0100 en el nivel 0.05 de significancia.

13.37 En una muestra aleatoria, los pesos de 24 reses Black Angus de cierta edad tie-
nen una desviacién estdndar de 238 libras. Suponga que los pesos constituyen
una muestra aleatoria de una poblacién normal. pruebe la hipétesis nula
a = 250 libras contra la alternativa bilateral o # 250 libras en el nivel .01 de
significancia.

13.38 En una muestra aleatoria, s = 2.53 minutos para la cantidad de tiempo que 30
mujeres tardaron en terminar la prueba escrita para su licencia de conducir. En
el nivel 0.05 de significancia, pruebe la hipétesis nula ¢ = 2.85 minutos contra
la hipotesis alternativa o < 2.85 minutos (use ¢l método descrito en el texto).

13.39 Use el método del ejercicio 13.35 para rehacer el ejercicio 13.38.

13.40 Los datos pasados indican que la desviacidn estdndar de mediciones que ins-
pectores experimentados hicieron en estampados de plancha metélica es 0.41
pulgadas cuadradas. Si un inspector nuevo mide 50 estampados con una deswia-
cién estandar de 0.49 pulgadas cuadradas, use el método del ejercicio 13.35 pa-
ra probar la hipdtesis nula ¢ = (.41 pulgadas cuadradas contra la hipétesis
alternativa ¢ > 0.41 pulgadas cuadradas en el nivel 0.05 de significancia.

13.41 Con respecto al ejercicio 13.40, encuentre ¢l valor P que corresponde al valor
observado de la estadistica de prueba y tsclo para decidir si la hipétesis nula
podria haberse rechazado ¢n el nivel 0.015 de significancia.

13.42 Con respecto al ejemplo 13.5, pruebe la hipétesis nula ¢, — o, = 0 contra la
hipétesis alternativa oy — o, > 0 en el nivel 0.05 de significancia.

13.43 Con respecto al ejercicio 13.27, pruebe en el nivel 0.10 de significancia si es ra-
zonable suponer que las dos poblaciones muestreadas tienen varianzas iguales.

13.44 Con respecto al ejercicio 13.29, pruebe en el nivel 0.02 de significancia si es ra-
zonable suponer que las dos poblaciones muestreadas tienen varianzas iguales.



430

Capftulo 13: Prueba de hipGtesis: aplicaciones

13.5 PRUEBAS CONCERNIENTES A PROPORCIONES

Si el resultado de un experimento es ¢l nimero de votos que un candidato recibe en una
votacién, el nimero de defectos encontrados en una pieza de tela. el nimero de nifios
que se ausentan de la escuela en un dfa dado,..., nos referimos a estos datos como datos
de conteo. Los modelos apropiados para el andlisis de los datos de conteo son la distri-
bucién binomial, la distribucién de Poisson, la distribucién multinomial, y algunas de las
demds distribuciones discretas que estudiamos en el capitulo 5. En esta seccién presen-
taremos una de las pruebas mas comunes basada en datos de conteo, una prueba con-
cerniente al pardmetro 6 de la distribucién binomial. Asi, podriamos probar con base en
una muestra si la verdadera proporcién de curaciones de cierta enfermedad es 0.90 o si
la verdadera proporcién de defectos que salen en una linea de ensamble es 0.02.

En el ejercicio 12.12 se pidi6 al lector que mostrara que la regién critica més po-
tente para probar la hip6tesis nula 8 = &, contra la hipétesis alternativa 8 = 8, < 8,
donde @ ¢s el pardmetro de una poblacién binomial, se basa en el valor de X, ¢l nime-
ro de “éxitos™ obtenidos en n ensayos. Cuando se trata de alternativas compuestas, la
técnica de la razén de verosimilitud también brinda pruebas basadas en el nimero de
éxitos observados {como vimos en el ejercicio 12.31 para el caso especial donde 6, = 4).
De hecho, si queremos probar la hip6tesis nula 8 = &, contra la alternativa unilateral
8 > 8,, la regién critica de tamailo a del criterio de la razén de verosimilitud es

r=k,

donde k, es el entero més pequeiio para el cual

n
E b(y:in.0) S a

y=k,

y b(y:n.8,) es la probabilidad de obtener y éxitos en n ensayos binomiales cuando
8 = 8,. Por tanto el tamaiio de esta regién critica, as{ como de las que siguen, es tan
cercana como es posible a a sin excederla.

La regién critica correspondiente para probar la hipétesis nula 8§ = 8, contra la
alternativa unilateral 8 < 8, es

x =k,

donde & es el entero méas grande para el cual

k
zb()’i"sou) Sa
¥=0

y, finalmente, la regién critica para probar la hip6tesis nula 8 = 6, contra la alternat-
va bilateral ¢ # 0, es

x2k,; o x3k,,
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No ilustraremos este método de determinar las regiones criticas para pruebas
concernientes al pardmetro binomial @ porque, en la prictica real, es mucho menos te-
dioso basar las decisiones en los valores P.

EJEMPLO 13.8

Si x = 4 de n = 20 pacientes sufricron efectos secundarios serios a causa de¢ un nue-
vo medicamento, pruebe la hip6tesis nula 8 = 0.50 contra la hipétesis alternativa
8 # 0.50 en el nivel 0.05 de significancia. En este caso @ es la proporcién verdadera de
pacientes que sufren efectos secundarios serios a causa del nuevo medicamento.

Solucion
1. Hy: 6=050
H;: 6 # 050
a = 005

2'. Use la estadistica de prueba X, el nimero observado de éxitos.
3. x = 4,y puesto que P(X = 4) = 0.0059, el valor P es 2(0.0059) = 0.0118.

4'. Puesto que el valor P, 0.0118, es menor que 0.05, se debe rechazar la hip6-
tesis nula; concluimos que § # 0.50. A

Las pruebas que hemos descrito requieren el uso de una tabla de probabilidades
binomiales, sin importar si usamos los cuatro pasos de la pdgina 412 o los de la pigina
414. Para n S 20 podemos usar la tabla I al final del libro, y para valores de n hasta
100 podemos usar las tablas a las que hicimos referencia al final del capitulo 5. Alter-

nativamente, para valores grandes de n podemos usar la aproximacién normal de la dis-
tribucién binomial y tratar

x — no
Vns(1 — 8)

como una variable aleatoria que tiene la distribucién normal estdndar. Para n grande,
podemos probar asi la hipGtesis nula 8 = 6, contra las alternativas § # 8,, 8 > 8, o
8 < 8, al usar, respectivamente, las regiones criticas |z| Z z,n. 2 2 2, ¥y 2 S —2z,,
donde

T _

x — nt,

V(1 — )

(.r + %) - no,
Vnbo(1 — 6,)

si usamos la correccién por continuidad introducida en el ejemplo 6.5. Usamos ¢l sig-
no menos cuando x excede a nd; y ¢l signo de més cuando x es menor que né,.
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EJEMPLO 13.9

Una compaiifa petrolera afirma que menos del 20 por ciento de los propietarios de au-
tos no han probado su gasolina. Pruebe esta afirmacién en el nivel 0.01 de significan-
cia si una comprobacién aleatoria revela que 22 de 200 propiectarios de autos no han
probado la gasolina de la compaiifa.

Solucion
1. Hn: 8 =020
Hy: 6 <020
a =001
2. Rechace la hipétesis nula de z S =—2.33, donde (sin la correccién por con-
tinuidad)

X — nb,

¢ Vnby(1 — 8,)

3. Alsustituirx = 22, n = 200 y 8, = 0.20, obtenemos

_ 22 -1200(020) _ _
© 7 V200(0.20)(080)

3.18

4. Puesto que z = —3.18 es menos que —2.33, se debe rechazar la hipotesis
nula; concluimos que, como se afirma, menos del 20% de todos los propie-
tarios de autos no han probado la gasolina de 1a compaiifa. A

Advierta que si hubiésemos usado la correccidn por continuidad en el ejemplo
anterior, habrfamos obtenido z = -3.09 y la conclusién habrifa sido la misma.

13.6 PRUEBAS CONCERNIENTES A DIFERENCIAS ENTRE k PROPORCIONES

En muchos problemas de investigacién aplicada, debemos decidir si las diferencias ob-
servadas entre proporciones muestrales, o los porcentajes, son significativos o si se pue-
den atribuir a la suerte. Por ejemplo, si el 6 por ciento de los pollos congelados en la
muestra de un proveedor falla en cumplir ciertos estdndares y s6lo 4 por ciento en la mues-
tra de otro proveedor falla en cumplir los estandares, quizd deseamos investigar si la di-
ferencia entre estos dos porcentajes es significativa. De la misma manera, tal vez
deseamos juzgar sobre la base de datos muestrales si proporciones iguales de votantes
en cuatro ciudades diferentes favorecen a cierto candidato a gobernador.

Para indicar un método general de manejar los problemas de esta clase, suponga

que x,, X;,..., X, son los valores observados de k variables aleatorias independientes
X\, X;,..., X, que tienen distribuciones binomiales con los pardmetros n, y 6;, n, y
6,....,m, ¥ 8,. Si las n son suficientemente grandes, podemos aproximar las distribu-

ciones de las variables aleatorias independientes:
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_ X, — n§,
\/nxel'(] - 6:)

parai = 1,2,... .k

con distribuciones normales estdndar, y. de acuerdo al teorema 8.8, podemos entonces
considerar

£ (% —n8)

= 2 ne(i-0)

=]

como un valor de una variable aleatoria que tiene la distribuci6n ji cuadrada con k gra-
dos de libertad. Para probar la hipétesis nula, 8, = 8, = -~ = 8, = 6, (contra la alter-
nativa que al menos una de las # no es igual a 6;). podemos usar asf la region critica
x* Z xi..donde
2 = : ("i - ntﬂﬂ)z
X i=1 "ran(l - Bu)

Cuando no se especifica 6, esto es, cuando s6lo nos interesa la hipétesis nula 8, =
&, = - = 8,, sustituimos por § la estimacién ponderada

6_x,+x2+---+xk
n1+n2+“'+nt

y la region critica se vuelve x> 2 x2 ,_,., donde

(-"@ - ":‘5)2
i=1 n,afl - é)

2 _

La pérdida de 1 grado de libertad, esto es, el cambio de la regién critica de x2 , a
X%.x—1. se debe al hecho que se sustituye una estimacién por el pardmetro desconoci-
do #; en una referencia de la pagina 448 se hace un examen formal de esto.

Presentemos ahora una f6rmula alternativa para la estadistica ji cuadrada inme-
diata antenor, la cual, como veremos en la seccién 13.7, se presta més rdpidamente a
otras aplicaciones. Si arreglamos los datos como ¢n la tabla siguiente

Exitos Fracasos
Muestra 1 x "y — X
Muestra 2 X3 n, = X

Muestra k Xy ne — x;
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las frecuencias de celda esperadas son
e = 400(0.53) = 212 y e, = 400(0.47) = 188
en = 500(0.53) = 265 vy ey = 500(0.47) = 235
ey = 400(0.53) = 212 vy &5, = 400(0.47) = 188
y la sustitucién en la férmula para x° dada arriba nos da
(232 - 212)2 + (260 ~ 265)? N (197 — 212)?
212 265 212

(168 — 188)7 (240 — 235)° . (203 — 188)°
* 188 M 235 + 188

= 648

4. Puesto que x* = 6.48 excede a 5.991, se debe rechazar la hip6tesis nula: en
otras palabras, las proporciones verdaderas de compradores que favorecen ¢l
detergente A sobre el detergente B en las tres ciudades no son las mismas. A

EJERCICIOS

13.45 Muestre que las dos férmulas para x” en la pagina 434 son equivalentes.
13.46 Modifique las regiones criticas en la pAgina 430 de manera que se puedan usar pa-

ra probar la hipétesis nula A = A, contra la hip6tesis alternativa A > Ay, A < A
y A # A, sobre la base de n observaciones. En cste caso A es el pardmetro de la
distribucion de Poisson. (Sugerencia: use el resultado del ejemplo 7.15.)

13.47 Con respecto al ¢jercicio 13.46, use la tabla IT para encontrar los valores que co-

rresponden a ks ¥ Kjgas para probar la hipotesis nula A = 3.6 contra la hi-
potesis alternativa A # 3.6 sobre la base de cinco observaciones. Use el nivel
0.05 de significancia.

13.48 Parar k = 2, demuestre que la férmula de x* cn la pagina 434 sc puede escribir

como
(n, + ny)(nyxy — nlxz)z
mm(x, + x)[ (1, + m) = (x, + x;)]

13.49 Dadas muestras aleatorias grandes de dos poblaciones binomiales, muestre que

la hipétesis nula 8, = 8, se puede probar con base en la estadistica
h_ %
m N3

Vio - a5+ )

. (Sugerencia: refiérase al ejercicio 8.5.)

I =

X + x;

donde § =
n + n.

13.50 Muestre que el cuadrado de la expresién para z es igual a

_ 2 (x:‘_"r‘é)z

A n,a(i - é)
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de manera que las dos pruebas son realmente equivalentes cuando la hipétesis
alternativa es 8, # 6,. Observe que la prueba descrita en el ejercicio 13.49, mas
no la que se basa en la estadistica x’ se puede usar cuando la hipStesis alterna-
tivaes 8, < 6,086, > 6,.

APLICACIONES

13.51

13.52

13.53

13.54

13.55

13.58

13.60

Con respecto al ejemplo 13.8, muestre que la regién criticaes x = 5ox £ 15
y que, correspondiendo a esta region critica, el nivel de significancia es real-
mente 0.0414.

Se ha afirmado que més del 40 por ciento de todos los compradores pueden
identificar una marca registrada a la que se le hace mucha publicidad. Si, en una
muestra aleatoria, 10 de 18 compradores pudieron identificar la marca registra-
da, pruebe en el nivel 0.05 de significancia si la hipétesis nula 8 = 0.40 se pue-
de rechazar contra la alternativa 8 > 0.40,

Con respecto al ejercicio 13.52, encuentre la regién critica y el nivel real de sig-
nificancia que corresponde a esta regién critica.

Un doctor afirma que menos de 30 por ciento de todas las personas expuestas
a cierta cantidad de radiacion sentirdn algin efecto dadino. Si, en una muestra
aleatoria, s6lo 1 de 19 personas expuestas a tal radiacién sintié algin efecto da-
fiino, prueba la hipdtesis nula & = 0.30 contra la hipdtesis alternativa 8 < 0.30
en el nivel 0.05 de significancia.

Con respecto ai ejercicio 13.54, encuentre la regién critica y el nivel real de sig-
nificancia que corresponde a esta regién critica.

En una muestra aleatona, 12 de 14 accidentes industnales fueron causados por
condiciones inseguras de trabajo. Use el nivel (.01 de significancia para probar
la hip6tesis nula 8 = 0.40 contra la hipétesis alternativa 8 ¥ 0.40.

Con respecto al ejercicio 13.56, encuentre la regién critica y ¢l nivel real de sig-
nificancia que corresponde a esta regién critica.

En una encuesta aleatoria de 1,000 hogares en Estados Unidos, se encontré que
29 por ciento de los hogares tenfan al menos un miembro con un titulo univer-
sitario. ;| Este hallazgo refuta la aseveracién de que la proporcién de que todos
estos hogares en Estados Unidos es al menos 35 por ciento? (Use el nivel 0.05
de significancia.)

En una encuesta aleatoria de 12 estudiantes no graduados de carreras comer-
ciales, seis dijeron que tomarfan cursos avanzados en contabilidad. Use el nivel
0.01 de significancia para probar la hipdtesis nula 8 = 0.20, esto es, 20 por cien-
to de todos los estudiantes no graduados de carreras comerciales tomaran cur-
sos avanzados de contabilidad, contra la hip6tesis alternativa ¢ > 0.20.

Un procesador de alimentos quiere saber si la probabilidad de que un cliente
preferira una nueva clase de empaque a la clase anterior es realmente 0.60. Si,

en una muestra aleatoria, siete de 18 clientes prefieren la nueva clase de empa-
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En este caso hay una muestra de tamano 400, y los totales de los renglones asi como
los totales de las columnas se dejan al azar. Es principalmente en relacién con proble-
mas como éste que las tablas » X ¢ se conocen como tablas de contingencia.

La hipétesis nula que queremos probar por medio de la tabla anterior es que el
desempeiio en el trabajo de las personas que han pasado por el programa de capacita-
cién es independiente de su 1Q. En general, si 8, es la probabilidad de que un elemen-
to caerd en la celda que pertenece al iésimo renglén y la jésima columna, 8;. es la
probabilidad de que un elemento caera en el jesimo rengldn, y 8, es la probabilidad de
que un elemento caerd ¢n la jésima columna, la hip6tesis nula que queremos probar es

9,-‘- = 8.. . 8.!

parai =1,2,....ryj=12, ..., ¢ Correspondientemente, la hipétesis alternativa es
8, # 8,.-0, para al menos un par de valores de i y j.

Puesto que el método por ¢l cual analizamos una tabla r X ¢ es el mismo sin im-
portar si estamos tratando con r muestras de poblaciones multinomiales con ¢ resultados
diferentes o una muestra de una poblacién multinomial con rc resultados diferentes,
cxaminémoslo aquf con respecto al dltimo. En el gjercicio 13.71 se pedira al lector igua-
lar el trabajo para la primera clase de problema.

En lo que sigue, denotaremos la frecuencia observada en el iésimo renglén y la
jésima columna con f, los totales de los renglones con £., los totales de las columnas
con f;, y el gran total, la suma de todas las frecuencias de las celdas, con f. Con esta
notacién, estimamos las probabilidades 6;. y 8., como

s =k 52k
8,. ¥ 0'} f

f
y bajo Ja hipétesis nula de independencia obtenemos
N Y/
8'=9,-.'ﬂ" = L f="1
/ i A

para la frecuencia esperada para la celda en el iésimo renglén y la jésima columna. Ad-
vierta que e, asi obtenida al multiplicar el total del renglon al cual pertenece la celda por
el total de la columna a la cual pertenece y después dividir entre el gran total.
Una vez que hemos calculado la e;;, basamos nuestra decisi6n en el valor de
2 RN sr')z
=3y A

y rechazamos la hip6tesis nula si excede a xi{,_uc_,).

El nimero de grados de libertad es (r — 1){¢ — 1), y en relacién con esto ha-
gamos la siguiente observacién: siempre que se estimen frecuencias de celdas en {érmu-
las de ji cuadrada con base en datos de conteo muestrales, el nimero de grados de
libertad es s — ¢ — 1, donde s es el nimero de términos en la suma y ¢ es el nimero
de pardmetros independientes reemplazados por estimadores. Al hacer la prueba para
las diferencias entre k proporciones con la estadistica ji cuadrada de la seccién 13.6, te-
nfamos s = 2k y t = k, puesto que tenfamos que estimar los & parametros 6,,
#,...., 8, y el nimero de grados de libertad fue 2k — k — 1 =k — 1. Cuando hace-
mos la prueba para independencia en una tabla de contingencia r X ¢ tenemos s = r¢
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yt=r + ¢ — 2, puesto que los r pardmetros 8;. y los ¢ pardmetros 8., no son todos in-
dependientes: sus sumas respectivas deben ser igual a 1. Asf, obtenemoss — 1 — 1 =

rc — (r +

c—2)—1=(r—1)(c~1).

Puesto que la estadistica de prueba que hemos descrito sélo tiene aproximada-
mente una distribucion ji cuadrada con (r — 1)}{c — 1) grados de libertad, es costum-
bre usar esta prueba s6lo cuando ninguna de las e, €s menor que 5; esto algunas veces
requiere que coinbinemos algunas de las celdas con una pérdida correspondiente en el

numero de

EJEMPLO 13.71

grados de libertad.

Use los datos mostrados en la siguiente tabla para probar en el nivel 0.01 de significan-
cia si la habilidad de una persona en matematicas es independiente de su interés en la

estadistica.
Habilidad en matemdticas
Baja  Promedio  Alta
Bajo 63 42 15
Interés en la estadistica Promedio 58 61 31
Alto 14 47 29
Solucion
1. H,: La habilidad en matemadticas y el interés en la estadfstica son indepen-
dientes.
H,: La habilidad en matemadticas y ¢l interés en la estadistica no son in-
dependientes.
a = 001
2. Rechace la hip6tesis nula si x> = 13.277, donde
A e-")z
ve 3500
im] jwl ”
y 13.277 es el valor de x30; a-
0-
3. Las frecuencias esperadas del primer renglén son %ﬁ—?’é = 45.0,
120- 150 -
360 50.0, y 120 — 45.0 — 50.0 = 25.0, donde hicimos uso del he-

cho que para cada renglén o columna la suma de las frecuencias de celdas
esperadas es igual a la suma de las frecuencias correspondientes observadas
(véase el ejercicio 13.70). En forma similar, las frecuencias esperadas del se-
gundo renglén son 56.25, 62.5 y 31.25, y las del tercer renglén (todas se ob-
tuvieron al restar de los totales de las columnas) son 33.75, 37.5 y 18.75.
Entonces, al sustituir en la férmula para x? nos da:
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, _ (63 —45.0)" | (42 — 50.0)? (29 — 18.75)?
= + + -+
X 45.0 50.0 18.75

= 32.14

4. Puesto que x° = 32.14 excede a 13.277, se debe rechazar la hipétesis nula;
concluimos que hay una relacién entre la habilidad de una persona en ma-
temdticas y su interés en la estadistica. A

Una deficiencia del anélisis ji cuadrada de una tabla r X ¢ es que ne toma en
consideracién un posible orden de los renglones v/o columnas. Por ejemplo, en €l ejem-
plo 13.11, la habilidad en mateméticas asi como cl interés en la estadistica se ordenan
de bajo promedio a alto, y el valor que obtenemos para y° permancceria igual si los
renglones y/o las columnas se intercambiaran entre si. También, las columnas de la ta-
bla en la pigina 438 reflejan un orden de preferir B (no preferir A) a ser indiferentes
a preferir A. pero en este caso no hay un orden especifico de los renglones. La forma
en que se puede tomar en consideracion tal orden se¢ explica en los ejercicios 14.6] y
15.12.

13.8 BONDAD DEL AJUSTE

La prueba de bondad del ajuste considerada aqui se aplica a situaciones en las que que-
remos determinar si un conjunto de datos se puede considerar como una muestra alea-
toria de una poblacién que tiene una distribucién dada. En el capitulo 14 se examinar4
un segundo tipo de “bondad de ajuste™ que se aplica al ajuste de una curva a un con-
junto de pares de datos. Para ilustrar. suponga que queremos decidir, con base en los
datos {frecuencias observadas} de la siguiente tabla, si e} nimero de errores que un ca-
jista hace al componer una galera de tipos es una variable aleatoria que tiene una dis-
tribucién de Poisson:

Frecuencia Probabilidades Frecuencias
Niimero de observada de Poisson esperadas
errores J conA=13 e
0 18 0.0498 219
1 53 0.1494 65.7
2 103 (0.2240 98.6
3 107 0.2240 98.6
4 82 (.1680 739
5 46 0.1008 44.4
6 18 0.0504 222
7 10 0.0216 9.5
8 2 0.0081 36
9 I }3 0.0038 1.7}5'3
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Para determinar un conjunto correspondiente de frecuencias esperadas para una
muestra aleatoria de una poblacién de Poisson, primero usamos la media de la distri-
1,341
A a0 2%
o, aproximadamente, A = 3. Después, copiamos las probabilidades de Poisson para A = 3
de la tabla II (usamos la probabilidad de 9 o mds en vez de la probabilidad de 9) y mul-
tiplicamos por 440, la frecuencia total, y obtenemos las frecuencias esperadas mostradas
en la columna del lado derecho de la tabla. Para probar la hip6tesis nula que las frecuen-
cias observadas constituyen una muestra aleatoria de una poblacién de Poisson, debemos
juzgar qué tan buen ajuste tenemos, o qué tan proxima es la correlacién, entre los dos
conjuntos de frecuencias. En general, para probar la hipétesis nula H; que un conjunto
de datos observados viene de una pobiacidn que tiene una distribucién especificada con-
tra la alternativa de que la poblacion tiene alguna otra distribucién, calculamos

“ i — € :
f=3 (f _ )

i=1

bucion observada para estimar el parémetro de Poisson A, obtenemas A=

y rechazamos H, en el nivel a de significancia si x* 2 x2 ,,_,-,. donde m es el nime-
ro de términos en la suma y ¢ es ¢l nimero de pardmetros independientes estimados con
base en los datos muestrales (véase el anélisis en las paginas 439 y 440). En el ejemplo
anterior, t = 1 puesto que sdlo se estima un pardmetro con base en los datos, y el nu-
mero de grados de libertad es m — 2.

EJEMPLO 13.12

Para los datos en la tabla 441, pruebe al nivel 0.05 de significancia si el nimero de erro-
res que el cajista hace al componer una galera de tipos es una variable aleatoria que tie-
ne una distribucion de Poisson.

Solucion
(Puesto que las frecuencias esperadas correspondientes a ocho y nueve errores
son menores que 5, se combinan las dos clases.)

1. H,: El nimero de errores es una variable aleatoria de Poisson.
H: El nimero de errores no es una variable aleatoria de Poisson.
a = 0.05

2. Rechace la hip6tesis nula si ¥’ 2 14.067, donde

“ (f; - fi)z
X = § e
y 14.067 es e} valor de x2os ;-
3. Al sustituir en la férmula para x?, obtenemos
,_ (18— 2197 (53 - 6577 . (3= 53
219 + 65.7 + 53

= 6.83
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4, Puesto que x* = 6.83 es menos que 14.067, no se puede rechazar la hipéte-
sis nula; ciertamente, la proximidad de la correlacién entre las frecuencias
observadas y esperadas sugiere que la distribucién de Poisson proporciona
un “buen ajuste”. A

EJERCICIOS

13.70 Verifique que las frecuencias de celda esperadas se calculan de acuerdo a la re-
gla de la p4gina 439, su suma para cualquier renglén o columna es igual a la su-
ma de frecuencias observadas correspondientes.

13.71 Demuestre que la regla de la pagina 439 para calcular las frecuencias de celda
csperadas también se¢ aplica cuando probamos la hipdtesis nula que estamos
muestreando r poblaciones con distribuciones multinomiales idénticas.

13.72 Demuestre que la siguiente férmula de cilculo para y’ es equivalente a la férmu-
la en la pagina 439:

F 2

x'=
=1}

13.73 Use la f6rmula del ejercicio 13.72 para volver a calcular x° para el ejemplo 13.10.

&

13.74 Si el andlisis de una tabla de contingencia muestra que hay una relacién entre
las dos variables bajo consideracién, la fortaleza de esta relacion se puede me-
dir con el coeficiente de contingencia

donde x es el valor obtenido para la estadistica de prueba. y f es el gran total
como se defini6 en la pdgina 439. Demuestre que

(a) para una tabla de contingencia 2 X 2 el valor miximo de Ces %\/5
(b) para una tabla de contingencia 3 X 3 el valor méximo de C es } V6.

APLICACIONES

13.75 Las muestras de un material experimental se producen mediante tres diferen-
tes prototipos de procesos y se les hace una prueta de conformidad con un es-
tdndar de resistencia. Si las pruebas mostraron los resultados siguientes, ;se¢
puede decir en ¢l nivel 0.01 de significancia que los tres procesos tienen la mis-
ma probabilidad de aprobar con este estdndar de resistencia?

Proceso A Proceso B Proceso C

Niimero que pasa la prueba 45 58 49
Niimero que falla la prueba 21 15 35

13.76 En un estudio sobre las opiniones de los padres de familia acerca de un curso
obligatorio de educacién sexual, 360 padres de familia, una muestra aleatoria,
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se clasificaron de acuerdo a si tienen uno, dos, tres o més hijos en el sistema
escolar y también si opinan que el curso es malo, adecuado o bueno. Con base
en los resultados que se muestran en la tabla siguiente, pruebe al nivel 0.05 de
significancia si hay una relacién entre la reaccién al curso de los padres de fa-
milia v el niimero de hijos que tienen en el sistema escolar:

Niumero de ninos

1 2 3 0 mds
' Malo 48 40 12
Adecuado 55 53 29
Bueno 57 46 20

13.77 Pruebas sobre la fidelidad y la selectividad de 190 radios produjeron los resul-
tados que se muesiran en la tabla siguiente:

Fidelidad
Baja Promedio Alta
Baja 7 12 31
Selectividad Promedio 3 59 18
Alla 15 13 0

Use ¢l nivel 0.01 de significancia para probar la hipétesis nula de que la fideli-

dad es independiente de la selectividad.

13.78 Los siguientes datos muestrales corresponden a los embarques que recibié una

empresa grande de tres proveedores diferentes

Niumero de Nimero de Numero de

rechazados imperfectos pero acepiables  perfecios
Proveedor A 12 23 89
Proveedor B 8 12 62
Proveedor C 21 30 119

Pruebe en ¢l nivel 0.01 de significancia si los tres proveedores embarcan pro-
ductos de igual calidad.

13.79 Analice la tabla de 3 X 3 de la pédgina 438, que corresponde a las respuestas
de compradores en tres ciudades diferentes con respecto a dos detergentes. Use
el nivel 0.05 de significancia.

13.80 Se lanzaron cuatro monedas 160 veces y salicron 0, 1, 2, 3 o 4 caras, respectiva-
mente, 19, 54, 58, 23 y 6 veces. Use el nivel 0.05 de significancia para probar si
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(a) Verifique que la media y la desviacion estdndar de esta distribucién son
¥x=20ys=35

(b) Encuentre las probabilidades de que una variable aleatoria que tiene la
distribucién normal con x = 20 y o = 5 asumird un valor menor que 9.5,
entre 9.5 y 14.5, entre 14.5 y 19.5, entre 19.5 y 24.5, entre 24.5 y 29.5, en-
tre 29.5 y 34.5, y mayor que 34.5.

(c) Encuentre 1a curva normal de frecuencias esperada para las diversas clases
al multiplicar las probabilidades obtenidas en el inciso (b) por la frecuencia
total, y después pruebe en el nivel 0.05 de significancia si se pueden consi-
derar los datos como una muesira aleatona de una poblacién normal.

13.9 USO DE COMPUTADORAS

Al igual que en el capitulo 11, existe software de computadoras para todas las pruebas
que hemos examinado. Una vez mds, s6lo tenemos que introducir los datos originales
(sin tratar) en nuestra computadora junto con la instruccién apropiada. Para ilustrar,
considere el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 13.13

Las muestras aleatorias siguientes son mediciones de la capacidad calorifica (en millo-
nes de calorfas por tonelada) de muestras de carbdn de dos minas:

Mina 1: 8,400 B.230 8380 7.860 7930

Mina 2. 7510 7,690 7,720 8070 7,660

Use el nivel 0.05 de significancia para probar si la diferencia entre las medias de las dos
muestras es significativa.

Solucién

La impresién de computadora en la figura 13.5 muestra que el valor de la esta-
distica de prueba es ¢ = 2.95, el nimero de grados de libertad es 8, y el valor P es

MTB > SET C1

DATA > 8400 8239 8380 7860 7930
MTB > SET C2

DATA > 751@ 7692 7720 887¢ 7660
MTB > POCL Cl1l c2

TWOSAMPLE T FOR Cl VS C2

N MEAN STDEV SE MEAN
Cl 5 8169 252 113
cz2 S 7730 287 92

95 PCT CI FOR MU C1 - MU C2: {94, 766)
TTEST MU Cl1 = MU C2 (vs NE): N

Figura 13.5 |Impresién de computadora para el ejemplo 13.13.
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Regresion y correlacion
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14.2
14.3
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INTRODUCCION

REGRESION LINEAL

EL METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS

ANALISIS DE REGRESION NORMAL

ANALISIS DE CORRELACION NORMAL

REGRESION LINEAL MULTIPLE

REGRESION LINEAL MULTIPLE (NOTACION MATRICIAL)

14.1 INTRODUCCION

Un objetivo importante de muchas investigaciones estadfsticas es establecer las relacio-
nes que hagan posible predecir una o mas variables en términos de otras. Asi, se reali-
zan estudios para predecir las ventas potenciales de un producto nuevo en términos de
su precio, el peso de un paciente en términos del nimero de semanas que ha seguido
un régimen alimenticio, los gastos familiares en entretenimiento en términos del ingre-
so familiar, ¢l consumo per cdpita de ciertos alimentos en términos de sus valores nu-
tricionales y la cantidad de dinero que se gasta en hacerles publicidad en televisién, y
asf sucesivamente.

Aunque, por supuesto, es deseable poder predecir una cantidad exactamente en
términos de otras, rara vez es posible, y en la mayoria de los casos tenemos que confor-
marnos con predecir promedios o valores esperados. Asf, quizd no podamos predecir
exactamente cudnto dinero ganard el Sr. Brown 10 afios después de graduarse de la uni-
versidad; pero, dados los datos apropiados, podemos predecir el ingreso promedio de los
graduados universitarios en términos del nimero de afios transcurridos después de haber
salido de la universidad. De la misma manera. en el mejor de los casos podemos prede-
cir el rendimiento promedio de una variedad dada de trigo en 1érminos de la precipita-
cién pluvial en julio, y en el mejor de los casos podemos predecir el desempefo
promedio de los estudiantes que inician estudios universitarios en términos de sus IQ.

Formalmente, si se nos da la distribucién conjunta de dos variables aleatorias X
y Y., y se sabe que X asume el valor x, el problema bésico de la regresién bivariada es
determinar la media condicional gy, , esto es, €l valor “promedio” de Y para el valor
dado de X. El término “regresién”, como se usa aquf, se remonta a Francis Galton,
quien lo utilizé para indicar ciertas relaciones en la teoria de la herencia. En problemas
que contienen méas de dos variables aleatorias, esto ¢s, en la regreshén mailtiple, tratamos

49



450

Capitulo 14: Regresion y correlacion

con cantidades como K2y, la media de Z para valores dadosde Xy Y, uy,i, 5.0, 12
media de X, para valores dados de X,. X, y X,, y asi sucesivamente.

Si f{x. y) es el valor de la densidad conjunta de dos variables aleatorias X'y Y en
(x,y), el problema de regresién bivariada es simplemente determinar la densidad con-
dicional de ¥ dado X = x y después evaluar la integral

oo

pvs = E(Y|x) = / y-w(ylx) dy
{3
como se bosquejé en la seccion 4.8. La ecuacion resultante s¢ llama ecuacién de regre-

sién de Y sobre X. Alternativamente, tal vez nos interese la ecuacién de regresion
o

pay = E(X|y) = / x - f(x|y) dx
—o0
En ¢l caso discreto, cuando tratamos con distribuciones de probabilidad en vez de den-
sidades dc probabilidad, las integrales en las dos ecuaciones de regresién dadas arriba
simplemente se reemplaza con sumas.

Cuando no conocemos la densidad de probabilidad conjunta o distribucién de las
dos variables aleatorias, 0 al menos no todos sus pardmetros, la determinacién de wy,
O p y, e vuelve un problema de estimacién basado en datos muestrales; éste es un pro-
blema totalmente diferente, que examinaremos en las secciones 14.3 y 14.4.

EJEMPLO 14.1

Dadas las dos variables aleatorias X y ¥ que ticnen la densidad conjunta
x-e %Y parax > 0yy >0
fix.y) = {D en cualquier otra parte
encuentre la ecuacién de regresién de Y sobre X y bosqueje la curva de regresién
Solucién

Al eliminar y por integracién, encontramos qu¢ la densidad marginal de X estd
dada por

e’ parax > 0
g(x) = )
0 en cualquier otra parte

y por tanto la densidad condicional de ¥ dado X = x estd dada por
Axy) _ x4
g(x) e

para y > 0y w(y|x) = 0 en cualquier otra parte, que reconocemos como una

= x.e ¥

w(ylx) =

. 1
densidad exponencial con 6 = 7. Por tanto, al evaluar

By = / y-x-edy
1]

o al referirnos al corolario 1 del teorema 6.3, encontramos que la ecuacién de re-
gresién de Y sobre X est4 dada por:
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Figura 14.1 Curva de regresion del ejemplo 14.1.

By =

| -

La curva de regresién correspondiente se muestra en la figura 14.1. A

EIEMPLO 14.2

Si X y Y tienen la distribucién multinomial

fx.y) = (x, n )613;(1 — 8, —6,)*"

y.n—x—Yy
parax=0,1,2,..., nyy=0/1,2,...,n,conx + y = n, encuentre la ecuacién de re-
gresién de Y sobre X.
Solucién

La distribucién marginal de X est4 dada por
n—x n e
gh%=2( )ﬁ%ﬂ—&-&r"

y=o\X, Y, —x —y

(7)era =0

parax=0,1,2,...,n, que reconocemos como una distribucién binomial con los
pardmetros n y #,. Por tanto,

flx.y) _ (n ;x)ﬁﬁ(l — 0, ~8)" "7

wlyls) = "0y i=ar

paray=0,1,2,..., n = x,y, al reescribir esta férmula como:
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o= (7)) (558

encontramos por inspeccién que la distribucién condicional de ¥ dado X = x es

6,
1—81'

una distribucién binomial con los pardmetrosn — x y de manera que la

ecuacion de regresién de Y sobre X es

_ (n —x)8,
e = T e,

de acuerdo al teorema 5.2, A

Con respecto al ejemplo anterior, sea X el niimero de veces que sale un ntimero
par en 30 tiros de un dado balanceado y sea Y el niimero de veces que el resultado es
cinco, entonces la ecuacién de regresién se vuelve

(30—.;')-1-
oy . __1__ 3
2

Esto es 16gico, porque hay tres posibilidades igualmente probables, 1, 3 o 5, para cada
uno de los 30 — x resultados que no son pares.

EJEMPLO 14.3
Si la densidad conjunta de X, X, y X; esté dada por
Axix,x3) = {(()Jrl e E:r:ugl:u;lr jtr: ]f:a:'itt::2 <hnz?
encuentre la ecuacién de regresidon de X, sobre X, y X,.
Solucién

Al refenmos al ejemplo 3.22, encontramos que la densidad marginal de X y X;
estd dada por

(xl + l)e'”! para0 < x; < 1,x; >0
m(x,.xy) = 2

0 en cualquier otra parte

Por consiguiente,
o0

flxy, x5, x3) 1-’fz(ﬂ'fl + x,)
= - = I S 0
K.z /—m %2 m(Xl‘XJ) dx: .A (-tl + .]_) :
2
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Advierta que la esperanza condicional obtenida en el ejemplo anterior depende

de x, pero no de x;. Esto se podia haber esperado, puesto que indicamos en la pégina
123 que hay una independencia por parejas entre X, y X;.

14.2 REGRESION LINEAL

Una caracteristica importante del ejemplo 14.2 es que la ecuacién de regresién es lineal;
esto es, es de la forma

By = a + Bx

donde « y 8 son constantes, llamadas los coeficientes de regresién. Hay vanas razones
de por qué las ecuaciones de regresién lineal son de especial interés: primero, se pres-
tan rdpidamente a un tratamiento matematico adicional; después, a menudo proveen
buenas aproximaciones a ecuaciones de regresién de otra forma complicadas; y final-
mente, en ¢l caso de la distribucién normal bivariada, que estudiamos en la seccién 6.7,
las ecuaciones de regresién son, de hecho, lincales.

Para simplificar ¢l estudio de las ecuaciones de regresion lineales, expresemos los coe-
ficientes de regresién a y 8 en términos de algunos de los momentos més pequedos de la dis-
tribucién conjunta de X'y Y, esto es, en términos de E(X) = u,, E(Y) = u,, var(X) =a?,
var(Y) = o3 y cov( X, Y) = o;. Entonces, al usar también el coeficiente de correlacién

= 1
P VAR

definido en la seccién 6.7, podemos probar los siguientes resultados

TEOREMA 14.1 Si la regresién de Y sobre X ¢s lineal, entonces
o
By =y + pa—?(x - ny)
y si la regresién de X sobre Y es lineal, entonces

T
Byy = uy + P(,-_;(Y_P-z)

Demostracién. Puesto que uy, = a + fx, se sigue que

fy-w(ylx)dy = a + Bx

y si multiplicamos la expresién en ambos lados de esta ecuacién por g(x), el valor
correspondiente de la densidad marginal de X, e integramos sobre x, obtenemos

[[r-utiopw dyas = a [gxrac + B [ x-atx)
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14.3 EL METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS

En las secciones anteriores hemos examinado el problema de regresion sélo en rela-
cién con variables aleatorias que tienen distribuciones conjuntas. En la practica real,
hay muchos problemas donde un conjunto de datos asociados en parejas dan una indi-
cacién de que la regresién es lineal, donde no conocemos la distribucién conjunta de
las variables aleatonas en consideracién pero, sin embargo, queremos estimar los coe-
ficientes de regresién a y 8. Los problemas de esta clase usualmente se manejan por el
método de los minimos cuadrados, un método de ajuste de curvas que a principios del
siglo XIX sugiri6 el matemético francés Adrien Legendre.

Para ilustrar esta técnica, consideremos los datos siguientes sobre el nimero de horas
que 10 personas estudiaron para una prueba de francés y sus puntuaciones en la prueba:

Horas estudiadas Puntuacion en la prueba
X y
4 31
9 58
10 65
14 73
4 37
7 44
12 60
22 91
1 21
17 84

Al hacer la gréfica de estos datos como en la figura 14.2, nos da la impresién de que
una linea recta proporciona un ajuste razonablemente bueno. Aunque los puntos no caen
todos en una linea recta, el patrén general sugiere que la puntuacién promedio de la
prueba para un ndmero dado de horas de estudio bien puede estar relacionado con el
nimero de horas estudiadas mediante una ecuacién de la forma uy, = a + Sx.

Una vez que hemos decidido en un problema dado gque la regresion es aproxima-
damente lineal, nes enfrentamos al problema de estimar los coeficientes a y B de los
datos muestrales. En otras palabras, nos enfrentamos al problema de obtener estima-
ciones de a y B tales que la linea de regresion estimada y = a + Bx provea, en algin
sentido, el mejor ajuste posible a los datos dados.

Al denotar la desviacion vertical de un punto de la linea por e,, como se indica
en la figura 14.3, el criterio de los minimos cuadrados sobre ¢l cual basaremos esta
“bondad de ajuste™ requiere que minimicemos la suma de los cuadrados de estas des-
viaciones. Asl, se¢ nos da un conjunto de datos asociados en parejas {(x,,y,); i=1,
2...., n}, las estimaciones de minimos cuadrados de los coeficientes de regresién son
los valores a y é para los cuales la cantidad

q = gef = ;[y.- — (& + Bx))

- ~ 3
¢s un minimo. Al diferenciar parcialmente con respecto a a y 8 y al igualar a cero es-
tas derivadas parciales, obtenemos:
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100 |- 4

P Yi

~

Puntuacidn de la prueba

20‘

10

| 1 1 1 L 5
0 5 10 15 20 25

Horas estudiadas

Figura 14.3 Criterio de minimos cuadrados.

Entonces podemos escribir la estimacién de minimos cuadrados de a como

n

;l)’f_ ﬁ glxi

iy =—

n

al resolver la primera de las dos ecuaciones normales para ¢. Esta férmula para o tam-
bién se puede escribir como

a=j5-B-x
Para simplificar la féormula para B asf como algunas de las férmulas que encon-
traremos en las secciones 14.4 y 14.5, introduzcamos la notacion siguiente:

n

S = i(x; - %)= it'z a %(Ex")z

g}'f - %( iy.-)z

i=1

Sy = 2 v - 7)

= S 00 9) = S H(5)($0)

im=] =1
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14.8

149

14.10

14.11

14.12

14.13

14.14

Dada la densidad conjunta

24xy parax > 0,y > 0yx + y <1
0 en cualquier otra parte

flx,y) = {

demuestre que py, = $(1 — x) y verifique este resultado al determinar los valo-
resde u,, py, 0y, 0, Y p y al sustituirlos en la primera férmula del teorema 14.1.

Dada la densidad conjunta

flx,y) = {(1]

demuestre que las variables aleatorias X' y Y no estdn correlacionadas pero no
son independientes.

para —y < x < yy0 <y <1
en cualquier otra parte

Demuestre que si uy, es lineal en x y var( Y| x) es constante, entonces var({ Y| x)
=a3(1 — p*).

Dado un par de variables aleatorias X y Y que tienen varianzas o? y
o3, y el coeficiente de correlacién p, use el teorema 4.14 para expresar

X Y X Y .
var(a,—1 + ;2-) y \rar(a,—1 - 0_—2) en términos de o,, o; y p. Después, al ha-

cer uso del hecho que las varianzas no pueden ser negativas, demuestre que
-13pa -+l

Dadas las variables aleatorias X;, X; y X; que tienen la densidad conjunta
fAx,, x,, x3), demuestre que si la regresién de X; sobre X y X es lincal y se
escribe como
By e = @ + 31(11 - #1) + Bz(-“z - F-z)
entonces
a = Wy

2 _
o130 0120y

B =

1.2 _
ooz 12
2
T30 T120)3

BZ 2 2

S
aq\o; — Oy

donde p, = E(X,), o] = var(X,) y o; = cov(X,. X,). [Sugerencia: proceda como
en la pagina 454, al multiplicar por (x; — u;} y (x2 — u1), respectivamente, pa-
ra obtener la segunda y tercera ecuaciones. |

Encuentre la estimacién de minimos cuadrados del pardmetro 8 en la ecuacién
de regresién puy, = Bx.

Resuelva simultdneamente las ecuaciones normales en la pdgina 456 para de-

mostrar que
(27)(3) - (3)(Z)

(52)-(8x)

a=
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(a) Encuentre la ecuacion de la linea de minimos cuadrados que nos permiti-
ra predecir la puntuacion del estudiante en el examen final en este curso
sobre la base de su puntuacién en el examen semestral.

(b) Prediga la puntuacién del examen final de un estudiante que recibié 84 en
el examen semestral.

14.18 La matena prima que se usa en la produccién de una fibra sintética se almace-
na en un lugar que no tiene control de humedad. Las medidas de la humedad
relativa y del contenido de humedad de muestras de la materia prima (ambas
en porcentajes) en 12 dfas dieron los siguientes resultados:

Contenido

Humedad de humedad
46 12
53 14
37 11
42 13
34 10
29 8
60 17
44 12
41 10
48 15
33 9
40 13

(a) Ajuste una linea de minimos cuadrados que nos permitira predecir el con-
tenido de humedad en términos de la humedad relativa.

(b) Use los resultados del inciso (a) para estimar (predecir) el contenido de
humedad cuando la humedad relativa es del 38 por ciento.

14.19 Los siguientes datos corresponden al cloro residual en una alberca en diversos
momentos después de haberse tratado con quimicos:

Niimero de Cloro residual
horas (partes por mition)

18
15
14
1.1
1.1
0.9

——
DN AN
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var(ﬁ) . g[xislf]z-var(mx,-)

n - =172 2
=3 gr.__x] ot = L
=] Sxx SH
Para aplicar esta teorfa para probar hipétesis acerca de 8 o construir intervalos
de confianza para 8, tendremos que usar el siguiente teorema:

~2
TEOREMA 14.3 Bajo las suposiciones del anélisis de regresién normal, n_o_-z_ es un
o

valor de una variable aleatoria que tiene la distribucién ji cuadrada con n — 2
grados de libertad. Ademads, esta vanable aleatoria y B son independientes.

Al final de este capftulo damos una referencia de la demostracion de este teorema.

Al hacer uso de este teorema asf como del resultado probado anteriormente que
2

B tiene una distribucién normal con la media B y la varianza ;—. encontramos que la
XX

definicién de la distribucién ¢ en la seccién 8.5 nos lleva a

TEOREMA 144 Bajo las suposiciones del anélisis de regresién normal,
B-8

= o/VS: _B-8 [(n-2)s,
-~ - n
n::/(n—Z) o

es un valor de una variable aleatoria que tiene la distribucién r con n — 2 grados
de libertad.

Basado en esta estadistica, probemos ahora una hipdtesis acerca del coeficiente
de regresion B.

EJEMPLO 14.5

Con respecto a los datos en la pdgina 455 que corresponden a la cantidad de tiempo
que 10 personas estudiaron para cierta prueba y a las puntuaciones que obtuvieron,
prueba la hip6tesis nula 8 = 3 contra la hipétesis alternativa 8 > 3 en el nivel 0.01 de

significancia.
Solucion
1. Hy: B=3
H: >3

a = 001



468

Capitulo 14: Regresién y correlacion

Solucion

Al copiar las diversas cantidades de las paginas 458 y 467 y al sustituirlas junto
€ON f40;5 3 = 2.306 en la f6rmula del intervalo de confianza del teorema 14.5, ob-
tenemos

3.471 = (2306){4.720) K;%s‘)' < B < 3471 + (2306)(4.720) ———8(;2 5

284 < B <410 a

Puesto que los problemas de regresiéon de mayor complejidad en la realidad re-
quieren cdlculos bastante extensos, hoy en dia se hacen pricticamente siempre con el
software apropiado de computadoras. Una impresidn asi obtenida para nuestra ilustra-
cién se muestra cn la figura 14.4; como se pucde ver, proporciona no sélo los valores
de a y B en la columna encabezada COEFFICIENT, sino también estimaciones de las
desviaciones estdndar de las distribuciones muestrales de A y B en la columna enca-
bezada ST. DEV. OF COEF. Si hubiésemos usado esta impresién en ejemplo 14.5, po-
driamos haber escrito el valor de la estadistica ¢ directamente como

_ 3471 -3 _

0.2723 1.73

y en ¢l ejemplo 14.6 podrfamos haber escrito los limites de confianza directamente co-
mo 3471 £ (2.306)(0.2723).

MTB > NAME Cl = 'X'

MTB > NAME C2 = 'Y’

MTB > SET C1

DATA >4 9 10 14 ¢ 7 12 22 1 17

MTB » SET C2

DATA » 31 58 65 73 37 44 €8 91 21 84
MTE > REGR C2 1 Cl

THE REGRESSION EQUATION IS
Y = 21.7 + 3.47 X

ST. DEV. T-RATIO =

COLUMN COEFFICIENT OF COEF. COEF/S5.D.
21.693 3.154 6.79

X 3.4707 @.2723 12.74

Figura 14.4 |mpresion de computadora para ejemplos 14.4, 14.5 y 14.6.
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EJERCICIOS
. ~ —_ gy o S.ty
14.25 Haciendo uso del hechoque a=y — ry g = S demuestre que
xx

n

E [yl - (& + Bxi)]z = Syy - ﬁsxy

ta]
14.26 Demuestre que

2, hl . .
(a) 22 la variable aleatoria que corresponde a ¢*, no es un estimador inses-
gado de o’
2

(b) 8= :'_22 es un estimador insesgado de o,

La cantidad s, a menudo se conoce como el error esténdar de la estimacion.

1427 Al usar s, (véase ejercicio 14.26) en vez de o, reescriba
(a) la expresién para f en el teorema 14.4;
(b) la férmula del intervalo de confianza del teorema 14.5.
14.28 Bajo las suposiciones del andlisis de regresién normal, demuestre que

(a) la estimacién de minimos cuadrados de a se puede escribir en la forma

- < Su+nf2—nfx,]
x = 2[ nsu yl'

=1

{b) A tiene una distribucién normal con

(S + nx?)e?
nSy

E(A)=a y var(A) =
14.29 Use ¢l teorema 14.15 para mostrar que

cov(A,B) = -—si-az

14.30 Use el resultado del inciso (b) del ejercicio 14.28 para demostrar que

.= {a — a)VnS,
o VS, + nit

es un valor de una variable aleatoria que tiene la distribucién normal estandar.

2
7 SOn

También, use la primera parte del teorema 14.3 y el hecho que A y
independientes para demostrar que

R a)Vin —2)S,

VS, + nx?

es un valor de una variable aleatoria que tiene la distribucién { con n — 2 gra-
dos de libertad.

o
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14.31

14.32

14.33

Use los resultados del ejercicio 1428 y 14.29 y el hecho que E(B) =By var(B) =
o
T para mostrar que YO A+ on ¢s una variable aleatoria que tiene una dis-

tribucién normal con la media

a + Bxo = pyy,

y la varianza

También, use la primera parte del teorema 14.3 asi como el hecho que }70 y
2

——— son independientes para demostrar que

()’n - P-l’txu) v
n(x, — x)
S

es un valor de una variable aleatoria que tiene la distribucién r con n — 2 gra-
dos de libertad.

Derive un intervalo con (1 — a)100% de confianza para uy, . la media de Y
€n x = x,, al resolver la desigualdad doble — 1,5 .2 < 1 < 1,7, .7 cON f dada
por la férmula del ejercicio 14.31.

1+

Use los resultados de los ejercicios 14.28 y 14.29 y el hecho que E{(B) =8y
2

var(B) = ;r_ para demostrar que ¥, — (A + an) es una variable aleatoria
w

que tiene la distribucién normal con media cero y la varianza

(%0 — J?)z]

1
2
1+ =~ +

En este caso Yj tiene una distribucion normal con la media @ + Bx, v la varianza
o*; esto es, Y, es una observacion futura de Y que corresponde a x = x;. También,

use la primera parte del teorema 14.3 asf como el hecho que ¥, — (A + Bxy)y
$2

5— son independientes para demostrar que, .

[)’o_(&'*'ﬁxn)]\’"_z
— -\

&\/ 1 +n+ i—)—n xos al
xx

es un valor de una variable aleatoria que tiene la distribucién ¢ con n — 2 gra-
dos de libertad.

l:

14.34 Resuelva la desigualdad doble ~t,, ,—; < { < 1,3 5z con ¢ dada por la férmu-

la del ejercicio 14.33 de manera que el término medio es y, y los dos limites se
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(a) Use el software apropiado de computadora para ajustar un linea recta a
estos datos.

(b) Construya los limites con 9% de confianza para la pendiente de la linea
ajustada.

14.47 Estas son las cargas (gramos) que se colocaron en los extremos de varillas simi-
lares de pldstico con las deflecciones resultantes (cm).

Carga Defleccion

X y

25 1.58
30 1.39
35 1.4
40 1.60
55 1.81
45 1.78
50 1.65
60 1.94

(a) Use el software apropiado de computadora para ajustar una linea recta a
estos datos.

(b) Use el nivel 0.95 de significancia para probar la hipdtesis nula que
$ = 0.01 contra la alternativa que 8 > 0.01.

14.5 ANALISIS DE CORRELACION NORMAL

En el anélisis de correlacién normal analizamos un conjunto de datos asociados en pa-
rejas {(x,v, y,-); i=12, ... n}, dondc las x, las y, son los valores de una muestra alea-
toria de una poblacién normal bivariada con los pardmetros w,, u,. o4, 03 ¥ p. Para
estimar estos pardmetros con el método de la mdxima verosimilitud, tendremos que
maximizar la verosimilitud

L= Qﬂxfs yi)

donde f(x,, y,) esta dada por la definicién 6.8, y con este fin tendremos que diferenciar
L,oIn L, parcialmente con respecto a u,, g, 0. 045 ¥ p. igualar las expresiones resul-
tantes a cero, y después resolver el sistema resultante de ecuaciones para los cinco para-

. . dln L
metros. Dejemos los detalles al lector y enunciemos meramente que cuando

alnl M
» se igualan a cero, oblenemos
>

a "
> (= p) P;;(}’a - )
or o0

Lt

.

Pé(xs - Pl)

i | + =
riry a.%

1 (v = #z)

0
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S. = 771.35 — 11—0(86.?):’ 19.661

= _1 2 _
S,y = 81934 ~ —(88.8)? = 30.79

S, = 79292 — 11—0(86.7)(88.8) = 23.024

23.024

V/(19.661)(30.796) = 093

Esto es indicativo de una asociacion positiva entre ¢l tiempo que le toma a una
secretaria cjecutar la tareca dada en la mafana y al final de la tarde, y esto es evi-
dente en el diagrama de dispersion de la figura 14.5. Puesto que 100/ =
100(0.936)% = 87.6, podemos decir que casi 88 por ciento de la variacién de las y

se explica mediante la relacion lineal con x. A
y
(minutos)
12 - e’
Y
11[— y [ ]
10 7
|
9 /‘
.
Pl |
B ’
./
7= o
© /
g 6F )
= /
5+ /
4
3L
T
1=
U R U N G G G G NN USNU S S W | ¥ (minutos}
0 1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Maiana

Figura 14.5 Diagrama de dispersion de los datos del ejemplo 14.7.

Puesto que la distribucién muestral de R para muestras aleatorias de poblaciones
normales bivariadas es mas bien complicada, es prictica comun basar los intervalos de
confianza para p v las pruebas concernientes a p en la estadistica:
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+p

e . . .
cuya distribucién es aproximadamenic normal con la media 2" In y la varianza

1
n—

. Asi,

Vn—3

Vin— 3-ln(1 + r)(1 — p)
2 (1 -r)(1+p)

s¢ puede considerar como un valor de una variable aleatoria que tiene aproximadamen-
te la distribucion normal estdndar. Al usar esta aproximacién. podemos probar la hi-
potesis nula p = p, contra una alternativa apropiada, como se ilustra en el ejemplo 14.8,
o calcular los intervalos de confianza para p mediante el método sugerido en el ¢jerci-
cio 14.51.

EJEMPLO 14.8

Con respecto al ejemplo 14.7, pruebe la hipétesis nula p = (2 contra la hipdtesis alter-
nativa p # 0 en el nivel 0.01 de significancia.

Solucién
1. Hn: p =1
Hl: P # 0
a = 0.01

2. Rechace la hipdtesis nulasiz & —2.575 0 z £ 2.575, donde

n]—+—r
2 1 —r

3. Al sustituir n =10 y r = 0.936, obtenemos

V7 | 1936
=2l n-22 = 45
2= 0064

4. Puesto que z = 4.5 excede a 2.575, debemos rechazar la hipdtesis nula; con-
cluimos que hay una relacién lineal entre el tiempo que tarda una sccreta-
ria en llenar el formulano en la manana y al final de la tarde. A
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EJERCICIOS

1448 Verifique que la frmula para ¢ del teorema 14.4 se puede escribir como
(= (1 _ E)f___\/"—z
B/ V1-7

14.49 Use la férmula para ¢ del ejercicio 14.48 para derivar los limites con (1 — «)100%
de confianza siguientes para 8

10 Y2

14.50 Use la f6rmula para ¢ del ejercicio 14.48 para demostrar que si las suposiciones
que sustentan el andlisis de regresién normal se satisfacen y 8 = 0, entonces R’

tiene la distribucién beta con la media 7

14.51 Al resolver la desigualdad doble —z,, = z S z,,, (con z dada por la férmula
en la pagina 477) para p, derive una férmula para un intervalo con (1 — a)100%
de confianza para p.

14.52 En una muestra aleatoria de » pares de valores X y Y, (x,, y,) ocurre f; veces
parai=1,2,...,ryj=12,..., c. Sea que £f. denote ¢l nimero de pares don-
de X asume ¢l valor x; y f; €l nimero de pares donde Y asume el valor y;, es-
criba una férmula para el coeficiente de correlacién.

APLICACIONES

14.53 Se dice que una prueba de rendimiento es confiable si un estudiante que tome
la prucba varias veces obtendra consistentemente puntuaciones altas (o bajas).
Una forma de verificar la confiabilidad de una prueba es dividirla en dos par-
tes, por lo general los problemas con numeracién par y los problemas con nu-
meracién impar, y observar la correlacién entre las puntuaciones que los
estudiantes obtienen en ambas mitades de la prueba. Asf, los datos siguientes
representan las calificaciones, x y y, que 20 estudiantes obtuvieron para los pro-
blemas con numeracién par y los problemas con numeracién impar de una nue-
va prueba objetiva discfiada para probar el rendimiento de alumnos del iltimo
afio de primaria en ciencias en general:

x y x y
27 29 33 42
36 44 39 31
44 49 38 38
32 27 24 22
27 35 33 3
41 33 32 37
38 29 37 38
44 40 33 35
30 27 34 32
27 38 39 43




14.54

14.55

14.56

14.57

14.58

14.59

14.60
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Calcule r para estos datos y pruebe su significancia, esto es, la hip6tesis nula
p = Ocontra la hipétesis alternativa p # 0 en el nivel 0.05 de significancia.

Con respecto al ejercicio 14.53, use la férmula obtenida en el ejercicio 14.51 pa-
ra construir un intervalo con 95 por ciento de confianza para p.

Los datos siguientes corresponden a x, la cantidad de fertilizante (en libras) que un
agncultor aplica a su suelo, y y, es su rendimiento de trigo (en “bushels™ por acre):

* y * y x y
112 33 88 24 37 27
92 28 44 17 23 9
72 38 132 36 77 32
66 17 23 14 142 38
112 35 57 25 37 13
88 k) 111 40 127 23
R 8 69 29 88 3
126 37 19 12 48 37
72 32 103 27 6l 25
52 20 141 40 T 14
28 17 77 26 113 26

Suponga que los datos se pueden considerar como una muestra aleatoria de una
poblacién bivariada normal, calcule r y pruebe su significancia en el nivel 0.01
de significancia. También, dibuje un diagrama de dispersién de estos datos aso-
ciados en parejas y juzgue si la suposicién parece razonable.

Con respecto al ejercicio 14.55. use la férmula obtenida en e) ejercicio 14.51 pa-
ra construir un intervalo de confianza del 99% para p.

Use la férmula del ejercicio 14.48 para calcular un intervalo de confianza del 95%
para 8 para los nimeros de horas de estudio y las puntuaciones de la prueba en
la pagina 455, y compare este intervalo con el obtenido en el ejemplo 14.6.

A menudo se puede simplificar el cdlculo de r al sumar la misma constante a
cada x, sumar la misma constante a cada y, o multiplicar cada x y/o y por las
mismas constantes positivas. Vuelva a calcular r para los datos del ejemplo 14.7,

multiplique primero cada x y cada y por 10 y después reste 70 de cada x y 60
de cada y.

La tabla en la pdgina 480 muestra como se distribuyen las puntuaciones en his-
toria y economfa de 25 estudiantes. Use el método del ejercicio 14.52 para de-
terminar el valor de r, reemplace los encabezados de los renglones con las
marcas de clase correspondientes (puntos medios) 23, 28, 33, 38, 43 y 4B y los
encabezados de las columnas con las marcas de clase correspondientes 23, 28,
33, 38 y 43. Use este valor de r para probar en el nivel 0.05 de significancia si
hay una relacién entre las puntuaciones en las dos materias.

Rehaga el ejercicio 14.59, codifique las marcas de clase de las puntuaciones de
histona =2, =1, 0, 1 y 2 y las marcas de clase de las puntuaciones de ecanomia
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Puntuaciones en historia
21-25 26-30 31-35 3640 4145

8

g 21-25 1

$ 26-30 3 1

$ 31-35 2 5 2

e

5 3640 1 4 I
j

g 4145 i 3

=

& 46-50 1

=2.-1.0. 1, 2 y 3. (Se sigue, por ¢l ejercicio 14.58, que esta clase de codifica-
cién no afectara el valor de r.)

14.61 Si las categorias de renglén asi como las categorfas de columna de una tabla
r X c estdn ordenadas, podemos reemplazar los encabezados de los renglones
y también los encabezados de las columnas con enteros consecutivos y después
volver a calcular r con la férmula obtenida en el ejercicio 14.52. Use este mé-
todo para rchacer el ¢jemplo 13.11, reemplace Bajo, Promedio y Alto en cada
caso por—1,0y L.

14.62 Con respecto a la segunda tabla r X ¢ en la pdgina 438, use el método sugen-
do en el ejercicio 14.61 para probar en el nivel 0.05 de significancia si hay una
relacién entre el IQ y el desempefio en el trabajo. Reemplace los encabezados
de los renglones asf como los encabezados de las columnas con —1, 0y 1.

14.63 (a) Use un programa apropiado de computadora para obtener el coeficiente
de correlacién muestral para los datos del ejercicio 14.46,
(b) Pruebe si r es significativamente diferente de 0, use el nivel 0.05.

14.64 (a) Use un programa apropiado de computadora para obtener el coeficiente
de correlacién muestral para los datos del ejercicio 14.47.

(b) Pruebe si este coeficiente es significante, use ¢l nivel 0.10.

14.6 REGRESION LINEAL MULTIPLE

Aungue hay muchos problemas donde una variable se puede predecir con bastante
exactitud en términos de otras, es l6gico que los prondsticos se deben mejorar si uno
considera informacién pertinente adicional. Por ejemplo, debemos poder hacer mejo-
res predicciones del desempeiio de profesores recién contratados si consideramos no
s6lo su educacién, sino también los afios de experiencia y su personalidad. También, de-
bemos poder hacer mejores prondsticos del éxito de un nuevo libro de texto si consi-
deramos no sélo la calidad del trabajo, sino también la demanda potencial y la
competencia,

Aunque se pueden usar muchas férmulas diferentes para expresar las relaciones
de regresién entre mds de dos variables (véase, por ejemplo, ¢l ejemplo 14.3), las m4ds
ampliamente usadas son las ecuaciones lineales de la forma:
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14.7 REGRESION LINEAL MULTIPLE (NOTACION MATRICIAL)}

El modelo que estamos usando en la regresion lineal miltiple se presta de manera tini-
ca a un tratamiento unificado en notacién matricial. Esta notacién hace posible enun-
ciar resultados generales en forma compacta y utilizar muchos resultados de la teoria
matricial con gran ventaja. Como es costumbre, denotarcmos las matrices con letras
mayiisculas en tipo negritas.

Podrfamos introducir €l ¢nfoque matricial al expresar la suma de los cuadrados g
(que minimizamos en la secci6n anterior al diferenciar parcialmente con respecto a las
B) en notacién matricial y arrancar de ahi, pero dejamos esto al lector en el ejercicio
14.65. empecemos aqui con las ecuaciones normales en la pagina 482.

Para expresar las ecuaciones normales en notacién matricial, definamos las tres
matrices siguientes:

] a3 X2 Xix
x={! *a = X
L T Xk
» éu
Y = J:z y B= B:l
Yn ﬁk

La primera X es una matriz de n X (k + 1) que consiste esencialmente de los valo-
res dados de las x. donde se afiade una columna 1 para dar cabida a los términos cons-
tantes. Y es una matriz de n X 1 (o vector columna) que consist¢ en los valores
observados de Y, y B es una matriz (k + 1) X 1 (o vector columna) que consiste en
las estimaciones de minimos cuadrados de los coeficientes de regresion.

Al usar estas matrices, podemos ahora escribir la siguiente solucién simbélica de
las ecuaciones normales en la pagina 482.

TEOREMA 14.7 Las estimaciones de minimos cuadrados para los coeficientes de
regresién miltiple estdn dadas por

B = (X'X)'X'Y

donde X' es la transpuesta de X y (X’X) ™! es la inversa de X'X.

4 Para esta seccién se supone que ¢l lector estd familiarizado con el material normalmente cu-
bierto en un primer curso de #lgebra matricial. Puesto que la notacién mairicial no s¢ usa en ninguna
otra parte de ¢ste libro, esta seccidn se puede omitir sin pérdida de continuidad.
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Demostracién. Primero determinamos X'X, X'XB, y X'Y, y obtenemos

n O PR TRNEEEID ¥
Sy 2x PR I8 JRELID N 75 N
XX =] 3x, Zxx, ITx3 - Zxaxg

2
22X 2XX XXXyt XXy

Bo'n +é|'z."1 +B:2'Ex2 +'“+ék-2x,(
eo XX+ el . E-"f + E: < Zxxy 4o ék - 2xyx;
XXB=18-2Zx; +8,-2xx +B,-Zx3 + -4 B~ Zexy

Bo* Zx, + 51 DR 75 TN ﬁz Pk o+ By Zxd

2y
2xy
XY=\ 2xy

2y
Al identificar los elementos de X'XB como las expresiones en el lado de-

recho de las ecuaciones normales en la pigina 482 y las de X'Y como las expre-
siones en el lado izquierdo. podemos escribir

X'XB =X'Y
Al multiplicar en el lado izquierdo por (X'X)™', obtenemos
(X'X)'X'XB = (X'X)''X'Y
y finalmente
B=(X'X)'X'Y

puesto que (X'X)'X'X es igual a la matriz de identidad I (k + 1) X (k + 1)
y por definicién IB = B. En estc caso hemos supuesto que X'X no tiene singula-
ridad de manera que existe sut inversa. v

EJEMPLO 14.11
Con respecto al ejemplo 14.9, use ¢l tcorema 14.7 para determinar tas estimaciones de
minimos cuadrados de los coeficientes de regresién miiltiple.
Solucion

Al sustituir Sx, =25, Ix; =16, Txi =87 S1,x, =55 Sxi=36yn=8de
la pagina 482 en la expresion para X'X de arriba, obtenemos

8 25 16
X'X=1|25 87 55
16 55 36
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Entonces, la inversa de esta matriz se puede obtener mediante cualquiera de di-
versas técnicas; al usar la que estd basada en los cofactores, encontramos que

) 107 =20 -17
(xxrh=§-—m} 32 —40
—-17 =40 TN

donde 84 es el valor de |X'X|, el determinante de X'X.
Al sustituir 2y = 637,000, Zx,y =2,031,100y X x,y = 1,297,700 de la p4-
gina 482 en la expresién para X'Y en la pagina 485, obtenemos entonces

637,000
X'Y = | 2,031,100
1,297,700

y finalmente

107 —-20 -17 637,000
-20 32 —40 || 2,031,100
—17 -40 71/\1,297,700

| 5.476,100
= a‘ . 347,200
63,700

65,191.7

4,133.3
758.3

1
[} —lwre —_ .
(X'X)"'X'Y =

I

donde las 3 estdn redondeadas a un decimal. Advierta que los resultados obteni-
dos aquf son idénticos a los mostrados en la impresién de computadora de la fi-
gura 14.6. A

A continuacion, para generalizar el trabajo de la seccién 14.4, hacemos suposicio-
nes que son muy similares a las de la pagina 464; suponemos que parai=1,2,... yn,
las Y, son variables aleatonas independientes que tienen distribuciones normales con las
medias B, + B, x, + Byx, + - + B,x, y la desviacién estdndar comin o. Con base
en n puntos de datos

(Xire Xizo-oes Xigs ¥i)

podemos entonces hacer toda clase de inferencias sobre los pardmetros de nuestro mo-
delo, las 8 y o, y juzgar los méritos de las estimaciones y las predicciones basadas en la
ecuacion estimada de regresién muiltiple.

Encontrar las estimaciones de méxima verosimilitud de las 8 y o es directo, co-
mo en las péginas 464 y 465, y se dejard al lector en el ejercicio 14.65. Los resultados
son como sigue: las estimaciones de médxima verosimilitud de las B8 son iguales a las es-
timaciones correspondientes de minimos cuadrados, asf que estdn dadas por los ele-
mentos de la matriz columna (k + 1) X 1.

B = (X'X)'X'Y
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La estimacién de maxima verosimilitud de o est4 dada por

. 1l < A A 3 3
o =A\n E[}’i —(Bo+ Bixn + Baxp + - + ﬁ“x'*)]z

=]
donde las ﬁ son las estimaciones de méxima verosimilitud de las 8 y, como se pedir4 al
lector que verifique en el ejercicio 14.67, también se puede escribir como
- _ {(YY-PBXY
n

o =

en notacién matricial.

EJEMPLO 14.12

Use los resultados del ejemplo 14.11 para determinar el valor de o para los datos del
ejemplo 14.9.

Solucioén

"
Calculemos primero Y'Y, lo cual es simplemente Y, v;. asf obtenemos

1=1
Y'Y = 78.800° + 74,300° + --- + 82.900°
= 50,907 .080.(XX}

Entonces, al copiar B y X'Y de la pagina 486. obtenemos

1 637,000
B'X'Y = YR (5,476,100 347.200 63,700)| 2,031,100
1,297,700

50,906,394,166

y se sigue que

o= \/50.907.080,0(]0 — 50.906,394,166
B 8

= 202 8 A

Es interesante observar que la estimacién que hemos obtenido aqui no es igual a
la que se muestra en la impresién de computadora de la figura 14.6. La estimacién que
ahf se muestra, § = 370.4, es tal que S’ es un estimador insesgado de o?. andlogo al
error estidndar de la estimacién que definimos en la pdgina 469. Difiere de & en que di-
vidimos por n — k — 1 en vez de n. v si hubiésemos hecho esto en nuestro ejemplo,
habriamos obtenido

_ {50.907,080,000 — 50.906.394,166

¢ R—2-—1
= 370.4
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1N |

14.72

Si xg1, Xz+-.. ., Xgi SON valores dados de x,, x,,..., x, ¥y X, €5 ¢l vector columna
1
Xm
xO = xoz
Xok

s¢ puede mostrar que
_ B by
. \/n[xa(x'x)“xo]
U L]
n—k—1

es un valor de una variable aleatoria que tiene la distribucién t conn — k — 1
grados de libertad.
(a) Muestre que para k = 1 esta estadistica es equivalente a la del ejercicio 14.31.
{b) Derive una férmula para un intervalo (1 — «)100% de confianza para

Con xy,, xg2, ..., Xox ¥ X, como se definieron en el ejercicio 14.71 y ¥, es una
variable aleatoria que ticne una distribucién normal con la media 8, +
Bixy + - + Byxq y la varianza o7, se puede demostrar que

(= yo — B'Xo
X \/n[l + Xo(X'X)'Xo)
T n—k—-1

es un valor de una variable aleatoria que tiene la distribucién rconn — &k — 1

grados de libertad.

(a) Demuestre que para k = 1 esta estadistica es equivalente a la del ejercicio 14.33.

(b) Derive una férmula para lfimites de prediccién de (1 — a}100% para una
observacién futura de Y.

APLICACIONES

14.73

Estos son datos muestrales proporcionados por una compaiifa de mudanzas so-
bre los pesos de seis embarques, las distancias que s¢ trasladaron, y el dafio en
que se incurrid;

Peso Distancia Dano
(1.000 libras) (1,000 miilas) (délares)

| *2 y

4.0 1.5 160
30 2.2 112
1.6 1.0 69
1.2 20 90
34 08 123

48 1.6 186
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Dureza Contenido de cobre  Temperatura de templado
(Rockwell 30-T) (por ciento) (grados F)
Y X X3
78.9 0.02 1.000
55.2 0.02 1,200
80.9 0.10 1.000
574 0.10 1,200
853 0.18 1.000
60.7 0.18 1,200

Ajuste un plano con el método de los mi{nimos cuadrados y iiselo para estimar
la dureza promedio de esta clase de acero cuando el contenido de cobre es 0.14
por ciento y la temperatura de templado es 1,100°F.

14.77 Cuando las x,, x3,..., y/0 las x; estdn uniformemente espaciadas, el cdlculo de
las ﬁ se puede simplificar al usar la codificacién sugerida en el ejercicio 14.15.
Vuelva a resolver el ejercicio 14.76, codifique los valores de x, como—1,0,y 1
y los valores de x; como —1 y 1. (Observe que para las x, y x,, codificadas, ll4-
melas z, y 2;, tenemos no s6lo Sz, =0y Tz, =0, sino también 32,2z, =0.)

14.78 Los siguientes son datos sobre el porcentaje de efectividad de un analgésico y
las cantidades de tres diferentes medicamentos {(en miligramos) presentes en ca-

da cédpsula:

Porcentaje
Medicamento A Medicamento B Medicamento C  de eficacia

X X2 X3 y

15 20 10 47

15 20 20 54

15 30 10 58

15 30 20 66

30 20 10 59

30 20 20 67

30 30 10 71

30 30 20 83

45 20 10 72

45 20 20 82

45 30 10 85

45 30 20 94

Suponga que la regresion es lineal, estime los coeficientes de regresién después
de codificar apropiadamente cada una de las x, y exprese la ecuacién de regre-
si6én estimada en términos de las variables originales.

14.79 Los modelos de regresion que introdujimos en las secciones 14.2 y 14.6 son li-
neales en las x, pero, lo que es mds importante, también son lineales en las S.
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Ciertamente, se pueden usar en algunos problemas donde la relacién entre las x
y la y no es lineal. Por ejemplo, cuando la regresioén es parabdlica y de la forma

Mye = Bo + Bix + B,

stmplemente usamos la ecuaciéon de regresién py, = 8, + B x; + Byxycon x, =
Xy x; = x°. Use este método para ajustar una parabola a los datos siguientes
sobre ¢l tiempo de secado de un barniz y la cantidad de cierto producto quimi-
co que se le ha afadido:

Caniidad de aditivo Tiempo de secado
(gramos) (horas)
x y
1 8.5
2 80
3 6.0
4 5.0
5 6.0
6 5.5
7 6.5
8 7.0

También, prediga ¢l tiempo de secado cuando se afaden 6.5 gramos del produc-
to quimico.

14.80 Los siguientes datos corresponden a la demanda de un producto (en miles de
unidades) y el precio {(en centavos) que se cobré en cinco diferentes 4reas de mer-

cado:
Precio Demanda

X y

20 22
16 41
10 120
11 89
14 56

Ajuste una pardbola a estos datos por el método sugerido en ¢] ejercicio 14.79.

14.81 Para juzgar si vale la pena ajustar una parabola en el ejercicio 14.80 y no sélo
una linea recta, pruebe la hip6tesis nula 8, = 0 contra la hipStesis alternativa
B» #* 0 en el nivel (.05 de significancia.

14.82 Use los resultados abtenidos para los datos del ejemplo 14.9 a fin de construir
un intervalo de confianza del 90% para el coeficiente de regresion 8, (véase ¢l
ejercicio 14.70).

14.83 Con respecto al gjercicio 14.73, prucbe la hipétesis nula 8, = 10.0 contra la hi-
potesis alternativa 8, # 10.0 en el nivel 0.05 de significancia,
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1484 Con respecto al ejercicio 14.73, construya un intervalo de confianza del 95%
para el coeficiente de regresidn 8,.

14.85 Con respecto al ejercicio 14,74, prucbe la hip6tesis nula 8, = 0.12 contra la hi-
potesis alternativa 8; < 0.12 en el nivel 0.05 de significancia.

1486 Con respecto al ejercicio 14.74, construya un intervalo de confianza del 98%
para el coeficiente de regresion B,.

14.87 Use los resultados obtenidos para los datos del ejemplo 14.9 y ¢l resultado del
inciso (b) del ejercicio 14.71 para construir un intervalo de confianza del 95%
para la media del precio de venta de una casa de tres recimaras con dos bafios
en el desarrollo habitacional dado.

14.88 Use los resultados obtenidos para los datos del ejemplo 14.9 y el resultado del
inciso (b) del ejercicio 14.72 para construir limites de prediccion del 9% para
el precio de venta de una casa de tres recdmaras con dos bafios en el desarro-
llo habitacional dado.

14.89 Con respecto al ejercicio 14.73, use ¢l resultado del inciso (b) del ejercicio 14.71
para construir un intervalo de confianza del 98% para la media del dafio de em-
barques de 2,400 libras que se trasladan 1,200 millas.

14.90 Con respecto al ejercicio 14.73, use el resultado del inciso (b) del ejercicio 14.72
para construir limites de prondstico del 95% para el dafio en que se incurrird
en un embarque de 2,400 libras que se traslada 1,200 mililas.

14.91 Con respecto al ejercicio 14.74, use el resultado del inciso (b) del ejercicio 14.71
para construir un intervalo de confianza del 99% para el promedio de la utili-
dad neta semanal de restaurantes con 210 lugares en una localidad donde la
cuenta del trafico diario promedia 14,000 autos.

1492 Con respecto al ¢jercicio 14.74, use ¢l resultado del inciso (b) del ejercicio 14.72
para construir limites de prediccién del 98% para el promedio de la utilidad ne-
ta semanal de restaurantes con 210 lugares en una localidad donde la cuenta
del tréfico diario promedia 14,000 autos.

14.93 Use un programa apropiado de computadora para rehacer el ejercicio 14.78 sin
codificar los valores x.

1494 (a) Use un programa apropiado de computadora para ajustar un plano a los
datos siguientes relativos al uso mensual de agua de una planta de produc-
ci6én (galones) a su produccién mensual (toneladas), la media de la tempe-
ratura ambiente mensual (°F), y el nimero mensual de dfas de operacién
de la planta durante un periodo de 12 meses.
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Uso de agua Producidn Media de la temperatura  Dias de operacion

y Xy X X3
2228 98.5 67.4 19
2,609 108.2 70.3 20
3,088 109.6 82.1 21
2378 101.0 69.2 21
1,980 83.3 64.5 19
1,717 70.0 63.7 21
2,723 144.7 58.0 19
203] 844 58.1 20
1,902 97.4 36.6 17
1,721 131.8 49.6 23
2,254 ai 44.3 18
2522 64.5 44.1 19

(b) Estime el uso de agua de la planta durante un mes cuando su produccion
es 90.0 toncladas, la media de la temperatura ambiente es 65°F, y opera
por 20 djas.
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15.1 INTRODUCCION

En este capfitulo gencralizaremos el trabajo de la seccién 13.3 y consideraremos el pro-
blema de decidir st las diferencias observadas entre mds de dos medias muestrales se
puede atribuir al azar o si hay diferencias reales entre las medias de las poblaciones
muestreadas. Por ejemplo. quizd deseamos decidir con base en datos muestrales si real-
mente hay una diferencia en la eficacia de tres métodos de ensefiar una lengua extran-
jera, 1al vez queremos comparar los rendimientos promedio por acre de seis variedades
de trigo, 0 deseamos ver si realmente hay diferencia en ¢l millaje promedio obtenido
con cuatro clases de gasolina.

Puesto que las diferencias observadas siempre se pueden deber a causas distintas a
las postuladas; por ejemplo, las diferencias en el desempefto de los estuchantes a quienes se
les ensefia una lengua extranjera mediante tres métodos diferentes se pueden deber a dife-
rencias en inteligencia, y las diferencias en el millaje promedio obtenido con cuatro clases
de gasolina se puede deber a las diferencias en las condiciones del camino; también exami-
naremos algunos puntos del disefio de experimentos de manera que, con segunidad razo-
nable, los resultados estadisticamente significativos se puedan atribuir a causas especificas.

15.2 ANALISIS DE LA VARIANZA EN UN SENTIDO

Para dar un ejemplo de una situacién tipica donde harfamos un andlisis de la varianza
en un sentido, suponga que queremos comparar la accién limpiadora de tres detergen-
tes con base en las siguientes lecturas de blancura en 15 muestras de tela blanca, que

496



Seccidon 15.2: Analisis de la varianza en un sentido 497

primero se mancharon con tinta china y después se lavaron en una maquina tipo agita-
dor con los detergentes respectivos

Detergente A . 77, 81,71, 76. B0
Detergente B : 72, 58,74, 66, 79
Detergente C: 76, 85, 82, 80, 77

Las medias de estas tres muestras fueron 77, 68 y 80}, y queremos saber si las diferen-
cias entre ellas son significativas o si se pueden atribuir al azar.

En general, en un problema como éste, tenemos muestras aleatorias independien-
tes de tamaiio n de k poblaciones. El jésimo valor de la iésima poblacién se denota
conx;;, €sto es,

Poblacion 1: Xiys Xj2e e Xqp
Poblacidén 2: P LTI L TR R o
Poblacion k: Xp1s Xkde--o v Xy

Y supondremos que las variables aleatorias correspondientes X;. que son todas inde-
pendientes, tienen distribuciones normales con las respectivas medias g, y la varianza
comiin ¢. Al enunciar estas suposiciones de una manera algo diferente, podriamos
decir que el modelo para las observaciones estd dado por

X; = m t g

parai=1,2,... .k vj=1,2, ..., n donde ¢, son los valores de nk variables alcatorias
independientes que tienen distribuciones normales ¢con medias cero y la varianza
comiin o, Para permitir la generalizacion de este modelo a clases de situaciones mds
complicadas (véanse las paginas 306 y 507). suclen escribirse en la forma

x“=#+ﬂ,+eq

parai=1.2,....kyj=1.2,..., n En este caso u se conoce como la gran media, y
k

las e, llamadas los efectos del tratamiento, son tales que > «, = (1. Advierta que he-
im}

mos escrito meramente la media de la iésima poblacidén como ¢, = g + a, € impuesto
k

ia condicion E a, = 0 de manera que la media de las u, sca igual a la gran media u.
i-1

La préctica de referirse a las diferentes poblaciones como diferentes tratamientos sc de-
be al hecho que muchas técnicas del andlisis de la varianza se desarrollaron originalmen-
te en relacién con experimentos agricolas donde, por ejemplo, diferentes fertilizantes se
consideraban como diferentes tratamientos aplicados a la tierra. Asi, nos referiremos a
los tres detergentes de este ejemplo como tres tratamientos diferentes, y en otros proble-
mas podemos referirnos a cuatro nacionalidades como cuatro tratamientos diferentes,
cinco clases de campaiias de publicidad como cinco tratamientos diferentes, y asi sucesi
vamente. “Niveles™ es otro término que se usa a menudo en vez de “tralamientos”.

La hipotesis nula que queremos probar es que las medias de las poblaciones son
todas iguales. esto es, que g, = py = = ug 0, cquivalentemente, que

Hy a,=0 y1.2,... .k
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Correspondientemente, la hip6tesis alternativa es que las medias de las poblaciones no
son todas iguales; esto es:

H: a#0 para al menos un valor de i

La prueba misma se basa en un andlisis de la variabilidad total de los datos combina-
dos (nk — 1 multiplicado por su varianza), lo cual estd dado por

k =n
> D (xy - z.) donde %.=-—-2 > x,
i=1 j=1 nk
Si 1a hip6tesis nula es verdadera, toda esta variabilidad se debe al azar, pero si no es
verdadera, entonces parte de la suma de los cuadrados anteriores se debe a las diferen-
cias entre las medias de las poblaciones. Para aislar, o separar, estas dos contribuciones
a la variabilidad total de los datos, nos referimos al siguiente teorema.

TEOREMA 151
k

2

=1 ;

donde X es la media de las observaciones de la iésima poblacién y x.. es la me-
dia de todas las nk observaciones.

2 2 (= %)

k
i=] y=1
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](x,,- -z)=n é‘i (8. — &) +
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puesto que 2 (x, — ¥.) =0 para cada valordei. ¥
=i

Es costumbre referirse a la expresion en el lado izquierdo de la identidad del teo-
rema 15.1 como la suma de cuadrados total, al primer término de la expresién en el la-
do derecho como la suma de cuadrados de Jos tratamientos, y al segundo término como
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Use multiplicadores de Lagrange para demostrar que las estimaciones de mini-
mos cuadrados de los pardmetros del modelo en la pdgina 497 son p = X.. y
ﬂ‘f = x_’. - f..-

APLICACIONES

15.7

15.8

159

15.10

Para comparar la eficacia de tres tipos diferentes de recubrimientos fosfores-
centes para las cardtulas de los instrumentos de aviones, se recubren cada una
de ocho cardtulas con los tres tipos. Entonces se iluminan las cardtulas con una luz
ultravioleta, y los siguientes son la cantidad de minutos que cada una brillé des-
pués de apagar la fuente de luz:

Tipo 1. 529, 62.1, 574, 50.0, 59.3, 61.2, 60.8, 53.1
Tipo 2: 58.4, 55.0, 59.8, 62.5. 64.7, 59.9, 54.7, 58.4
Tipo 3. 71.3, 66.6. 63.4, 64.7, 75.8, 65.6, 729, 67.3

Pruebe la hipétesis nula que no hay diferencia en la eficacia de los tres recubn-
mientos en el nivel 0.01 de significancia.

Este es el nlimero de errores que en cinco semanas sucesivas cometieron cua-
tro técnicos que trabajan en un laboratorio médico:

Técnico 1: 13,16, 12,14, 15
Técnico 1I:  14,16,11,19,15
Técnico 111: 13,18, 16, 14, 18
Técnico IV: 18,10, 14,1512

Pruebe en el nivel 0.05 de significancia si las diferencias entre las cuatro mues-
tras se pueden atnbuir al azar.

Tres grupos de seis conejillos de indias se inyectaron, cada uno, con respectivamen-
te 0.5 miligramos, 1.0 miligramo y 1.5 miligramos de un nuevo tranquilizante, y a
continuacién s¢ muestra el mimero de minutos que tardaron en quedarse dormidos:

05 mg: 21,23,19,24, 25,23
1.0 mg: 19. 21, 20. 18, 22, 20
1.5mg: 15,10, 13,14, 11, 15

Pruebe en el nivel 0.05 de significancia si se puede rechazar la hipétesis nula de
que las diferencias en dosificacién no tienen efecto. También, estime los pard-
metros u, a,, a, y ay del modelo que se usé en el anélisis,

Lo siguiente es el nimero de palabras por minuto que una secretaria mecano-
grafié en varias ocasiones en cuatro méquinas de escnibir diferentes:

Maéquina de escribir C: 71,75,69,77,61, 72,71, 78
Maéquina de escribir D : 68, 71, 74, 66. 69, 67, 70, 62
Madquina de escribir E: 75,70, 81, 73,78, 72
Maquina de escribir F; 62, 59, 71, 68, 63, 65, 72, 60, 64
Use las formulas de célculo del ejercicio 15.4 para calcular las sumas de los cua-

drados requeridas para probar en el nivel 0.05 de significancia si las diferencias
entre las medias de las cuatro muestras se pueden atribuir al azar.
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15.11 Un servicio de pruebas para el consumidor, desea probar la exactitud de los ter-
mostatos de tres diferentes clases de planchas eléetricas, las puso a 480°F y obtu-
vo las siguientes lecturas de la temperatura verdadera por medio de un termo par:

Plancha X 474, 496, 467, 471
Plancha Y: 492, 498
Plancha Z: 460, 495, 490

Use las férmulas de célculo del ejercicio 15.4 para calcular las sumas de los cua-
drados requeridas para probar en el nivel 0.05 de significancia si las diferencias
entre las tres muestras se pueden atribuir al azar.

15.12 En la seccién 13.7 sefialamos que en el andlisis de ji cuadrada de una tabla
r X ¢ no tomamos en consideracién un posible orden de los renglones y/o las
columnas. Cuando los renglones y las columnas estdn ambos en orden, indica-
mos una alternativa al andlisis de )i cuadrada en los ejercicios 14.61 y 14.62.
Cuando sélo las columnas o s6lo los renglones estan en orden, consideramos
las categorias que no estdn en orden como tratamientos, y reemplazamos las
que estdn en orden por enteros consecutivos, Por ejemplo, en la tablade 3 X 3
en la pagina 438 consideramos a las tres ciudades como tres tratamientos dife-
rentes, y reemplazamos los encabezados de las columnas con 1, —1 y 0, lo que
refleja un orden de favorecer B (no favorecer A) a ser indiferente a favorecer
A. Asl, la muestra de tamafio n, = 400 de Los Angeles consiste de 174 unos, 93
menos unos y 133 ceros; la muestra de tamaiio n, = 500 de San Diego consiste
de 196 unos, 124 menos unos y 180 ceros; y asi sucesivamente. Al ver la tabla de
r X ¢ de esta manera, podemos entonces realizar un andlisis de la varianza en
un sentido. Use este método para analizar la tabla de 3 X 3 de la pdgina 438,
pruebe la hipétesis nula de que los efectos del tratamiento son todos igual a ce-
ro en el nivel 0.05 de significancia, y compare el resultado con ¢l obtenido en
el ejercicio 13.80.

15.13 Use ¢l método del ejercicio 15.12 para analizar la tabla de 3 X 3 del ¢jercicio
13.78 y compare el resultado con el resultado obtenido en ese ejercicio.

15.3 DISENO DE EXPERIMENTOS

En el ejemplo 15.1 pudiera haber parecido razonable concluir que los tres detergentes
no son igualmente eficaces; sin embargo, un momento de reflexibn mostrard que esta
conclusién no es tan “razonable™ después de todo. Realmente no sabemos si las mues-
tras limpiadas con ¢l detergente B podrian haber estado mds sucias que las otras, los
tiempos de lavado podrian haber sido mds largos para el detergente C, podria haber ha-
bido diferencias en la dureza o la temperatura del agua, y aun si los instrumentos usa-
dos para hacer las lecturas de blancura podrian haberse desajustado después de hacerse
las lecturas para los detergentes A y C.

Es totalmente posible, por supuesto, que las diferencias entre las tres medias de las
muestras s¢ debieran principalmente a las diferencias en la eficacia de los detergentes,
pero hemos enumerado precisamente varios factores que podrian considerarse responsa-
bles. Es importante recordar que una prueba de significancia puede mostrar que las di-
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ferencias entre las medias de las muestras son demasiado grandes para atribuirse al azar,
pero esas pruebas no pueden decir por qué ocurrieron las diferencias.

En general, si queremos mostrar que un factor (entrc varios mas) se puede consi-
derar la causa de un fenémeno observado, debemos, de alguna manera, asegurarnos de
que ninguno de los demés factores puede en forma razonable considerarse como respon-
sable. Hay divcersas maneras en que esto se puede hacer; por ejemplo, podemos [levar a
cabo un experimento rigurosamente controlado donde todas las variables se mantienen
fijas excepto en la que estamos interesados. Para hacer esto en el ejemplo que trata de
los tres detergentes. podrfamos ensuciar las muestras con exactamente la misma cantidad
de tinta china, usar siempre el mismo tiempo de lavado y agua de exactamente la misma
dureza y temperatura, e inspeccionar (y si es necesario, ajustar) los instrumentos de me-
dicidn después de cada uso. Bajo tales condiciones rigidamente controladas, las diferen-
cias significativas entre las medias de las muestras no se pucden deber a muestras que se
ensuciaron en forma diferente o a diferencias en tiempos de lavado, temperatura del
agua. dureza del agua, o instrumentos de medicién. En el lado positivo. las diferencias en-
tre las medias muestran que los detergentes no son todos igualmente eficaces si se usan
en esta forma estrechamente restringida. Por supuesto, no podemos decir si existirian las
mismas diferencias si los tiempos de lavado fueran mds largos o mas cortos, si ¢l agua tu-
viera diferente temperatura o dureza. y asf sucesivamente.

En la mayoria de los casos, los experimentos “sobrecontrolados™ como el que aca-
bamos de describir no proporcionan verdaderamente la clase de informacién que
queremos. Asf que buscamos alternativas, y cn cl otro extremo podemos realizar expe-
rimentos donde ninguno de los factores ajenos estd controlado. pero en el que nos pro-
tegemos contra sus efectos mediante la aleatorizacion. Esto es, disefiamos o planeamos
los experimentos de manera que las variaciones causadas por los factores ajenos se pue-
dan combinar todas bajo el encabezado general de “azar™. Por ejemplo. podemos con-
s¢guir esto al asignar aleatoriamente, en nuestro ejemplo, cinco de las muestras sucias
a cada detergente y especificar aleatonamente el orden en que se lavardn y mediran.
Cuando todas las variaciones causadas por factores ajenos no controlados pucden in-
cluirse as( bajo el encabezado de variacién fortuita, nos referimos al disefio del experi-
mento como un disefio completamente al azar.

Sin embargo, debe resultar evidente que la aleatorizacién protege contra los efec-
tos de factores ajenos sélo en una manera probabilistica. Por ejemplo, en nuestro ejem-
plo es posible, aunque muy poco probable, que el detergente A sea aleatoriamente
asignado a las cinco muestras que resultan ser las menos sucias o que el agua resulta ser
la m4s fria cuando lavamos las cinco muestras del detergente B. Es en parte por esta ra-
z6n que a menudo tratamos de controlar algunos de los factores y dejar al azar otros, y
ast usamos disefios que estdn en algin punto entre los dos extremos que hemos descrito.

Para introducir otro concepto importante en ¢l disefio de experimentos, conside-
remos los datos sobre la cantidad de tiempo (en minutos) que tomoé a cierta persona
conducir hasta su trabajo, de lunes a viernes, por cuatro rutas diferentes:

Rua 1: 22, 26,25, 25,31
Ruta 2: 25,27, 28, 26, 29
Ruia 3: 26, 29, 33, 30, 33
Ruta &: 26, 28. 27, 30, 30
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Las medias de estas cuatro muestras son 25.8, 27.0, 30.2 y 28.2, y puesto que las diferen-
cias son bastante grandes, pareceria razonable concluir que hay algunas diferencias ver-
daderas en los promedios verdaderos del tiempo que tarda la persona en conducir al
trabajc por cuatro rutas diferentes. Esto no se sigue, sin embargo, de un andlisis de la va-
rianza en un sentido. Obtenemos f = 2.80; puesto que esto no excede a f 453,15 = 3.24.
no se puede rechazar la hipdtesis nula.

Por supuesto, la hipGtesis nula puede ser verdadera, pero observe que no sélo hay
diferencias considerables entre las cuatro medias, sino también diferencias grandes en-
tre los valores dentro de las muestras. En la primera muestra varfan de 22 a 31, enla
segunda muestra de 25 a 29, en la tercera muestra de 26 a 33 y en la cuarta muestra de
26 a 30. Y no sélo eso, sino que en cada muestra el primer valor ¢s el mds pequeiio y
el dltimo valor ¢l més grande. Esto dltimo sugiere que la variacion dentro de las mues-
tras bien puede deberse a las diferencias en las condiciones de manejo en los diferen-
tes dias de la semana. Si éste es el caso, las variaciones causadas por las condiciones de
manejo s¢ incluyeron en la suma de cuadrados del error del andlisis de la varianza en
un sentido, se “infl6™ el denominador de la estadistica f y éste puede ser la razén por
qué los resultados no fueron significativos.

Para evitar esta clase de situacién, podrfamos mantener fijos los factores ajenos,
pero esto rara vez nos dard la informacién que queremos. En nuestro ejemplo, podria-
mos limitar el estudio a las condiciones de manejo del lunes, pero entonces no tendriamos
la seguridad de que los resultados se aplicarfan también a las condiciones de manejo de
los martes o de cualquier otro dia de la semana. Otra posibilidad es variar el factor aje-
no deliberadamente en un intervalo tan amplio como sea necesario de manera que la
variacién que causa se pueda medir, y, por lanto, eliminar de la suma de cuadrados del
error. Esto significa que debemos planear el experimento de manera que podamos rea-
lizar un andlisis de la varianza en dos sentidos, en el que la variacién total de los datos
se divide en tres componentes atribuidos, respectivamente, a los tratamientos (en nues-
tro ejemplo, las rutas). el factor ajeno (en nuestro caso, las condiciones de manejo en
los diferentes dias de la semana), y el error expenmental. o azar.

Lo que hemos sugerido aquf sc llama conformacién de bloques. y los diferentes dias
de la semana se conocen como blogues. En general, los bloques son los niveles en que
mantenemos fijo un factor ajeno de manera que podamos medir su contribucién a la va-
riacién total de los datos. Si cada tratamiento aparece €l mismo nimero de veces en ca-
da bloque (en nuestro ejemplo, cada ruta se usa una vez de cada dia de la semana). decimos
que el disefio del experimento es un diseiio de blogue completo. Ademds, st los trata-
mientos se distribuyen aleatoriamente dentro de cada bloque (en nuestro ejemplo, distri-
buirfamos aleatoriamente las cuatro rutas entre los cuatro lunes, los cuatro martes, y asi
sucesivamente), decimos que el disefio del experimento es nn diseio en bloques al azar.

15.4 ANALISIS DE LA VARIANZA EN DOS SENTIDOS SIN INTERACCION

Hay esencialmente dos formas diferentes de analizar los experimentos de dos variables,
y depende de si las dos variables son independientes o si interaccionan. Para ilustrar lo
gue queremos decir aquif por “interaccionan”, suponga que una fabricante de neuméticos
estd experimentando con diferentes neumaticos y encuentra que una clase es especial-
mente buena en carreteras de terracerfa, mientras que otra clase es especialmente buena
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para uso en pavimento duro. Si éste es el caso, decimos que hay una interaccién entre
las condiciones de la carretera y el disefio del neumatico. Primero, s6lo estudiaremos el
caso de no interaccién y después abordaremos el caso de inleraccién en la seccién 15.5.

Para presentar la teoria del andlisis de la varianza en dos sentidos, usaremos la ter-
minologfa introducida en las secciones precedentes y nos referiremos a los dos variables co-
mo tratamientos y bloques; en forma alternativa, también nos podemos referir a ellos como
el factor A y el factor B o como renglones y columnas. Asf,si x; parai=1,2,..., kyj=
1,2,..., n son los valores de vanables aleatorias independientes que tienen distribuciones
normales con las respectivas medias u; y la vanianza comtn o?, consideraremos el arreglo

Bloque 1 Bloqgue 2 Bloque n
Tratamiento 1 F X3 Xin
Tratamiento 2 Xy X3 X3,
Tratamiento k X1 X Xin

y escribimos el modelo para un andlisis de la varianza en dos sentidos (sin interaccién)
como

x”-=p.+a,+BJ+eu-

parai=1,2,... . kyj=1,2,...,n. Eneste caso u es la gran media, los efectos del tra-
 §

tamiento a, son tales que 2 a, = (, los efectos de bloque §; son tales que 2 B,=0.
i=1 J=1

y las e, son valores de variables aleatorias independientes que tienen distribuciones
normales con media cero y la varianza comiin o’. Observe que

B, =u ta +p
y. como se pedird al lector que lo verifique en el ejercicio 15.15,

Las dos hipétesis nulas que queremos probar son que los efectos del tratamiento
son todos igual a cero y que los efectos de los bloques son todos igual a cero; es{o es

Hy: a =0 parai = 1,2,...,k
Hy: 8, =0 paraj = 1,2...., n

La alternativa a H es que los efectos del tratamiento no son todos iguales a cero, y la alter-
nativa a Hy es que los efectos de los bloques no son todos iguales a cero. Simbélicamente,

H: a #0 para al menos un valor de §
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SSB
_ (n—=10? _ MSB
fa = SSE ~ MSE
(n — 1)k — 1)o?

Esta clase de anélisis se lama un andlisis de la varianza en dos sentidos, y los deta-
lles necesarios suelen presentarse en el siguiente tipo de tabla de andlisis de la varianza:

Fuente de Grados de Suma de | Cuadrado
variacion libertad cuadrados |  medio f
MS(T
Tratamientos k—1 SS(Tr) MS(Tr) | £ = _Msp,r )
MSB
Blogues n—1 SSB MSB [z = MSE
Error (n— 1)k — 1) SSE MSE
— x ——
| Total nk — 1 SST

Para simplificar los célculos, SST y SS(Tr) suelen determinarse por medio de las
férmulas del teorema 15.2, y SSB se puede determinar por medio de la férmula siguien-
te. 1a cual se pedir4 al lector que la derive en el ejercicio 15.17.

TEOREMA 15.4
S 2
SSB = p 21: T; P T

donde T ¢s ¢l total de los valores obtenidos en el jésimo bloque y 7. es el total
general de las nk observaciones.

Entonces, ¢l valor de SSE se puede obtener al restar SS(Tr)} y SSB de SST.

EJEMPLO 15.2

Con respecto a la ilustracion en Ja pégina 505, donde teniamos

Lunes Martes  Miércoles  Jueves Viernes
Ruta 1 22 26 25 25 3T
Ruta 2 25 27 28 26 29
Ruta 3 26 29 33 30 33
Ruia 4 26 28 27 30 30
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pruebe en el nivel 0.05 de significancia si las diferencias entre las medias obtenidas por
las diferentes rutas (tratamientos) son significativas y también si las diferencias entre las
medias obtenidas para los diferentes dias de la semana (bloques) son significativas.

Solucién

l. Hy: a=0parai=12234
H;,: B, =0paraj=1223,4,5
H,: a; # 0 para al menos un valor de
H\: B, # 0 para al menos un valor de /.
a = 0.05 para ambas pruebas.

2. Rechace la hipétesis nula para los tratamientos si £, = 3.49 y rechace la
hipétesis nula para los blogues si fy 2 3.26, donde f, y fp se obtienen por
medio de un andlisis de la varianza en dos sentidos, y 3.49 y 3.26 son. res-
pectivamente, los valores de fos.3.12 Y fos, 4.12-

3. lassumasy sumas de los cuadrados requeridas son 7;. =129, ;. = 135, 7,.
=15L 7. =141, T, =99, T, =110, T3 =113, T, = 111, Ty = 123,
T.=55y 3 3x*"=15610,y la sustitucién de estos valores junto con

k = 4yn = 5 en las férmulas del teorema 152 y 15.4 nos da

1
= 15, —_—— 5-. 2
SST = 15,610 20( 56)
= 1532
$$(Tr) = %(1292 + 1351 + 1512 + 1417) — —2%(556)2
= 52.8
SSB = i(w2 + 110° + 1132 + 1112 + 123%) — 516(556)2
= 732
Yy por tanto

SSE = 153.2 — 528 — 73.2

I

= 272

Los cédlculos restantes se muestran ¢n la siguiente tabla de andlisis de la va-
rianza:
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Fuente de Grados de Suma de Cuadrado
variacion libertad cuadrados medio f
Tratamientos 3 528 523—8 =176 ST?! =775
Blogues 4 732 1::_2 = 183 % = R.06
Error 12 27.2 % = 2.27

S ——

Total 19 153.2

4. Puesto que f, = 7.75 excede a 3.49 y f; = 8.06 excede a 3.26, sc deben re-
chazar ambas hipGtesis nulas. En otras palabras, las diferencias entre las me-
dias obtenidas para las cuatro rutas son significativas y también lo son las
diferencias entre las medias obtenidas para los diferentes dias de la sema-
na. Sin embargo, advierta que no podemos concluir que la ruta 1 es nece-
sariamente la mas rdpida y que en viernes las condiciones de trafico son
siempre las peores. Todo lo que hemos mostrado por medio del anélisis es
que las diferencias existen, y si queremos ir un paso mas alld y precisar la
naturaleza de las diferencias. tendremos que usar una prueba de compara-
ciones mltiple tal como la de la seccién 15.6. A

EJERCICIOS
15.14 Haga uso de la identidad

= F.=(f. — B} + (¥, - %)+ (x,—- %, — %, + ¥.
para demostrar el teorema 15.3.
15.15 Con respecto a la notacién de la pagina 508, muestre que
& L]
> 2 n
=) jw
nk

15.16 Para el andlisis de la varianza en dos sentidos con k tratamientos y n bloques,
muestre que

=u

k' (f.j - f..)2
=l

E J

15.17 Demuestre el teorema 15.4.

15.18 Un cuadrado latino es un arreglo cuadrado donde cada letra (o cierta clase de
simbolo) aparcce exactamente una vez en cada renglén v una vez en cada co-
lumna. Por ejemplo,
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Din|®=|(»
200 |(w
W e |0
O[T

es un cuadrado latino 4 X 4 Si consideramos los m renglones de un cuadrado la-
tino como los niveles de una variable, las m columnas como los niveles de una se-
gunda variable, y A, B, C, ..., como m “tratamientos”, esto es, como los niveles de
una tercera variable, es posible probar las hipbtesis concernientes a todas estas
tres variables con base en tan pocas observaciones como m? (siempre y cuando no
haya interacciones). Sea que x4, al denotar la observacion en el iésimo renglon
y la jésima columna de un cuadrado latino (de manera que &, que denota el tra-
tamiento, se determina al especificar i y j), escribimos la ecuacién modelo como

x“*}=p+a,+ﬁ’,+'r,,+e“

parai=1,2,....m, j=1,2,....m,yk=2....,m, donde u es la gran media,
m

los efectos de los renglones a, son tales que E a; =0, los efectos de las colum-
i=
m
nas 3, son lales que 2 B; = 0, los efectos de los tratamientos 7, son tales que

i=1
m

T, = 0. y las ¢,; son los valores de variables aleatorias independientes que tie-
k=1

nen distribuciones normales con media cero y la varianza comtn o’. La hipé-
tesis nula que queremos probar (contra alternativas apropiadas) es que los efec-
tos de los renglones son todos cero, que los efectos de las columnas son todos
cero, y que los efectos de los tratamientos son todos cero.

(a) Muestre que

i i(*‘-ﬂt} -5)=m- i(f.- —z Y +m-3(3,-x.)

=1 j=1 i=] =1

L

+m.§l[fu, -5+ 2‘1 E. (xgy — %po — By — Ty + 28.)
- =1 /=

donde X, es la media de todas las observaciones para el késimo trata-
miento y las otras medias son como se define en el teorema 15.3. La ex-
presién en ¢l lado izquierdo de la identidad anterior es la suma de
cuadrados total SST, mientras que las del lado derecho son, respectiva-
mente, la suma de cuadrados de los renglones SSR, la suma de cuadrados
de las columnas SSC, la suma de cuadrados de los tratamientos SS(Tr), y
la suma de los cuadrados del error SSE.

(b) Construya una tabla de andlisis de la vanianza para esta clase de experi-
mento, determine los grados de libertad para SSE al restar los de SSR,
SSC y SS(Tr) de m? — 1, los grados de libertad de SST.
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APLICACIONES

15.19 Se lleva a cabo un cxperimento para juzgar los efectos de cuatro diferentes
combustibles y tres tipos diferentes de lanzador sobre el alcance de cierto co-
hete. Pruebe, con base en los siguientes alcances en millas, si hay un efecto sig-
nificativo a causa de la diferencia en combustibles y si hay un efecto significativo
a causa de las diferencias en lanzadores:

Combustible | Combustible 2 Combusiible 3 Combustible 4

Lanzador X 459 576 52.2 41.7
Lanzador Y 46.0 510 50.1 38.8
Lanzador Z 45.7 569 55.3 48.1

Use el nivel 0.01 de significancia.

15.20 Los siguientes son los contenidos de colesterol en miligramos por paquete que
obtuvieron cuatro laboratorios para paquetes de 6 onzas de tres alimentos die-
téticos muy similares:

Alimento Alimenio Alimento

dietético dietético dietético
A B C
Laboratorio 1 34 2.6 2.8
Laboratorio 2 io 2.7 31
Laboratorio 3 33 3.0 34
Laboratorio 4 35 31 37

Realice un andlisis de la varianza en dos sentidos y pruebe las hipétesis nulas
concernientes a los alimentos dietéticos y los laboratorios en el nivel 0.05 de
significancia.

15.21 Un técnico de laboratorio mide la resistencia a la ruptura de cada una de cin-
co clases de hilo de lino utilizando cuatro diferentes instrumentos de medicidn,
1. I, Iy e I, y obtiene los resultados siguientes, en onzas:

1, I I 1,

Hilo 1 209 204 19.9 21.9
Hilo 2 25.0 262 27.0 248
Hilo 3 25.5 23.1 215 244
Hilo 4 24.8 212 235 257
Hilo 5 19.6 212 22.1 22.1

Realice un andlisis de la varianza en dos sentidos, usando el nivel 0.05 de signi-
ficancia.

15.22 Los datos muestrales en el siguiente cuadrado latino (véase el ejercicio 15.18)
son las puntuaciones obtenidas por ocho estudiantes universitarios de diversos
origenes étnicos y diversos intereses profesionales en una prueba de historia de
Estados Unidos:
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donde ¥... es la media de las observaciones del iésimo valor del primer tratamien-
to, ¥.;. es la media de el jésimo valor del segundo tratamiento, .., €5 la media de
la résima réplica, X;;. es la media del iésimo y jésimo valores de los dos tratamien-
tos (promediados sobre las réplicas) y ¥... es la gran media de todas las ram ob-
servaciones.

Demaostracién.  Para probar el teorema, primero escribimos la identidad
Xy = Eoo = (X — %) + (X, — %) + (X, — £.)
+(Xp — X —Xp + X)) + (T — Xy — X, + X
Cuando elevamos al cuadrado cada lado de esta identidad y sumamos sobre i,/ y r, se

puede mostrar que todos los términos con productos cruzados suman cero. Los deta-
lles de la demostracién de este teorema se dejan al lector en el ejercicio 15.25. v

Andloga a la clasificacién en dos sentidos sin interaccién, la expresién en el lado iz-
quierdo de la identidad del teorema 135.5 es la suma de cuadrados total, SST, y los dos pri-
meros términos en la derecha son la suma de cuadrados de los tratamientos, que ahora
denotaremos con SSA y SSB. El tercer término en el lado derecho es la suma de cuadra-
dos para las réplicas, SSR, el cuarto término es la suma de cuadrados para las interaccio-
nes, SS1, y el término final es la nueva suma de cuadrados de los errores, SSE. Asi,

SST = SSA + SSB + SSR -+ SSI + SSE

y se¢ puede mostrar que si Hf,”, cees Hf,” son verdad, las cantidades
SSA
_ (k — 1)o? _ MSA
fa = SSE ~ MSE
(m —1)(nk — 1)a?
SSB
_ (n — 1)o? _ MSB
fs = SSE ~ MSE
(m — 1)(nk — 1)o?
SSR
_ {m — 1)a? _ MSR
Je = SSE ~ MSE
(m — 1)(nk — 1)o?
SSI
_ {n =1}k —1)d? _ MSI
= SSE "~ MSE

(m — 1){(nk - 1)o?

todas tienen distribuciones F con, respectivamente, k — i, n — I, m — 1 y (k — 1)
{n — 1) grados de libertad en el numerador y (m — 1)(nk — 1) grados de libertad en
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Noresre
Sureste
Noroeste
Suroeste

Totales

Disefios
A B C D
107 59 132 125
78 40 118 88
122 60 141 100
65 22 99 7
372 181 490 384

Totales
423
324
423
257

1427

Asi, por ¢jemplo, T)..= 372, T,,. = 324, T},. = 107 y asf sucesivamente. Tam-
bién, calculamos a partir de los datos originales 7., =738 y 7., = 689. La
suma de cuadrados total es T Y x? = 73,667. La sustitucién de estos va-
loresjuntocon k =n=4y r = 2 en las férmulas del teorema 15.6 nos da

al entero més cercano y

6,203

= 2,475

=1 738 + 689°) — 63.635
16

75

C =

(1.427) = 63.6
-;-(3?22 + 1812 + 4907 + 3847%) — 63,635

%(4231 + 3242 + 423" + 257*) — 63,635

= %(1073 + 597 + 132 + - + 997 + 71%) — 6.203 — 2.475 — 63,635

= 311

¥y por tanto

= 73,667 — 6,203 — 2475 — 75 — 311 — 63,635

= 968

Los cédlculos restantes se muestran en la siguiente tabla de anélisis de la va-

rianza:
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Combus- Combus- Combus- Combus-
tible 1 tible 2 tible 3 tible 4

Lanzador X 46.1 55.9 52.6 443
Lanzador Y 46.3 52.1 514 946
Lanzador Z 45.8 57.9 56.2 47.6

Combine estos datos con los del ¢jercicio 15.19, realice un analisis de la varian-
za apropiado para probar la hipdtesis nula que incluya combustibles, lanzado-
res, réplicas y la interaccién combustible con lanzador. Use el nivel 0.01 de
significancia.

15.28 El experimento descrito en el ejercicio 15.20 se repitié con los resultados si-

guientes.
Alimento Alimento Alimento
dietético dietético dietético
A B C
Laboratorio | 35 23 29
Laboraiorio 2 30 29 32
Laboratorio 3 36 34 38
Laboratorio 4 33 35 34

Combine estos datos con los del ejercicio 15.20, realice un andlisis de la varian-
za apropiado para probar la hipdtesis nula que involucre alimentos dietéticos.
laboratorios, réplicas. y la interaccién de alimentos con laboratorio. Use el ni-
vel 0.05 de significancia.

15.29 Tres operadores operan cada uno cuatro maquinas de interconexién diferentes
(usadas para conectar eléctricamente los alambres delgados en la fabricacién de
circuitos integrados}. Los operadores se asignaron aleatoriamente a las miqui-
nas de interconexién. Después se repitié el experimento con una nueva aleato-
rizacion de los operadores a las maquinas de interconexidn. Después de que se
hicieron todas las interconexiones. se probé la resistencia de la conexién de ca-
da una midiendo el nimero de gramos de fuerza requerida para romper la co-
nexion. Los resultados de los experimentos son como sigue.

Réplica | Réplica 2
Miicpruna e A B C D A B C D
interconexion
Operador 1 11.8 9.6 12.6 10.2 10.6 11.9 9.8 99
Operador 2 10.4 12.4 11.0 10.5 12.0 10.3 10.0 11.6
Operador 3 9.6 10.2 11.4 3.1 11.8 9.9 9.1 58

Realice un andlisis de la varianza apropiado para probar la hipétesis nula con-
cerniente a operadores, maquinas de interconexidn, réplicas y la interaccién del
operador con la maquina de interconexién en el nivel 0.05 de significancia.

15.30 Se us6 un indice de sabores para evaluar el efecto de anadir dioctil sulfosuccinato
de sodio (IDSS) a la leche para estabilizar su sabor. Se usaron cuatro niveles de DSS
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2. La tabla IX da valores de r, para los niveles de significancia de 0.05 y 0.01, de-
pendiendo del numero de grados de libertad para el error en el andlisis de la va-
nanza y de p, el nimero de medias que se estd comparando.

3. Calcule el intervalo de significancia minimo, use la férmula
R, =ry,+s;

4. Ordene las medias por tamafio, de la mas pequenia a la mas grande.

5.  Compare la diferencia de la dltima y la primera media con R,. Si esta diferencia cs
mayor que R, , se puede concluir que las & medias muestrales son significativamente
diferentes con el nivel de significancia usado para determinar r, de la tabla IX. En la
misma forma. compare todos los conjuntos adyacentes de & — 1 medias, use ahora
R, _, como ¢l criterio de significancia. Continde cste procedimiento para los conjun-
tos de k — 2 medias adyacentes, y asf sucesivamente, hasta llegar a conjuntos de dos
medias adyacentes. Al hacer estas comparaciones, es util subrayar las medias adyacen-
tes en un conjunto cuyas medias no son significativamente diferentes. Si entre la com-

paraciones posteriores hay un subconjunto de medias ya conectadas por un subrayado,
no s¢ necesita hacer comparaciones adicionales entre las medias en ese subconjunto.

EJEMPLO 154

Con respecto al ejemplo 15.2, use la prueba de intervalo miiltiple de Duncan en el ni-
vel 0.05 de significancia para determinar la naturaleza de las diferencias entre las me-
dias de los tratamientos.

Solucion
1. De la tabla de andlisis de la varianza en la pdgina 511, tcnemos MSE = 2.27; asf,

i = 1/2% = 0.67

2. Delatabla IX con a + 0.05 y 12 grados de libertad, obtenemos los siguien-
tes valores de r,.

p | 2 3 4
r, 13.08 323 331

3. Al multiplicar cada valor de r, por 5; = 0.67, obtenemos

p | 2 3 4
R, 206 216 222

4. A continuacién ordenamos las cuatro medias de acuerdo a su tamaiio. co-
mo sigue

Ruta 1 2 4 3
Media 258 270 282 30.2

5. Ladiferencia entre la media mds grande v la més pequefia es 30.2 — 258 =
4.4, lo cual excede a 2.22, el valor de R;. As{, ninglin subrayado conecta a
las cuatro medias. (Este resultado era esperado, como el andlisis de la va-
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rianza mostr$ una diferencia significativa entre las cuatro medias en el nivel
0.05 de significancia.) Al comparar la diferencia entre la media mds grande
y la segunda media mds pequeia. obtenemos 30.2 — 27.0 = 3.2, lo cual ex-
cede a R, = 2.16, y al comparar el otro conjunto de tres medias adyacentes,
obtenemos 28.2 — 25.8 = 2.4, lo cual también excede a 2.16. A continua-
cién, al comparar la media mds grande con la segunda media mas grande
30.2 — 28.2 = 2.0, lo cual no excede a R, 2.06. Asf, estas dos medias no son
significativamente diferentes, y se pueden conectar mediante un subrayado.
De la misma manera, al comparar los otros dos juegos de las dos medias ad-
yacentes, obtenemos 28.2 — 27.0 = 1.2 y 27.0 — 25.8 = 1.2. Asi, podemos
conectar estos pares de medias con un subrayado, obteniendo finalmente

Ruita 1 2 4 3

Media 258 270 282 302 *

Enunciando el resultado mostrado en el ejemplo 15.4 con palabras, podemos de-
cir que las rutas 1 y 2 no estdn asociadas con tiempos de manejo estadisticamente dife-
rentes, pero como un grupo tienen tiempos de manejo significativamente diferentes que
las otras dos rutas en el nivel (.05 de significancia. En la misma forma, las rutas 2 y 3
no son “significativamente diferentes”. pero como un grupo tienen tiempos de mancjo
significativamente mds grande que ¢l primer grupo y tiempos de manejo significativa-
mente mds pequefios que el Gltimo grupo.

Este resultado tal vez no sea tan definitivo como nos gustarfa (por ejemplo, la ru-
ta 2 aparece en ambos grupos, ¢l més bajo y el de en medio). Sin embargo, se pueden
tomar decisiones razonables con base en la prueba. Por ejemplo, seria racional escoger
la ruta 1 o la ruta 2 si el objetivo es minimizar el tiempo de manejo. Uno podrfa esco-
ger entre estas rutas con base en la seguridad, el paisaje, o algin otro ¢riterio adicional.

Sin embargo, con este objetivo en mente, no serfa razonable escoger la ruta 3 o
la ruta 4.

APLICACIONES

15.31 Realice una prueba de intervalos multiples para determinar la naturaleza de las
diferencias entre los tres detergentes en el ejemplo 15.1. Use el nivel 0.01 de
significancia.

15.32 Realice una prueba de intervalos miultiples para determinar la naturaleza de las
diferencias de bloque en el ejemplo 15.2. Use el nivel 0.05 de significancia.

15.33 Realice una prueba de intervalos maltiples para caracterizar las diferencias en-
tre los disefios de compresores y entre las regiones en el ejemplo 15.3. Use el
nivel 0.05 de significancia.

15.34 Realice pruebas apropiadas de amplitud muiltiple, use el nivel 0.05 de significan-
cia, para caracterizar las diferencias entre las medias de los alimentos dietéticos
y las medias de los laboratonos en el gjercicio 15.28. ;Bajo qué circunstancias
no seria apropiado hacer una prueba como ésa?

15.35 Realice pruebas apropiadas de intervalos miltiples, use el nivel 0.01 de signifi-
cancia, para caracterizar las diferencias entre las medias de los lanzadores y las
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Pruebas no paramétricas

16.1
16.2
16.3
16.4
16.5
16.6
16.7

INTRODUCCION

LA PRUEBA DEL SIGNO

LA PRUEBA DE RANGOS CON SIGNO

PRUEBAS DE SUMA DE RANGOS: LA PRUEBA U
PRUEBAS DE SUMA DE RANGOS: LA PRUEBA H
PRUEBAS BASADAS EN CORRIDAS

EL COEFICIENTE DE CORRELACION DE RANGOS

16.1 INTRODUCCION

En el capftulo 10 introdujimos el concepto de robustez en relacion con problemas de
estimacién. Extendamos ahora este concepto a las pruebas de hipétesis, que se dice son
robustas si las distribuciones muestrales de las esladisticas de prueba no estdn seria-
mente afectadas por violaciones en las suposiciones sustentantes.

En relacion con las pruebas de hipétesis, es especialmente importante saber si las
violaciones de las suposiciones sustentantes pudieran afeclar el nivel de significancia.
Como vimos ¢n la seccidn 12.5, cualquier comparacién de las funciones de potencia de
dos o mas pruebas requicre que los niveles de significancia sean iguales; y si éste no es
¢l caso, 1a comparacion es invélida. Por ejemplo, la prueba ¢ de una muestra de la sec-
cién 13.3 requiere que nuestra muestra venga de una poblacidon normal. Asf, ;qué pa-
sa cuando la poblacién es “no muy normal”. digamos, si tiene forma de campana pero
no es perfectamente simétrica? Las simulaciones con computadoras han mostrado que
aun cuando una poblacién puede apartarse algo de la normalidad, la mayor parte del
ticrmpo el nivel de significancia todavia estard cercano a los valores prescritos de a.

Los siguientes ejemplos muestran cdmo la violacidn de las suposiciones sustentan-
tes acerca de una poblacidn puede afectar el nivel de significancia. Supongamos que
queremos probar la hip6tests nula g = p, en ¢l nivel 0.05 de significancia, donde p es
la media de una poblacién normal con desviacién estdndar conocida o, pero hay una
probabilidad importante {digamos, una en 50) de que uno de los valores se registrard
incorrectamente. En relacion con la prucbha que se ilustra en el ejemplo 13.1, estamos
asl violando la suposicién de que estamos tratando con una muesira aleatoria dc una
poblacién normal. 5i uno de los valores en ¢l ¢jemplo 13.1 s¢ hubiese registrado inco-
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rrectamente, digamos, como 7.452 onzas en vez de 7.952 onzas, la media del peso de los
25 paquetes de galletas se habria visto reducido por

7.952 — 7.452

= 0.020
25

onzas, z se hubiese visto reducida de 2.48 a 2.22, y el valor P correspondiente hubiese
aumentado de 0.0046 a 0.0264. Puesto que el nuevo valor de P excede a 0.025, ya no se
puede rechazar la hipétesis nula; esto muestra c6mo los valores P y por tanto el nivel
de significancia pueden verse afectados cuando permitimos la posibilidad de registrar
incorrectamente los datos.

Ahora supongamos que en un problema como el anterior o es desconocida, de
manera que ¢l procedimiento estdndar serfa la prueba ¢ de una muestra ilustrada en el
ejemplo 13.3. En ese caso, un error al registrar un valor afectard la desviacién estdndar
muestral asi como la media muestral, que aparecen, respectivamente, en el denomina-
dor y numerador de la estadistica de prueba. Como se ilustra para un caso especial en
el ejercicio 16.1, esto a menudo daré valores de ¢ més cercanos a +1 o —1 y, por tan-
to, hard més dificil rechazar la hip6tesis nula. En otras palabras, con el riesgo de un
error asi, ¢l nivel de significancia bien puede ser menor que el valor a prescnito. Esto
también se ilustra en los ejercicios 13.17 y 13.18 de la pigina 423.

Puesto que hay muchas situaciones donde nos enfrentamos a dudas serias sobre
la robustez de las pruebas de hipétesis, en especial con relacién a las suposiciones de
normalidad, los estadfsticos han desarrollado técnicas alternativas que requieren me-
nos suposiciones, si es que requieren alguna. Estas pruebas cn general s¢ conocen co-
mo no paramétricas; entre ellas se encuentran pruebas que estdn libres de distribucién
(donde no hacemos suposiciones sobre la poblacién, excepto, quizd, que son continuas)
y también pruebas que son no paramétricas s6lo en cuanto a que no estamos preocu-
pados por los parémetros especificos de las poblaciones dadas.

Aparte del hecho que las pruebas no paramétricas se pueden usar en condiciones
més generales que las pruebas estdndar a las que reemplazan, tienen una atraccién in-
tuitiva considerable, por lo general, son faciles de explicar y faciles de entender. Tam-
bién, en muchas prucbas no paramétricas la carga de calculo es tan ligera que pueden
caer bajo el encabezado de técnicas “rapido y facil” o “atajos™. En parte por estas ra-
zones, las pruebas no paramétricas se han vuelto muy populares, y hay una extensa li-
teratura dedicada a su teorfa y aplicaci6n.

La principal desventaja de las pruebas no paramétricas es que a menudo desper-
dician la informacién y asi son menos eficientes que las técnicas estdndar que reempla-
zan. Se debe observar, sin embargo, que las comparaciones de eficiencia suelen suponer
que se satisfacen las condiciones que sustentan a las pruebas estdndar, y por lo tanto
tienden a subestimar el valor real de los métodos no paramétricos cuando se tratan los
asuntos de robustez. En general, es verdad que cuanto menos se suponga, tanto menos
puede inferirse de un conjunto de datos. pero también es verdad que cuanto menos se
suponga, tanto mds se amplifa la aplicabilidad de nuestro método.
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16.2 LA PRUEBA DEL SIGNO

La prueba del signo se¢ usa a menudo como una alternativa nc paramétrica a la prueba ¢
de una muestra, donde probamos la hipétesis nula 4 = u,, contra una alternativa apropia-
da. Para la prueba de! signo, suponemos meramente que la poblacién muestreada es con-
tinua y simétrica. Suponemos que la poblacién es continua de manera que hay cero
probabilidad de obtener un valor igual a u,, y ni siquiera necesitamos la suposicion de si-
metrfa st cambiamos la hip6tesis nula a & = i, donde x es la mediana de la poblacion.

En la prueba del signo reemplazamos cada valor de la muestra que exceda a u,, con
un signo mas y con cada valor menor quec u, con un signo menos, y después probamos
la hip6tesis nula que el niimero de signos positivos es un valor de una variable aleatoria
que tiene la distribucién binomial con los pardmetros n (el niimero total de signos posi-
tivos o negativos) y 8§ = % La alternativa bilateral g # p, se vuelve asi 8 # i y las al-
ternativas unilaterales 4 — g,y 1 > u,se vuelven 8 - % ye > % respectivamente. Si
un valor muestral ¢s igual a gy, lo cual puede suceder cuando tratamos con datos redon-
deados aun cuando la poblacién sea continua, simplemente lo descartamos.

Para realizar una prueba del signo cuando el tamaiio de la muesira es muy peque-
fio, nos referimos directamente a una tabla de probabilidades binomiales como la tabla 1;
cuando el tamaiio de la muestra es grande, usamos la aproximacién normal de la dis-
tribucién binomial.

EJEMPLO 16.1
Estas son las mediciones de la resistencia a la ruptura. en libras, de cierta clase de cin-
la de algodén de 2 pulgadas:
163 165 160 189 161 171 158 151 169 162
163 139 172 165 148 166 172 163 187 173

Use la prueba del signo para probar la hipétesis nula z = 160 contra la hip6tesis alter-
nativa & > 160 en el nivel 0.05 de significancia.

Solucion
1. Hy p =160
Hl: H > 160
a = 0.05

2'.  Use la estadistica de prueba X, el nimero observado de signos positivos.

3. Reemplace cada valor que excede a 160 con un signo més, cada valor me-
nor de 160 con un signo menos, y descarte el valor tinico que es igual a 160,
obtenemos

+ 4+ 4+ + + - — + + + -4+ -+ 4+ + + +

de manera que n = 19 y x = 15. A partir de la tabla [ encontramos que
P(X 2 15)=0.0095 para g =1

4'. Puesto que el valor P, 0.0095, es menor que 0.05, se debe rechazar la hip6-
tesis nula, y concluimos que la media de la resistencia a la ruptura de la cla-
se dada de cinta excede a 160 libras. A
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EJEMPLO 16.2

Los datos siguientes, en toneladas, son las cantidades de 6xidos de azufre emitidos por
una planta industrial grande en 40 dias:

17 15 20 29 19 18 22 25 27 9
24 20 17 6 24 14 15 23 24 26
19 23 28 19 16 22 24 17 20 13
19 10 23 18 31 13 20 17 24 14

Use la prueba del signo para probar la hip6tesis nula . = 21.5 contra la hip6tesis al-
ternativa i < 21.5 en el nivel 0.01 de significancia.

Solucién
1. Hy pu=25
H: p<215
a =00

2. Rechace la hipétesis nula si z @ — 255 = —2.33, donde

. x — n@
T Vae( - )

conf = % y x es ¢l niimero de signos més (valores que exceden a 21.5).
3. Puesto que n =40 y x = 16, obtenemos nd = 40-1 =20, Vn8(1 — 8) =
V40{0.5){0.5) = 3.16, y por tanto

16 — 20
=316 - —1.26

4. Puesto que z = —1.26 excede a —2.33, no se puede rechazar la hipétesis
nula. A

También s¢ puede usar la prueba del signo cuando tratamos con datos asociados
en parejas, como en los ejercicios 13.31 y 13.32. En tales problemas, cada par de los va-
lores de la muestra se reemplaza con un signo mds si la diferencia entre las observacio-
nes asociadas en parejas es positiva (esto es, si el primer valor excede al segundo valor)
¥ por un signo menos si la diferencia entre las observaciones asociadas en parejas es ne-
gativa (esto es, si el primer valor es menor que el segundo valor), y se descarta si la di-
ferencia es cero. Para probar la hipdtesis nula de que dos poblaciones simétricas
continuas tienen medias iguales (o que dos poblaciones continuas tienen medianas igua-
les), podemos asi usar la prueba del signo, que en relacién con esta clase de problemas
se conoce como la prueba del signo de muestras asociadas en parejas. Cuando la prue-
ba del signo se usa como en los ejemplos 16.1 y 16.2 nos referimos a ella como la prueba
del signo de una muestra.

EJEMPLO 16.3

Para determinar la eficacia de un nuevo sistema de control de transito, se observé el
nimero de accidentes que ocurrieron en |2 intersecciones peligrosas durante 4 sema-
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para variables aleatorias y las letras mintsculas correspondientes para sus valores. Esto
evita la confusién entre las estadisticas usadas aqui y la estadistica ¢ del capftulo 13.)

+ 1
Puesto que lasuma de T*y T~ es siempre # y ambas son valores de va-

. . . nin + 1 e
riables aleatorias que asumen valores en el intervalo de 0 a —(2—1 con distnbucio-
- n(n + 1) L ,
nes que son simétricas alrededor de " podemos dibujar [a relacién entre las

distribuciones de las variables aleatorias correspondientesa 7%, T~ y T como en la fi-
gura 16.1 paran = 5.

|
3/32

1/32 1/32

6123 45¢6728¢9 13 14

Distribucién de la variable aleatoria
que corresponde aT o T

2 3 6

Distribucién de la variable aleatoria
que corresponde a T

Figura 16.1 Distribuciones de variables aleatorias que correspondena T°, T |
yTparan=35.
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Antes Después
147.0 1379
183.5 176.2
2321 219.0
161.6 163.8
197.5 193.5
206.3 201.4
177.0 180.6
2154 2032
147.7 149.0
208.1 1954
166.8 1585
1319 1344
150.3 149.3
197.2 189.1
159.8 159.1
171.7 173.2

Use la prueba de rangos con signo para probar en el nivel 0.05 de significancia si el ré-
gimen alimenticio de reduccién de peso es eficaz.

Solucidn
1. Hy: py = po
H: p > p
a = 0.05
2. Rechace la hipétesis nula si z = 2495 = 1.645, donde
T — 4
= o

y 4 y o’ estédn dadas por las férmulas del teorema 16.1.

3. Las diferencias entre los pares respectivos son 9.1, 7.3, 13.1, =2.2, 40, 4.9,
-3.6,122,~1.3,12.7,83,—-25,1.0,8.1,0.7 y =15, y si sus valores absolu-
tos se ordenan, encontramos que las diferencias positivas ocupan los rangos
13, 10,16, 8,9. 14, 15,12, 2,11 y 1. Asf,

T"=13+10+16+8+9+144+15+12+2+11+1
= 111

16-17 _ ,_16-17-33
g Byor=—3g

Puesto que u = = 374, obtenemos

_ 111 — 68
374

z = 222
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4. Puesto que =222 excede a z4; = 1.645, se debe rechazar la hipotesis nu-
la; concluimos que el régimen alimenticio es, en realidad. eficaz para redu-
cir de peso. A

EJERCICIOS

16.1 Se toma una muestra aleatoria de tamafio » = 2 para probar si una poblacién
normal ticne la media o = 0.

{a) Silos valores observados de la muestra son x; ¥ x; con x; > x; > 0, demues-
tre que la estadistica para la prucba ¢ de una muestra se puede escribir como

_x|+I2

! N T X

(b) Si el punto decimal se mueve erréneamente un lugar a la derecha cuando
se regisira x,, encuentre una expresion para ¢°. ¢l valor correspondiente de
la estadistica t, y verifique que

1< <t
16.2 Muestre que bajo la hipotesis nula de la seccién 16.3, T es un valor de una va-
. e o aln + 1
riable aleatoria cuya distribucion es simétrica alrededor de J——)-

4

16.3 Con respecto a la prueba de rangos con signo, encuentre la media y la varian-
za de la variable aleatoria cuyos valores estdn dados por 7% — 7.

16.4 Explique por qué, entre otros. estd en blanco el elemento de la tabla X paran =5
en la columna para Ty ;.

APLICACIONES

16.5 Estas son las cantidades de tiempo. en minutos, que tardé a una muestra alea-
toria de 20 técnicos en realizar cierta tarca: 18.1, 20.3, 18.3, 15.6. 22.5, 16.8, 17.6,
16.9, 182, 17.0. 19.3,16.5. 19.5, 18.6, 20.0, 188, 19.1, 17.5, 18.5 y 18.0. Suponien-
do que esta muestra vino de una poblacidn simétrica continua. use la prueba del
signo en el nivel 0.05 de significancia para probar la hip6tesis nula que la me-
dia de la poblacién es 19.4 minutos contra la hipétesis alternativa que no es 19.4
minulos. Realice la prueba usando

{a) latabla I
{b) la aproximacién normal a Ja distribucion binomial.

16.6 Rchaga el ejercicio 16.5 usando la prueba de rangos con signo basada en la la-
bla X.

16.7 Estas son las cantidades de dinero (en délares) que gastaron 16 personas en un
parque de diversiones: 20.15, 19.85, 23.75, 18.63, 21.09, 25.63, 16.65, 19.27, 18.80,
21.45,20.29. 19.51, 23.80, 20.00. 17.48 y 19.11. Suponiendo que ésia es una mues-
tra aleatoria de una poblacién simétrica y que la probabilidad de que una per-
sona gastard $19.00 exactamente es extremadamente pequeia. use la prueba del
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de significancia para probar la hip6tesis nula pu = pg contra la hip6tesis alter-
nativa
(a) u # po (b) u > uy (¢) n < p,?

16.16 Rehaga el ejercicio 16.15 cambiando ¢l nivel de significancia a 0.01.

16.17 En una muestra aleatoria tomada en un parque publico, se tardaron 38, 43, 36,
29, 44, 28, 40, 50, 39, 47 y 33 minutos en jugar un partido de tenis. Use la prue-
ba de rangos con signo en el nivel 0.05 de significancia para probar si en pro-
medio se tardan 35 minutos en jugar un partido de tenis en ese parque piblico.

16.18 Una mucstra de 24 maletas que transporta una linea aérea en vuelos transoceéni-
cos pes6 32.0, 464, 48.1, 27.7, 35.5, 52.6, 66.0, 41.3, 49.9, 36.1, 50.0, 44.7, 48.2, 36.9,
40.8,35.1, 63.3, 425,524,409, 38.6, 43.2, 41.7 y 35.6 libras. Pruebe en el nivel 0.08
de significancia si la media del peso de las maletas que transportd la linea aérea
en esos vuelos es 37.0 libras usando la prueba de rangos con signo basada en
(a) latabla X; (b) los resultados del teorema 16.1.

16,19 Lo siguiente es una muestra aleatoria de los 1Q de maridos y esposas: 108 y 103,
104y 116,103 y 106, 112y 104,99y 99, 105 y 94, 102 y 110, 112 y 128, 119y
106, 106 y 103,125y 120,96y 98,107 y 117, 115 y 130, 101 y 100, 110 y 101, 103
y 96,105 y 99, 124 y 120, y 113 y 116. Pruebe en el nivel 0.05 de significancia si
los maridos y las mujeres son en promedio igualmente inteligentes en la pobla-
cién muestreada usando la prueba de rangos con signo basada en

(a) la tabla X; {b) los resultados del teorema 16.1.

16.4 PRUEBAS DE SUMA DE RANGOS: LA PRUEBA U

En esta seccién presentaremos una alternativa no paramétrica a la prueba ¢ de dos
muestras, que se llama la prueba U, la prueba Wilcoxon, o la prucba Mann-Whitney,
nombradas en honor a los estadisticos que contribuyeron a su desarroilo. Sin tener que
suponer que las dos poblaciones muestreadas tienen distribuciones normales, podre-
mos probar la hipétesis nula de que estamos muestreando poblaciones continuas idén-
ticas contra la alternativa de que las dos poblaciones tienen medias desiguales.

Para ilustrar el procedimiento, suponga que queremos comparar dos clases de se-
flales luminosas de emergencia con base en los siguientes tiempos de iluminacién (re-
dondeadas al décimo de minuto més cercano):

Marca A: 149,11.3,13.2, 166, 17.0, 14.1, 154, 13.0, 16.9
Marca B: 152,198,147, 183, 162, 21.2, 18.9, 12.2, 15.3, 194

Al arreglar estos valores en forma conjunta (como si fueran una muestra) en un orden
creciente en magnitud y asignarles en este orden los rangos 1, 2, 3, ... y 19, encontramos
que los valores de la primera muestra (marca A) ocupan los rangos 1, 3,4, 5,7, 10, 12,13
y 14, en tanto que los de la segunda muestra (marca B) ocupan los rangos, 2, 6, 8,9, 11,
15, 16, 17, 18 y 19. Si hubiese habido empatces, les habriamos asignado a cada una de las
observaciones empatadas la media de los rangos gue hubiesen ocupado conjuntamente.

Si hay una diferencia notable entre las medias de las dos poblaciones, es proba-
ble que la mayoria de los rangos inferiores vaya a los valores de una muestra, en tan-
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y la varianza

- ma{m + 0y + 1)

ot = 12

EJEMPLO 16.7

Demostracion. Bajo la hipétesis nula de que las dos muestras vienen de
poblaciones idénticas que son continuas (de manera que la probabilidad de que
habrd cualesquicr empates sea cero), W) es la suma de n, enteros positivos selec-
cionados al azar entre los primeros n; + n, enteros positivos. Al hacer uso de los
resultados del inciso (c) del ejercicio 8.13 con n =n, y N =n, + n,, encontra-
mos que W, es el valor de una vanable aleatoria con la media

"1("1 + n; + 1)
2

y la varianza
mny(n, + ny + l)

12

H,(nl + l)
2
ble aleatoria que corresponden a U, son

Puesto que U, =W, — , s¢ sigue que la media y la varianza de vana-

2 2 2

e

nony(n; + ny + 1)
12
También, puesto que Uy + U, siempre es igual a 1 n,. la media y la varianza de

la variable aleatoria que corresponde a Uj son iguales a las de la variable aleato-
ria que corresponde a U, [véase el inciso (a) del ejercicio 16.20]. v

o =

A continuacién se muestran los aumentos de peso (en libras) de dos mucstras alcato-
rias de pavos jovenes alimentados con dos dietas diferentes pero, en otros aspectos,
mantenidos bajo condiciones idénticas:

Dieta 1: 16.3,10.1,10.7, 13.5, 149, 11.8, 14.3,10.2,
12.0. 14.7.23.6. 15.1.14.5. 18.4, 13.2, 14.0

Dieta 2 21.3,23.8,15.4,19.6,12.0, 13.9, 18.8, 19.2,
15.3,20.1. 148, 189.20.7. 21.1, 15.8. 16.2

Use la prueba U en el nivel 0.01 de significancia para probar la hip6tesis nula que las
dos poblaciones muestreadas son idénticas contra la hipétesis alternativa que en pro-
medio la segunda dieta produce un mayor aumento de peso.
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12 /84"  55%° 31.5’-)
H=——| — +- +—1-3-19
18-19 ( 6 7 5 3
= 6.67
4. Puesto que H = 6.67 excede a xjq : = 5.991, se debe rechazar la hip6te-
sis nula; concluimos que los tres métodos no son igualmente eficaces. A
EJERCICIOS

16.20 Mucstre que
(a) U, + U, = nn, para cualquier par de valores de las variables alcatorias;
(b) ambas variables aleatorias correspondientes a U} y U, asumen valores en
el rango de 0 a nyn..
16.21 Demuestre que la distribucién de la variable aleatoria que corresponde a W, es
simétrica alrededor de
mny + ny + 1)
2

y por tanto que la distribuciéon de la variable aleatoria que corresponde a U
Hlﬂg
2

to en orden creciente como decreciente de magnitud.)

es simétrica alrededor de . (Sugerencia: Ordene los datos combinados tan-

16.22 Vernhque que U, y U también estdn dadas por

ny(ny + 1)

U =nn, +
i 1n: 2

- W

m(n + 1) B
2

16.23 Si X, X;,.... X, y Y. Y;,.... Y,, son variables aleatorias independientes, po-
demos probar la hipdtesis nula de que vienen de poblaciones continuas idénti-
cas con base en la estadistica U de Mann-Whitney, la cual es simplemente el
numero de pares (x,, y;) para las cuales x; > y;. En forma simbdlica.

U,

nyn, W,

b I ]

U= 2 Edu

=] ;=1

donde

d. = 1 sixy, >y,
v 0 six; <y

parai=12,....myj=1,2,...,n. Muestre que esta estadistica U de Mann-
Whitney ¢s la misma quc la estadistica U; de la seccién 16.4.
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16.24 Verifique que la estadistica Kruskal-Wallis en la pdgina 544 es equivalente a

16.25

n+1) ,.E, (‘-"TH)Z

Muestre que si un andlisis de la varianza en un sentido se realiza sobre los ran-
gos de las observaciones en vez de Jas observaciones mismas, se vuelve equiva-
lente a la prueba basada en la estadistica H.

APLICACIONES

1626

1627

16.28

16.29

16.30

Estas son cifras acerca del niimero de robos cometidos en una ciudad en mues-
tras aleatorias de seis dias en la primavera y seis dias en el otofio:

Primavera: 36, 25, 32, 38, 28, 35
Qioiio: 27,20,15,29,18, 22

Use la prueba U en ¢l nivel 0.05 de significancia para probar la afirmacién que
en promedio hay igualmente tantos robos por dfa en la primavera como en el
otofio, contra la alternativa de que hay menos en el otoilo.

Los siguientes son los nimeros de dureza Rockwell obtenidos para seis fundi-
ciones a troquel de aluminio seleccionadas aleatoriamente del lote de produc-
cién A y ocho del lote de produccién B:

Lote de produccicn A: 18, 56, 63, 70, 58,74
Lote de produccion B: 63,85,77,80,86,76,72, 82

Use la prueba U para probar en el nivel 0.05 de significancia para probar si las
fundiciones del lote de produccién B son en promedio igualmente duras o si
son mds duras que las del lote de produccién A.

A continuacién se muestra el nimero de minutos que a una muestra aleatoria
de 15 hombres y 12 mujeres tardé en terminar una prueba escrita dada para la
renovacion de sus licencias de manejar:

Hombres: 99, 74,.89,91,7.7.97,11.8,9.2, 10.0, 10.2. 9.5.
10.8,8.0,11.0,7.5

Mujeres: 8.6,10.9,98,10.7,94,10.3,7.3,11.5,7.6,9.3, 8.8,
9.6

Use la prucba U basada en la tabla XI en el nivel 0.05 de significancia para de-
cidir si aceptamos la hipétesis nula &, = i, o la hipétesis alternativa g, # u,,
donde pu; ¥ u, son los promedios de la cantidad de tiempo que tardan los hom-
bres y las mujeres en terminar la prueba.

Rehaga el ejercicio 16.28 usando la aproximacién normal a la distribucion de la
estadistica de prueba.

Un examen diseilado para medir ¢l conocimiento bésico sobre la historia de Es-
tados Unidos se aplicé a muestras aleatorias de alumnos de primer afio de dos
universidades importantes, y sus calificaciones fueron:
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dosis de 0.5 mg: 82 100 102 137 140 7.8
12.7 109
dosis de 1.0 mg: 9.7 131 110 75 133 125
88 129 79 105
dosis de 1.5 mg: 120 72 80 94 113 9.0
115 85

Use la prueba H en el nivel 0.01 de significancia para probar la hip6tesis nula
de que las diferencias en dosis no tienen efecto en el periodo que tardan los co-
nejillos de indias en dormirse.

16.6 PRUEBAS BASADAS EN CORRIDAS

Hay varios métodos no paramétricos para probar la aleatoriedad de los datos observa-
dos con base en ¢l orden en que se obtuvieron. La técnica que describiremos aqui se
basa en la teoria de las corridas, donde una corrida es una sucesién de letras idénticas
{u otra clase de simbolos) precedida o seguida por diferentes letras o por ninguna le-
tra. Para ilustrarlo, considere los siguientes arreglos de piezas defectuosas, 4, y no de-
fectuosas, n, que cierta maquina produjo en el orden dado:

nnnnnddddnnnannnnnnddnnddddnddnn
— v e e e e ey

Al usar corchetes para combinar las letras que constituyen una corrida, encontramos
que hay pnmero una corrida de cinco n, después una corrida de cuatro d, después una
corrida de diez n, ... y finalmente una corrida de dos n; en total, hay nueve corridas de
longitud variable.

El nimero total de corridas que aparece en un arreglo de esta clase es, a menu-
do, una buena indicacién de una posible falta de aleatoriedad. Si hay muy pocas corri-
das, podriamos sospechar una agrupacién o apifiamiento, o Quizd una tendencia; si hay
demasiadas corridas, podriamos sospechar algin tipo de patrén alternante que se repi-
te. En nuestra ilustracién, parece haber una agrupacién definitiva, las piczas defectuo-
sas parecen venir en grupos; pero queda por ver si esto es significativo o si se puede
atribuir al azar.

Para encontrar la probabilidad de que n, letras de una clase y n, letras de otra
} n +n )
clase formaran u corridas cuando cada uno de los ( ! " : ) arreglos posibles de es-
1

tas letras se considera como igualmente probable, investiguemos primero el caso donde
u es par, esto es, cuando u = 2k y k es un entero positivo. En este caso tendrd que haber
k corridas de cada clase alternando entre si. Para encontrar el nimero de formas en que
n, letras pueden formar k corridas, consideremos pnmero el caso muy simple donde te-
nemos cinco letras ¢ que se van a dividir en tres corridas. Al usar barras verticales para
separar las cinco letras en tres corridas, encontramos que hay seis posibilidades

clelece cleclee  cleecle

cclelee celeele ceclele
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4 .
que corresponden a las 5 formas ¢n que podemos colocar dos barras verticales en

k-1
y— 1
k=1
las que n, letras de la segunda clase pueden formar k cormidas, y se sigue que hay en to-

) . . n — 1
dos de los cuatro espacios entre las cinco ¢. Por la misma razén, hay ( ! ) formas

en las que n, letras de la primera clase pueden formar k corridas y ( ) formas en

tal 2(’;" ___ 11)(';: : 11) formas en las quc estas n, + n, letras pueden formar 2k

corridas. El factor 2 se explica por ¢l hecho que cuande combinamos las dos clases
de corridas de manera que puedan alternar, podemos empezar ya sea con una corrida de
la primera clase de letra o con una corrida de la segunda clase. Asi, cuando « = 2k
(donde k es un entero positivo), la probabilidad de obtener todas esas corridas es

(% 262
ﬂu)= n o+
(")

"y

y se deja al lector para demostrar en el ejercicio 16.37 que argumentos similares nos lle-

flu) = ("1;1)(?—(11) N (73':11)("’}:1)
n + n,

donde « = 2k + 1 (donde k es un entero positivo).

Cuando n, y n, son pequeiios, las pruebas de aleatoriedad basadas en u suelen
realizarse con las tablas especiales como la XII. Rechazamos la hipétesis nula de alea-
toriedad en el nivel a de significancia si

US Uy O U R Uy,

donde u; ; es el valor més grande para el cual la probabilidad de obtener un valor me-
nor que, o igual a, éste no excede a/2, y u,; es el valor més pequefio para el cual la
probabilidad de obtener un valor mayor que, o igual a. éste no excede a a/2.

EJEMPLO 16.9

Al revisar los olmos que se plantaron hace muchos aiios a lo largo de un camino veci-
nal, un funcionario del condado obtuvo los siguientes arreglos de drboles sanos, §, y
enfermos, E:

SSSSEEESSSSSSSEESSEEEE

Pruebe en el nivel 0.05 de significancia si cste arreglo se puede considerar como fortuito.
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Solucion

1. Hy: El arreglo es fortuito.
H,. El arreglo no es fortuito.
a = 0.05

2. Puesto que n, = 13 y ny; =9, rechace la hipbtesis nulasiu = 6ou = 17,
donde 6 y 17 son los valores correspondientes de > ¥ ggas-

3. u =6 por inspeccién de los datos.

4. Puesto que u = 6 es igual a iy g5 = 6, se debe rechazar la hipétesis nula; el
arreglo de olmos sanos y enfermos no es fortuito. Parece que los drboles
enfermos vienen en grupos. A

Cuando n; y n, son ambos mayores que, o iguales a 10, se considera razonable
suponer que la distribucién de la vanable aleatoria correspondiente a 1 se puede apro-
Ximar muy cercanamente con una curva normal. Para efectuar las corridas de prueba
sobre la basc de esta suposicion, necesitamos los siguientes resultados.

TEOREMA 16.3 Bajo la hipétcsis nula de aleatoricdad, la media y la varianza de
la variable aleatoria que corresponde a « son

2“1”2
mn + na

p= +1

y 2n,ny(2mny — ny — ny)
("1 + "2)2("1 +ny— 1)

Estos resultados se pueden obtener directamente con las férmulas dadas en la pé-
gina 549. Los detalles de esas pruebas, asf como un enfoque alternativo que e¢s més fa-
cil, se pueden encontrar en el libro de J. D. Gibbons listado entre tas referencias al final
de este capftulo.

EJEMPLO 16.10

Lo siguiente es un arreglo de hombres, H, y mujeres, M, que hacen fila para comprar
boletos de un concierto de “rock™:

HMHMHHHMHMHHHMMHHHHMMHMH
HHMHHHMMMHMHHHAHMHMHHHHMMH

Pruebe por aleatoriedad en el nivel 0.05 de significancia.

Solucion

1. H,: Elarreglo ¢s fortuito.
H,: El arreglo no es fortuito.
a = .05
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u es el nimero de corridas por arriba y por debajo de la mediana, y u y o2
estdn dadas por las férmulas del teorema 16.3.

3. Puesto que la mediana de las velocidades es 59.5, obtenemos el siguiente
arreglode a y &:

bbabaabbabbbbabaaaaabbbba
bbabbbaaabaaabbbbbaaaaaaa
Entonces, puesto que n, = 25, n, = 25 y u = 20, obtenemos
_2:25:25
F™ 25+ 25

; _ 2:25-25(2-25-25 - 25 — 25) _ .
(25 + 25)%(25 + 25 — 1) '

+1=26

20 — 26
=——==-172
‘T V2

4. Puesto que z = —1.72 cae entre =1.96 y 1.96, no se puede rechazar la hip6-
tesis nula; no hay evidencia real para que la muestra no se pueda conside-
rar como al azar. A

EJERCICIOS

16.37 Verifique la {é6rmula dada en la pagina 549 para la probabilidad de obtener u
corridas cuando u = 2k + 1, donde & es un entero positivo.

16.38 Si una persona obtiene siete caras y tres cruces en 10 lanzamientos de una mo-
neda balanceada, encuentre las probabilidades para 2, 3,4, 5, 6 y 7 commidas.

16.39 Encuentre ia probabilidad de que n; = 6 letras de una clase y n, = 5 letras de
otra clase formardn al menos 8 corridas.

16.40 Si hay n, = 8 letras de una clase y n, = 8 letras de otra clase, ;para cudntas co-
rridas rechazariamos la hip6tesis nula de aleatoriedad en el nivel 0.01 de signi-
ficancia?

APLICACIONES

16.41 Este es el orden en que un corredor recibe érdenes de compra, C, y venta, V
para cierta accién:

cCCCccceccvvevvvvvvococococo
Pruebe por aleatoriedad en el nivel 0.05 de significancia.

16.42 Una conductora compra gasolina en una gasolinera Texaco, 7, o en una gaso-
linera Mobil, M, y los siguientes arreglos muestran el orden de las gasolineras
donde compré gasolina durante cierto periodo:



554

Capitulo 16: Pruebas no paramétricas

155, 146 y 158 durante un periodo de 33 afos. Haga uso del hecho que 1a me-
diana es 138, prucbe en el nivel 0.05 de significancia si hay una tendencia ver-
dadera.

16.51 Estas son las ventas trimestrales durante seis afios (en millones de délares) de
un fabricante de maquinaria pesada: 83.8, 102.5, 121.0, 90.5, 106.6, 104.8, 114.7,
93.6, 98.9, 96.9, 122.6, 85.6, 103.2, 96.9, 118.0, 92.1, 100.5, 92.9, 125.6, 79.2, 110.8,
95.1, 125.6 y 86.7. ; En el nivel 0.05 de significancia, hay un verdadero patrén cf-
clico?

16.52 La teorfa de las corridas también se puede usar como una alternativa de la
prucba de suma de rangos de la seccién 16.4, esto es. la prueba de la hipétesis
nula que dos variables aleatorias independientes vienen de poblaciones conti-
nuas idénticas. Simplemente ordenados los datos conjuntamente, escribimos un
1 debajo de cada valor que pertenece a la primera muestra y un 2 debajo de ca-
da valor que pertenece a la segunda muestra, y después probamos la aleatorie-
dad del arreglo resultante de 1 y 2. Si hay muy pocas corridas, esto bien puede
explicarse por ¢l hecho que las dos muestras vienen de poblaciones con medias
desiguales. Con respecto a los datos en la pdgina 539, use esta técnica para pro-
bar en el nivel 0.05 de significancia si las dos muestras vinieron de poblaciones
continuas idénticas o si las dos poblaciones tienen medias desiguales.

16.7 EL COEFICIENTE DE CORRELACION DE RANGOS

Puesto que las suposiciones que sustentan la prueba de significancia para los coeficien-
tes de correlacién de la seccién 14.5 son més bien estrictas, a veces ¢s preferible usar
una alternativa no paramétrica. Muy popular entre esas medidas de asociacién no pa-
ramétricas est4 el coeficiente de correlacién de rangos, también llamado coeficiente de
correlacion de rangos de Spearman, rg. Para un conjunto dado de datos asociados en
parejas {(x;.y,); i=1,2,..., n}, se obtiene al ordenar las x entre sf mismas y también
las y, ambas de menor a mayor o de mayor a menor, y después sustituirlas en la siguien-
te férmula.

DEFINICION 16.1 El coeficiente de correlacién de rangos esta dado por

donde d, ¢s la diferencia entre los rangos asignados a x, y ¥;.

Cuando hay un empate en el rango, procedemos como antes y asighamos a las obser-
vaciones empatadas la media de los rangos que ocupan conjuntamente.
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Cuando no hay empates en el rango. rg es realmente igual al coeficiente de co-
rrelacion r calculado para los rangos. Para verificar esto, sean r, y s, los rangos de x; v v,.
Al hacer uso del hecho que la suma y la suma de los cuadrados de los primeros n en-

.. + 1) nin+ 1)(2n + 1 .
teros positivos son n—(L - *] y- ( - 6( ) . respectivamente, encontramos que

i' _ i-‘:_ n!'n + 1'!

1 =1 - 2

Sin= =

=1 im]

y si sustituimos ¢stas expresiones en la férmula para r, obtenemos la férmula para rg
dada en la definicion 16.1.

EJEMPLO 16.12

A continuacién se da el ndmero de horas que 10 estudiantes estudiaron para un c¢xa-
men y las puntuaciones que obtuvieron:

Ntumero de horas

estudiadas Puntuacion
x y
8 56
5 44
11 79
13 72
10 70
5 54
18 04
15 BS
2 33
3 65

Calcule r;.

Solucion
Al ordenar las x y las y y al proceder como en la siguiente tabla, obtenemos
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Rango Rango

de x de y d d*
6.5 7 —0.5 0.25
8.5 9 -0.5 0.25
4 3 1.0 1.0
3 4 1.0 1.00
5 5 0.0 0.00
8.5 8 0.5 0.25
[ 1 0.0 0.00
2 2 0.0 0.00

10 10 0.0 0.00
6.5 6 0.5 0.25

3.00
Entonces, la sustitucién en la fSrmula para rg nos da
6-3
= (.98 A

s= 1= Bpo -1

Como se puede ver a partir de este ejemplo, 7 se determina con facilidad; cier-
tamente, a veces se usa en vez de r principalmente a causa de su facilidad de célculo.
Si hubiésemos calculado 7 para los datos del ejemplo anterior, habrfamos obtenido » =
0.96, y esto estd muy cercano a rg = 0.98.

Para valores pequefios de n{n = 10), la prueba de la hipétesis nula de no corre-
lacién, ciertamente, la hip6tesis nula de que las x y las y estan asociadas aleatoriamen-
te en parejas, se puede basar en las tablas especiales determinadas de las distribuciones
muestrales exactas de Ry (véanse las referencias en la pigina 559). La mayoria de las
veces, sin embargo, usamos el hecho que la distribucién de muestreo de R puede apro-
Ximar muy cercanamente con la distribucion normal, y para este fin necesitamos los si-
guientes resultados.

TEOREMA 16.4 Bajo la hip6tesis nula de no correlacién, la media y la varianza
de R, son

1

E(Rs) =0 y var(Rs) = —

Una prueba de este teorema se puede encontrar en el libro de Gibbons que se encuen-
tra entre las referencias al final de este capftulo. En el sentido estricto, el teorema se
aplica cuando no hay empates, pero se puede usar a menos que €l nimero de empates
sea grande.

EJEMPLO 16.13

Con respecto al ejemplo 16.12, pruebe en el nivel 0.01 de significancia si el valor obte-
nido para rg, 0.98. es significativo.
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Solucion

1. Hy: No hay correlacién.
H,: Hay correlacién.
a = 0.01

2. Rechace la hipétesis nulast z = —2.575 0 z 2 2.575, donde
2= rg Vin -1
3. Al sustituir # =10 y rg = 0.98, obtenemos
= 098V10 — 1 = 2.94

4. Puesto que z = 2.94 excede a 2.575, se debe rechazar la hipétesis nula; con-
cluimos que hay una relacién verdadera (positiva) entre el tiempo de estu-

dio y las puntuaciones. A
EJERCICIOS
16.53 Dado un conjunto de kadas (x;;, Xy5,..., %), (X2, X220 xu ) ¥ (2,
Xpteonrs x,,k), el alcance de su asociacién. o concordancia, se puede medir por

medio del coeficiente de concordancia:
n n+ 1) 2
W =
Kn(n? = 1) ( - 1) 2[ 2 ]

donde R, es la suma de los rangos asignados a x;,, Xp,... ¥ X, cuando las x con
el segundo subindice 1 s¢ ordenan entre sf mismas y lo mismo se hace con las
x con €l segundo subindice 2, ... y las x con el segundo subindice k. ;Cuales
son los valores maximos y minimos de W, y qué reflejan con respecto a la con-
cordancia, o falta de ella, de los valores de las k variables aleatorias?

APLICACIONES

16.54 Calcule rg para los datos siguientes que representan las calificaciones de esta-
distica, x, y las calificaciones de psicologfa. y. de 1B estudiantes

x y x ¥y
78 80 97 90
86 74 74 85
49 63 53 71
94 85 58 67
53 55 62 64
89 86 74 69
94 90 74 71
71 84 70 67

70 71 74 )




APENDICE

A

Sumas y productos

A.1 REGLAS PARA SUMAS Y PRODUCTOS
A.2 SUMAS ESPECIALES

A.1 REGLAS PARA SUMAS Y PRODUCTOS

Para simplificar las expresiones que incluyen sumas y productos, en estadistica se usan
ampliamente las notaciones X y [1. En la notacién usual escribimos

b
in = X‘ + .I‘.” + .t‘.i.z + i + xb

i=g

b
H-f.' T Xg " Kgap " Xg42t oo " Xp

iwg

para cualesquier enteros no negativosay bcona = b.

Cuando se trabaja con sumas o productos, a menudo es Gtil aplicar las siguientes
reglas, las cuales se pueden verificar al escribir las expresiones respectivas en su totali-

dad, esto es, sin la notaciéon X o [I:

TEOREMA A.l

L} n
1. Ekxi =k D x
= ;

n
2. D k=nk
=1
n A n
3. Z(n+y)= Jx+ 2‘1)':
4 kx;, = k" x;
it =1
5 k=k"
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¢t (81

i=1 1= 1=]

7. InJ]x, = D inx,
=1 =1

En la estadistica también se usan ampliamente sumas dobles, sumas triples, ..., ¥
si aplicamos repetidamente la definicién de ¥ dada arriba, tenemos, por ejemplo

"t n

m
2 2‘:‘; = 21(::,-. +xp + 0+ xm)
<

=] =1
= (x“ + R et + -+ xl,')

+(x21 + Xp + -+ xz,,)

+ (xml + X2 + -+ xmn)

Advierta que cuando las x; se acomodan asi en un arreglo rectangular, el primer subindice
denota el renglén al cual pertenece ¢l elemento en particular, y el segundo subindice denota
la columna.

Cuando trabajamos con sumas dobles, ¢l siguiente teorema es de especial interés;
es consecuencia inmediata de la expansion polinomial de

(x, + x; + -+ x,)

TEOREMA A.2

donde

A.2 SUMAS ESPECIALES

En la teoria de la estadistica no paramétrica, particularmente cuando tratamos con su-
mas de rangos, frecuentemente necesitamos expresiones para sumas de potencias de
los primeros n enteros positivos, esto es, expresiones para

Srr)y=1+2"4+34+-+n
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A3 Dadox;=1,x=3. x3=-2, x, =4, x=—1, x4 =2, x;=1 y xg =2, encuentre

R
(a) Z x;; (b)

Ad Dado x;, =3, x, =4, x, =5,
y £ = 2, encuentre

5
(a) ;Jﬁ

§
(c) 2‘1 xf

(b)

(d)

AS Dado x, = 2, x; = -3, x; =

¥4 = —1, encuentre

(a) Z‘ix.-; (b)
(c) ;x?: (d)

8
> )

i=1

=6.%=7f£=3 £=T =10 /=5

(e) E Xi¥ie

=1

M
v, .

M

It

A-G Dado fu~=— 3. 12 & 1. In = _‘2, X4 = 2, Xy = 1, Xy = 4, Xn = _2‘ X = S, X531
=3, x5, =—1, x53, =2y xy, = 3. encuentre

3
(a) ) x; separadamente paraj=1,23,y4
=1

4
(b) 2 x; separadamente parai=1.2,y3.
i1

3 4

A.7T Con referencia al ejercicio A.6, evalie la suma doble 2 Ex,,-usando

(a)

f=1 f=1

los resultados del inciso (a) de esc ejercicio;

(b) los resultados del inciso (b) dc ese ejercicio.



APENDICE

Distribuciones de probabilidad
especiales

B.1 DISTRIBUCION DE BERNOULL!

fle,;o) =0(1 —6)'™* parax=0,1
Pardmetro: 0 < 8 < 1

Media y varianza: p =6 y o =6(1 — &)

B.2 DISTRIBUCION BINOMIAL

b(x;n, 8) = (:)0’(1 —8)"™* parax =0,1,2,...,n

Pardmetros: n es un entero positivoy 0 < 8 < 1

Media y varignza: p=nd y o’ = nb{1 — 9)

B.3 DISTRIBUCION UNIFORME DISCRETA (CASO ESPECIAL)

flx; k) = % parax = 1,2,..., k

Pardmetro: k es un entero positivo

+ . K —
Media y varianza: u =":2_l y o= - 1
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C

Densidades de probabilidad
especiales

C.1 DISTRIBUCION BETA

Fla + 8 _ _
71 —x)p? ara < x < 1
fixiap) = { T T(p) " U 77
0 en cualquier otra parte
Pardmetros: a >0 y B>
. . . - _ @ 7 af
Media y varianza. u at B y o PET ) PETED

C.2 DISTRIBUCION DE CAUCHY

B

m
x—a) +p

plx.a.8) = (

Pardmetros: — 0 < ag<o© y B8>0

Media y varianza: No existen

C.3 DISTRIBUCION Jl CUADRADA

[ L]

1 =2 _
2
; x ‘e arax > 0
flev) = § 271 (v/2) P
0 en cualquier otra parte
Pardmetros: v es un entero positivo

Media y varianza: n=v y ol =2
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C.4 DISTRIBUCION EXPONENCIAL

= g k@

g(x:8) =q8
0 en cualquier otra parte

parax > ()

Parametro. 8 > 0

Media y varianza: p =0 y o’ =&

C.5 DISTRIBUCION F

g(f) | F(i;—"’) (i’l_)%.f%"lo +"_1f)_%(|w‘J para f> 0

= \0 en cualquier otra parte

Parimetros. vy >0 y v, >0

¥V

V2_2

Media: p =

C.6 DISTRIBUCION GAMMA

|
flx) = Br(@)”

0 en cualquier otra parte

@l parax > 0

Parametros: a >0 y B>

Media y varianza: p = ef8 v gl = uﬁl

C.7 DISTRIBUCION NORMAL

r— 2
L 45
o\ 2T

Pardmetros: p y o >0

m{xp, o) = para —00 < x < 00

Media y varianza: p=u v a° = o’
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VIl
IX.
X.
Xl.
Xil.

. PROBABILIDADES BINOMIALES
. PROBABILIDADES DE POISSON
. DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR

VALORES Dt ¢, ,

. VALORES DE x2,

VALORES DE f5,05.4y.0, Y fo.01.01.5,

FACTORIALES Y COEFICIENTES BINOMIALES

VALORES DEe* Y e *

VALORES DE s,

VALORES CRITICOS PARA LA PRUEBA DE RANGOS CON SIGNO
VALORES CRITICOS PARA LA PRUEBA U

VALORES CRITICOS PARA LA PRUEBA DE CORRIDAS

569



10

11

12

VOO -l W= OV IV AWN=Q VUL W=

A5

0026

2316
36719
2597

.20

0011
0001

1342
3020
3020
1762
0061

0165

1168
0389

0012
10001

0563
18T
2816
.2503
1460

0584
0162

RUVY

0422
.1549
2581
2581
1721

0803
0268
0011
0001

0018
.0002

Tablas estadisticas

1719

0164
0017

0339
1110
2119
2600

2128
1160

T

2188

0312
0039

0020
0176
0703
1641
.2461

.2461
1641
0703
0176
0020

0010

0439
172
2051

.2461
.2051
J172
0439

0016
0005
0269
1611
2256

1611

0269

0054
.0005

0029
0161
0537
1208

1934
1934

1208
0537
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TABLA | (continuacion)

9
n x 05 .10 15 20 25 30 35 40 45 S0

18 10 0000 0000 0001 0008 0042 .0149 0385 0771 .1248 1669

11 0000 .0000 0000 .0001 0010 0046 0151 0374 0742 1214

12 0000 0000 .0000 0000 0002 0012 0047 .0145 0354 0708

13 0000 0000 0000 0000 0000 0002 0012 0045 0134 0327

14 0000 0000 0000 0000 0000 0000 .0002 0011 .0039 0117

15 0000 0000 0000 0000 0000 000G 0000 0002 0009 0031

16 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 .0000 .0001 0006

17 0000 .0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 .0000 .0001

18 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000

19 0 3774 1351 0456 0144  0D42 0011 0003 0001 .0000 .0O0O

1 3774 2852 1529 0685 0268 0093 0029 0008 0002 0000

2 1787 2852 2428 1540 0803 0358 0138 0046 0013  .0003

3 0533 1790 2428 2182 1517 (869 0422 0175 .0062 .0018

4 0112 0798 1714 2182 2023 1491 0909 0467 0203 0074

5 0018 0266 0907 1636 2023 .1916 .1468 0933 0497 0222

6 0002 0069 0374 0955 1574 1916 .1844 1451 0949 0518

7 0000 0014 0122 0443 Y74 1525 1844 1797  .1443 0961

8 0000 0002 0032 0166 0487 0981 .1489 .1797 1771 .1442

9 0000 0000 0007 005! 0198 0514 (0980 1464 1771 1762

10 0000 0000 0001 0013 0066 0220 0528 0976 1449 1762

11 0000 0000 0000 0003 0018 0077 0233 0532 0070 1442

12 0000 0000 0000 0000 0004 0022 0083 0237 0529 0961

13 0000 0000 0000 0000 0001 .000S 0024 0085 0233 0518

14 0000 .0000 0000 0000 0000 0001 0006 .0024 0082 0222

15 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0001 .0OOS 0022 .0074

58
-+
£
-+
+:
£
8¢
g8
g8
4

13 0000 0000 0000 000U 0000 0000 0000 .00 0000 000U
19 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0003 0000 .0000 000G
20 0 JA585 (1216 .0388 .0il15 0032 0008 .0002 .0000 000} 0000
1 3774 2702 1368 0576 0211 0068 0020 0005 .0001  .000O
2 1887  .2B52 2293 (1369 0669 .0278 .0100 .0031 .0008 .0002
3 0596 1901 2428 2054 1339 0716 0323 0123 0040 0011
4 0133 .0898 .1821 .2182 .1897 1304 0738 0350 .0139 0046
5 0022 0319 1028 1746 2023 1789 1272 0746 0365 0148
6 0003 0089 0454 .1091 .1686 .1916 .1712 1244 0746 0370
7 0000 .0020 0160 .0545 1124 1643  .1844 1659 1221 0739
8 0000 0004 0046 0222 0609 1144 1614 1797 1623  .1201
9 0000 0001 0011 0074 0271 0654 1158 1597 1771 1602
10 0000 0000 0002 0020 0099 0308 0686 .1171 1593  .1762

0030 0120 .0336 0710 1185  .1602
. . . 0: 0136 0355 0727 1201
K LH000 0000 0000 0000 0002 0010 0045 0146 0366 0739
14 L0000 0000 0000 0000 0000 0002 0012 0049 0150 0370

15 0000 .0000 0000 .0000 .0000 0000 0003 .0013 .0049 0148

+
-k
+
25
:
:
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TABLA Il
Probabilidades de Poissont

x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 09 1.0
0 9048 8187 7408 6703 6065 5488 4966 4493 4066 .3679
| 095 1637 2222 2681 3033 3293 3476 3595 3659 3679
2 0045 0164 0333 0536 0758 0988 1217 .1438 1647 .1839
3 0002 0011 0033 0072 0126 0198 0284 .0383 (44 0613
4 0000 0001 0002 0007 0016 0030 0050 0077 0111 0153
5 0000 0000 0000 0001 0002 0004 0007 .0012 0020 .0031
6 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0001 0002 0003 0005
7 0000 000G 0000 .0000 0000 .0000 0000 0000 0000 0001
X 1.1 1.2 13 14 1.5 16 1.7 18 1.9 20
0 3329 3012 2725 2466 2231 2019 1827  .1653 1496 1353
1 3662 3614 3543 3452 3347 32300 3106 2975 2842 2707
2 2014 2169 2303 2417 2510 2584 2640 2678 2700 2707
3 0738 0867 0998 1128 1255 .1378  .149%6 .1607 .1710 .1804
4 0203 0260 0324 0395 0471 .0SS51 0636 0723 0812 0902
5 0045 0062 0084 0111 0141 0176 0216 .0260 .0309 .0361
6 0008 0012 0018 .D026 0035 .0047 0061 0078 0098 .0120
7 0001 0002 0003 0005 0008 .0011 0015 .0020 .0027 0034
B 0000 0000 0001 L0001 L0001 0002 0003 0005 0006 L0009
9 0000 .0000 0000 0000 Q0000 0000 0001 0001 0001 0002
X 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 26 2.7 28 29 30
0 225 1108 1003 0907 0821 0743 0672 .0608 .0550 .0498
1 2572 2438 2306 2177 2052 .1931 A815 1703 1596 1494
2 2700 2681 2652 2613 2565 2510 2450 2384 2314 2240
3 RGO 1966 2033 2090 2138 2176 2205 2225 2237 2240
4 0992 1082 1169 1254 1336 .1414 .14BB .1557 .1622 .1680
5 0417 0476 0538 0602 0668 0735 0804 .0872 0940 1008
6 0146 0174 0206 0241 0278 .0319 0362 .0407 0455 .0504
7 0044 0055 0068 0083 0099 0118 0139 0163 0188 0216
8 0011 0015 0019 0025 0031 0038 .0047 .0057 0068 .0081
9 0003 0004 0005 0007 0009 0011 0014 0018 0022 0027

10 0001 0001 0001 0002 0002 0003 0004 0005 0006 0008

11 0000 0000 0000 0000 0000 0001 0001 0001 0002 .0002

12 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0001

+Basado en E. C, Molina, Poisson’s Exponential Binomial Limit, 1973 Reprint, Robert E. Kricger Publishing
Company, Melbourne. Fla., con permiso del editor.
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TABLA Il (continuacién)

A
x 31 3.2 33 34 35 36 37 38 39 4.0
0 0450 0408 0369 0334 0302 0273 0247 0224 0202 .0183
I 1397 01304 1217 1135 1057 .0984 0915 0850 .0789 .0733
2 2165 2087 2008 1929 1850 .1771 1692 1615 1539  .1465
3 2237 2226 2209 2186 2158 2125 2087 2046 2001  .1954
4 1734 (1781  .1823 1858  .1888 .1912 1931 1944 1951 .1954
5 075 (1140 11203 1264 1322 1377 1429 1477 1522 1563
6 0555 0608 0662 0716 .0771 0826 0881 .0936 0989 .1042
7 0246 0278 0312 0348 0385 .0425 .0466 .0508 0551 .0595
8 0095 0111 0129 0148 0169 0191 0215 .0241 0269 .0298
9 0033 0040 .0047 0056 0066 0076 0089 0102 0116 0132
10 0010 0013 0016 .0019 .0023 .0028 .0033 .0039 .0045 .0053
11 0003 0004 0005 0006 0007 0009 0011 .0013 .0016 .0019
12 0001 .0001 .0001 0002 0002 .0003 0003 .0004 0005 .0006
13 0000 0000 .0000 0000 0001 .0001 0001 .0ODO1 0002 .0002
14 L0006 0000 .0000 0000 0000 .0000 0000 0000 0000 0001
A
x 4.1 42 43 44 4.5 4.6 4.7 4.8 49 50
0 0166 0150 0136 .0123 0111 .0101 0091 .0082 .0074 .0067
1 0679 0630 0583 0540 .0500 .0462 .0427 0395 .0365 0337
2 JA393 0 1323 1254 1188 (1125 (1063 1005 0948 0894 0842
3 904 1852 1798 1743 1687 1631 1574 1517 1460 .1404
4 J951 1944 1933 1917 (1898 .1B7S (1849 1820 .1789 .1755
5 1600 1633 1662 1687 .1708 1725 .1738B .1747 1753 1755
6 1093 1143 1191 1237 1281 1323 11362 1398 1432 (1462
7 0640 0686 0732 0778 .0824 0869 .0914 .0959 .1002 1044
8 0328 0360 0393 0428 .0463 0500 .0537 0575 .0614 .0653
9 0150 0168 0188 .0209 0232 0255 .0280 .0307 .0334 .0363
10 0061 0071 0081 0092 0104 0118 0132 0147 0164 0181
1 0023 0027 0032 0037 0043 0049 0056 .0064 0073 0082
12 0008 0009 0011 0014 0016 0019 0022 0026 .0030 .0034
13 0002 0003 0004 0005 0006 .000O7 0008 0009 0011 0013
14 0001 0001 0001 0001 0002 0002 0003 0003 .0004 0005
15 0000 0000 0000 0000 0001 0001 .0OC1 0001 .0001 .0002
A
x 5.1 52 53 54 55 5.6 57 5.8 59 6.0
0 0061 0055 .0050 .0045 0041 0037 0033 .0030 .0027 .0025
1 0311 .0287 0265 .0244 0225 0207 0191 0176 .0162 .0149
2 0793 0746 0701 0659 .0618 .0580 0544 0509 0477 0446
3 1348 1293 1239 (1185 1133 1082 1033 0985 .0938 .0892
4 1719 1681 1641 1600 1558 1515 .1472 1428 1383 1339
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TABLA Il (continuacién)
x 5.1 52 53 54 5.5 56 5.7 58 59 6.0
5 A753 1748 1740 1728 1714 1697 (1678 1656 1632 .1606
6 JA490 1515 1537 1555 1571 1584 1594  .1601 A505 1606
7 086 1125 1163 1200 .1234 1267 1298 .1326 .1353 1377
8 0692 0731 0771 0810 (0849 0887 0925 0962 .0998 .1033
9 0392 0423 0454 0486 0519 0552 0586 .0620 .0654 .0688
10 0200 0220 0241 0262 0285 0309 .0334 0359 038 .0413
11 0093 0104 0116 0129 0143 0157 0173 .0190 .0207 .0225
12 0033 0045 0051 0058 0065 0073 0082 .0092 .0102 .0113
13 D015 0018 0021 0024 0028 .0032 0036 .00M1 06 0052
14 0006 0007 0008 0009 0011 0013 0015 .0017 .0019 .0022
15 0002 0002 0003 0003 0004 0005 0006 .0007 0008 .0009
16 0001 0001 Lo 0001 0001 0002 0002 .0002 .0003 .0003
17 0000 06000 0000 0000 0000 0001 0001 .0001 .0001 0001
X 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5 66 6.7 6.8 6.9 7.0
0 0022 0020 0018 0017 0015 0014 .0012 .0011 0010 .0009
1 0137 0126 0116 0106 0098 0090 0082 0076 .0070 .0064
2 0417 0390 0364 0340 0318 0296 0276 .0258 0240 0223
3 0848 0B06 0765 0726 0688 0652 0617 .0S84 .0552 .0521
4 JA294 1249 1205 1162 1118 1076 .1034 0992 0952 0912
5 A579 1549 (1519 1487 1454 1420 1385 1349 1314 1277
6 1605 1601 A595 1586 1575 1562 1546 .1529 .1511 1490
7 Jd399 1418 (1435 1450 .1462 1472 1480 1486 .1489 .1490
8 Jd066 1099 1130 1160 1188 (1215 1240 .1263 .1284 .1304
9 0723 0757 0791 0825 0858 .0891 0923 0954 L0985 1014
10 0441 0469 0498 0528 0558 0588 0618 0649 0679 0710
11 0245 0265 D285 0307 0330 .0353 0377 0401 0426 0452
12 0124 0137 0150 0164 0179 .0194 0210 .0227 .0245 0264
13 0058 0065 0073 L0R] 0089 0098 0108 .0119 0130 0142
14 0025 0029 .0033 .0037 0041 0045 0052 .0058 0064 .0071
15 0010 0012 0014 0016 JOGIR 0020 0023 0026 0029 0033
16 0004 0005 0005 .0006 0007 0008 0010 .0011 0013 .0014
17 00 0002 0002 0002 0003  .0003 0004 0004 0005 0006
18 0000 0001 0001 .0001 0001 000 0001 0002 0002 0002
19 0000 0000 L0000 0000 0000  .0000 0000  .0001 0001 0001
x 71 7.2 7.3 7.4 75 76 1.7 7.8 79 8.0
0 0008 0007 0007 0006 0006 0005 0005 0004 0004 0003
1 0059 0054 0049 0045 0041 0038 0035 0032 0029 0027
2 0208 0194 0180 .0167 0156 .0145 0134 0125 0116 0107
3 0492 0464 0438 .0413 0389 .0366 0345 0324 0305 0286
4 0874 0836 0799 0764 0729 069 0663 0632 0602 0573
5 1241 204 (1167 1130 094 (1057 1021 0986 0951 0916
6 J468 1445 1420 1394 1367 1339 A311 1282 1252 1221
7 U489 1486 (1481 1474 1465 1454 J442 0 1428 1413 1396
8 1321 A337 11351 1363 1373 1382 1388  .1392 1395 1396
9 042 1070 1096 1121 d144 (1167 J187 1207 1224 124]




578 Tablas estadisticas

TABLA H (continuacién)

A
X 7.1 7.2 7.3 7.4 7.5 7.6 7.3 7.8 79 8.0
10 0740 0770 0800 .0829 0858 .0BB7 .0914 .0941 .0967 .0993
11 0478 0504 0531 0558 0585 0613 0640 0667 0695 0722
12 0283 0303 .0323 0344 0366 0388 0411 .0434 0457 0481
13 0154 0168 0181 0196 .0211 0227 .0243 0260 0278 0296
14 0078 0086 .0095 0104 0113 0123 0134 0145 0157 0169
15 0037 0041 0046 0051 0057 .0062 .0069 .0075 .0083 0090
16 0016 0019 0021 .0024 0026 .0030 0033 .0037 .0041 0045
17 0007 .0008 0009 0010 0012 0013 0015 .0m17 0019 0021
18 0003 0003 .0004 0004 0005 0006 0006 .0007 .0008 .0009
19 0001 .0001 0001 0002 0002 0002 0003 0003 0003 .0004
20 0000 0000 .0001 .0001 .0001 .0001 0001 .0001 .0001 .0002
21 0000 0000 0000 .0000 0000 0000 .0000 0000 .0001 0001
A
X 8.1 8.2 83 8.4 8.5 8.6 8.7 88 89 9.0
0 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002 .0002 .0001 .00O1
1 0025 .0023 .0021 0019 .0017 .0016 .0014 .0013 .0012 .0011
2 0100 0092 008 0079 0074 0068 .0063 .00S8 0054 .0050
3 0209 0252 0237 0222 0208 0195 .0183 .0171 .0160 .0150
4 0544 0517 0491 0466 0443 0420 .0398 .0377 0357 .0337
5 0882 .0849 0816 .0784 0752 0722 0692 D663 0635 0607
6 A191 1160 1128 1097 1066 .1034 .1003 0972 .0941 .0911
7 1378 (1358 .1338  .1317 1294 1271 (1247 1222 1197 1171
8 395 11392 (1388 1382 1375 1366 .1356 1344 1332 .1318
9 J256 01269 (1280 1290 .1299 .1306  .1311 .1315 1317 1318
10 017 1040 1063 1084 1104 1123 1140 .1157 1172 .1186
11 0749 0776 0802 0828 0853 .0878 .0902 .0925 (0948 .0970
12 0505 .0530 0555 .0579 0604 0629 0654 0679 0703 0728
13 0315 0334 0354 0374 0395 .0416 0438 0459 0481 .0504
14 0182 .019 .0210 .0225 0240 .0256 0272 0289 0306 .0324
15 0098 0107 0116 0126 0136 .0147 0158 0169 .0182 .0194
16 0050 0055 0060 0066 0072 0079 0086 0093 0101 0109
17 0024 0026 0029 .0033 0036 .0040 0044 0048 0053 0058
18 0011 .0012 .0014 0015 .0017 .0019 .0021 .0024 0026 .0029
19 0005 0005 0006 .0007 .0008 .0009 0010 .0011 0012 0014
20 0002 .0002 0002 .0003 .0003 .0004 0004 0005 0005 .0006
21 0001 .0001 0001 0001 .0001 .0002 .0002 .0002 .0002 .0003
22 0000 .0000 .000C .0000 .0001 .0001 0001 .0001 .0001 0001
A
X 9.1 9.2 9.3 94 9.5 9.6 9.7 9.8 9.9 10

L0001  .0001 .0001 0001 .ODO1 0001 0001 .0001 .0001  .000O
0010 0009 0009 0008 0007 .0007 0006 .0005 0005 .000S
. 0043 0040 0037 .0034 0031 .0029 0027 0025 .0023
0140 0131 0123 0115 0107 .0100 .0093 .0087 .0O0B1 .0076
0319 0302 0285 0269 0254 0240 0226 .0213 0201 .0189

P FE oy S N ]




Tablas estadisticas 579
TABLA 1l (continuacién)
x 91 92 93 94 9.5 96 9.7 98 99 10
5 0581 0555 0530 0506 0483 0460 0439 0418 0398 0378
6 {0881 0851 0822 0793 0764 0736 0709 0682 0656 0631
7 145 1118 1091 1064 1037 1010 0982 0955 .0928 0901
8 1302 1286 1269 (1251 1232 1212 1191 1170 (1148 (1126
9 A317 1315 1311 1306 (1300 (1293 1284 1274 1263 .1251
10 J198 1210 1219 (1228 1235 .1241 1245 1249 1250  .1251
11 0991 1012 1031 149 1067 L10B3 1098 L1112 1125 1137
12 0752 0776 0799 0822 0844  .0R6H 0838 .0908 .0928 0948
13 0526 0549 0572 0594 0617 0640 0662 0685 0707 0729
14 0342 0361 0380 0399 0419 0439 0459 0479 0500 0521
15 0208 0221 0235 0250 0265 .0281 0297 0313 0330 0347
16 0118 0127 0137 0147 0157 0168 0180 .0192 0204 0217
17 0063 0069 0075 0081 0088 0095 0103 0111 0119 0128
18 0032 0035 0039 0042 0046 0051 0055 0060 0065 00
19 L001s 0017 0019 0021 0023 0026 0028 0031 0034 0037
20 0007 0008 0009 0010 0011 .0012 .0014 0015 0017 0019
21 0003 0003 0004 0004 0005 0006 0006 0007 0008 0009
22 0001 0001 0002 0002 0002 .0002 0003 0003 0004 L0004
23 L0000 0001 000t 0001 0001 0001 0001 0001 0002 0002
24 L0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000  .0001 0001 0001
X 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 0002 0001 0000 0000 0000 0O00 0000 0000 0000 0000
2 L0010 0004 0002 0001 0000 .0Q00 0000 0000 .0000 .000O
3 0037 0018 0008 0004 0002 0001 0000 0000 0000 0000
4 0102 0053 0027 0013 0006 0003 0001 0001 0000 000D
5 0224 0127 0070 0037 0019 0010 0005 .0002 .0001 .0001
6 L5411 0255 0152 0087 0048  .0026 0014 0007 0004 0002
7 0646 0437 0281 0174 0104 0060 0034 .0018 .0010 0005
B 0888 0655 0457 0304 0194 0120 0072 0042 0024 0013
9 J085 0874 0661 0473 0324 0213 0135 .0083 .0050 .0029
10 A194 1048 0859 0663 0486 0341 0230 0150 0095 0058
11 A194 (1144 1015 0B44 0663 0496 0355 0245 0164 0106
12 094 1144 1009 (984 (0829 0661 0504 036R 0259 0176
13 0926 1056 1099 1060 0956 0814 0658 0509 0378 02n
14 0728 0905 1021 1060 1024  .0930 0800 0655 0514 0387
15 0534 0724 0885 0989 1024 0992 0906 .0786 0650 .0516
16 0367 0543 0719 0866 0960 .0992 0963 D884 0772 0646
17 0237 0383 0550 0713 0847 0934 0963 0936 0863 0760
18 0145 0256 0397 0554 0706 .0830 0909 0936 0911 0844
19 0084 0161 0272 0409 0557 .0699 .0OB14 .ORR7 0911 0888
20 0046 00897 0177 0286 0418 0559 0692 0798 0866 0888
21 0024 0055 0109 0191 0299 D426 0560 0684 0783 0B46
22 0012 0030 0065 0121 0204 0310 0433 0560 0676 0769
23 0006 0016 0037 0074 0133 0216 0320 0438 0559 0669
24 0003 0008 0020 0043 0083 0144 0226 0328 0442 0557




280 Tablas estadisticas

TABLA N (continuacién)

A
x 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
25 0001  .0004 0010 0024 0050 0092 0154 .0237 .0336 .0446
26 0000 0002 0005 0013 0029 0057 0101 .0164 0246 .0343
27 000G .0001  .0002 0007 0016 0034 0063 0109 0173 .0254
28 0000  .0000 0001 0003 0009 .0019 .0038 .0070 .0117 0181
29 0000 0000 0001 0002 0004 0011 .0023 0044 0077 0125
30 0000 .0000 0000 0001 .0002 0006 0013 .0026 0049 .0083
31 0000 0000 0000 0000 0001 0003 0007 0015 0030 .0054
32 0000 .0000 0000 0000 0001 0001 0004 0009 0018  .0034
33 0000 0000 0000 0000 0000 .0001 0002 .0O05 0010 .0020
34 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0001 .0002Z 0006 .0012
35 0000 .0000 .0000 0000 0000 .0000 0000 .0001 0003 .0007
37 L0000 0000 0000 0000 0000 .0000 0000 .0000 0001  .00D2
a9 0000 0000 000G 0000 0000 0000 0000 0000 .0000 .0001




Tablas estadisticas 581
TABLA 1l
Distribucién normal estandar
z 00 01 02 03 .04 05 06 .07 08 09
0.0 L0000 0040 L0080 0120 0160 0199 0239 0279 0319 .0359
0.1 0398 0438 0478 0517 0557 059 0636 0675 0714 0753
0.2 0793 0832 0871 0910 0948 0987 1026 1064 1103 .1141
0.3 A179 1217 1255 .1293 1331 1368 1406 1443 1480 1517
0.4 A554 0 1591 1628 1664 L1700 1736 1772 (1808  .1B44 (1879
0.5 JA915 1950 (1985 2019 2054 2088 2123 2157 2190 2224
0.6 2257 2291 2324 2357 2389 2422 2454 2486 2517 2549
0.7 2580 2611 2642 2673 2704 2734 2764 2794 2823 2852
0.8 2881 2910 2939 2967 2995 3023 3051 3078 3106 3133
09 3159 3186 3212 3238 3264 3289 3315 334D 3365 3389
1.0 3413 3438 3461 3485 A508 3531 3554 3577 3599 3621
1.1 3643 desS 3686 3708 3729 3149 3770 3790 3810 L3830
1.2 3849 3869 B8R 3907 3925 3944 3962 3980 3997 4015
1.3 A032 4049 4066 40R2 4099 4115 4131 4147 4162 4177
14 4192 4207 4222 4236 425] 4265 4279 4292 4306 4319
15 4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 4429 4441
1.6 4452 4463 4474 4484 4495 4505 4515 4525 4535 4545
1.7 4554 4564 4573 4582 .4591 4599 4608 .4616 AB25 4633
18 4641 4649 4656 4664 4671 4678 4686 4693 4699 4706
1.9 A713 A719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 4767
20 4772 ATT8 4783 4785 4793 4798  4R03 4808 4812 4817
2.1 4821 4826 4830 48 4838 4842 4846 4850 4854 AB57
2.2 4861 4864 4868 4871 4R7S 4878 4881 4884 4887 4890
2.3 A893 4896 4898 4901 4904 4906 4909 49]1 4913 4916
2.4 4918 4920 4922 4925 4927 4929 4931 4932 4934 4936
2.5 4938 4940 4941 4943 4945 4946 4948 4949 4951 4952
2.6 4953 4955 4956 4957 4959 4960 4961 4962 4963 4964
27 A965 4966 4967 4968 4969 4970 4971 4972 4973 4974
2.8 A974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 4981
29 4981 4982 4982 4983 4984 4984 4985 4985 4986 4988
30 4087 4987 4087 4088 4988 4989 4989 4089 4990 4900

También, para £ = 4.0, 5.0, y 6.0, las probabilidades son 0.49997, 0.4999997 y 0.499999999.
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586 Tablas estadisticas
TABLA VI
Factorisles
n n! log n!
0 1 0.0000
1 1 0.0000
2 2 0.3010
3 6 0.7782
4 24 1.3802
5 120 2.0792
6 720 2.8573
7 5.040 3.7024
8 40,320 4.6055
9 362,880 5.5598
10 3,628,800 6.5598
11 39.916,800 7.6012
12 479 001,600 8.6803
13 6.227,020,800 9.7943
14 87,178,291 200 10.9404
15 1,307.674,.368.000 12.1165
Coeficientes binomiales
G () G GG 66 66 6 G
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
10 1 10 45 120 210 2%2 210 120 45 10 1
11 1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11
12 1 12 66 220 495 792 24 TN 495 220 66
13 1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286
14 1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001
15 ] 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003
16 ! 16 120 560 1820 4368 B008 11440 12870 11440  BOOS
17 | 17 136 680 2380 6188 12376 19448 24310 24310 19448
18 1 18 153 g16 3060 8568 18564 31824 41758 48620 43758
19 1 19 17 969 3876 11628 27132 50388 75582 92378 92378
20 1 20 190 1140 4845 15504 38760 77520 125970 167960 184756




588 Tablas estadisticas

TABLA IX
Valores de r, para a = 0.011
Pl 2 3 4 5 6 7 8 9 10
gl

1 90.02

2 14.04 14.04

3 8.26 8.32 8.32

4 6.51 6.68 6.74 6.76

5 5.70 5.90 5.99 6.04 6.07

6 5.24 544 5.55 5.62 5.66 5.68

7 4.95 515 5.26 533 5.38 542 5.44

8 4,74 494 5.06 513 5.19 5.23 5.26 5.28

9 4.60 4.79 491 499 5.04 5009 5.12 514 5.16
10 448 4.67 4,79 488 493 498 501 5.04 5.06
11 4.39 458 4.70 478 4.84 4.89 492 495 4.97
12 4.32 4.50 4.62 471 4.77 481 4.85 4.88 491
13 4.26 4.44 4.56 4.64 471 4.75 4.79 4.82 485
14 421 4.39 451 459 4.66 4.70 4.74 4.77 4.80
15 4.17 434 4.46 4.55 4.61 4.66 4,70 473 4.76
16 4.13 431 4.43 451 4.57 4.62 4,66 4.70 4.7
17 4.10 427 4,39 4.47 454 4.59 4.63 4.66 4.69
18 4.07 4.25 4.36 445 4.51 4.56 4.60 4.64 4.66
19 4.05 422 4.33 442 4.48 4.53 4.57 4,61 4.64
20 4.02 4.20 431 4.40 4.46 451 4.55 4.59 4.62
24 3.96 4.13 4.24 432 439 4.44 4.48 452 4.55
30 3.89 4.06 417 425 4.31 436 441 4.45 448
40 182 319 4,10 4.18 4.24 4.29 4.33 4.38 4.41
60 376 KR 2 4.03 4.11 4.18 4,23 4.37 4.31 4,34

120 3.70 1886 397 4.04 4.11 4.16 4.20 4.24 4.27

o0 364 3.80 3.90 398 4.04 4.09 4.13 417 4.21

tEsta tabla s¢ reproduce de H. L. Harter, “Critical Values for Duncan’s New Muitiple Range Test”. Contiene
algunos valores corregidos para reemplazar los que brinda D. B. Duncan en “Multiple Range and Multiple F
Tests™, Biometrics, vol. 11 (1955). La tabla de armiba se reproduce bajo permiso dei autor de la Biometric Society.
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TABLA 1X (continuacién)
Valores de r, para a = 0.05
Pl 2 3 4 5 6 7 8 9 10
gl

i 17.97

2 6.09 6.09

3 4.50 4.52 452

4 393 4.01 4.03 4.03

5 364 375 3.80 3.81 381

6 3.46 3.59 3.65 368 3.69 3.70

7 34 348 355 3.59 361 162 363

8 326 340 348 3.52 3.55 .57 1.57 3.58

g9 3.20 334 342 3.47 3.50 3.52 354 354 3.55
10 3.15 329 3.38 343 347 349 s 3.52 352
11 311 3.26 14 3.40 lu 3.46 348 349 3.50
12 308 323 131 3.37 341 .44 346 347 3.48
13 3.06 3.20 329 3.35 339 342 346 346 J47
14 3.03 318 327 333 337 340 343 kY. 73 346
15 3.01 316 3.25 3.31 336 3.39 341 343 345
16 3.00 3.14 3.23 3.30 LN 3.38 3.40 342 344
17 2.98 313 322 328 333 3.3 139 341 343
18 2.97 312 321 3.27 332 3.36 338 340 3.42
19 296 31 3.20 3.26 3.31 3.35 338 340 341
20 295 310 3.19 125 330 3.34 .37 339 34
24 2.92 o7 3.16 3.23 328 3.31 3.35 R Y 3.39
30 2.89 3.03 313 3.20 325 3.29 332 3.35 3.37
40 2.86 ol 310 317 32 327 330 333 3.35
60 2.83 298 3.07 314 3.20 324 328 331 3.33

120 2.80 2.95 304 312 317 3.22 325 329 )|

o0 2.77 292 3.02 309 315 319 323 327 329
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TABLA X
Valores criticos para la prueba de rangos con signo t

n Tauo Tous T Tom

4

5 1

6 2 1

7 4 2 0

8 6 4 2 0

9 B 6 3 2
10 11 8 5 3
11 14 1 7 5
12 17 14 10 7
13 21 17 13 10
14 26 21 16 13
15 30 25 20 16
16 36 30 24 19
17 41 35 28 23
18 47 40 33 28
19 54 46 38 312
20 60 52 43 37
21 68 59 49 43
22 75 66 56 49
23 83 73 62 55
24 92 81 69 61
25 101 90 77 68

1 De F. Wilcoxon and R. A. Wilcox, Some Rapid Approximate Statistical Pro-
cedures, American Cyanamid Company, Pearl River, N.Y., 1964. Reproducido con
permiso de American Cyanamid Company.
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TABLA XI
Valores criticos para la prueba Ut
Valores de Ug,g
n Bl 2 3 4 5 6 71 8 9 10 11 12 13 14 15
2 0 0 0 1 1 1 1 2 2 3 3
3 0 0 1 2 2 3 4 4 5 5 6 7 7
4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
5 0 1 2 4 5 6 8 9 11 12 13 15 16 18
6 0 2 3 5 7 8 10 12 14 16 17 19 21 23
7 0 2 4 6 8 11 13 15 17 19 21 24 26 28
8 1 3 5 8 10 13 15 18 20 23 26 28 31 33
9 1 4 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39
10 1 4 7 11 14 17 20 24 27 31 34 37 41 44
11 1 5 8 12 16 19 23 27 31 34 38 42 46 50
12 2 5 9 13 17 21 26 30 34 38 42 47 51 55
13 2 6 10 15 19 24 28 33 37 42 47 51 56 61
14 3 7 11 i6 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66
15 3 7 12 18 23 28 33 39 44 50 55 61 66 72
Valores de Uy
. B2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
|
2 0 0 0 0 1 1 1 1
3 0 1 ] 2 2 3 3 4 4 5 5
4 { 1 2 3 4 4 5 6 7 8 9 10
5 0 1 2 3 5 6 7 8 9 11 12 13 14
6 1 2 3 5 6 R 10 11 13 14 16 17 19
7 1 3 5 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
B 0 2 4 6 8 10 13 15 17 19 22 24 26 29
9 0 2 4 7 10 12 15 17 20 23 26 28 31 34
10 0 3 5 8 11 14 17 20 23 26 29 30 36 39
11 0 3 6 9 13 16 19 23 26 M) 33 3 40 44
12 1 4 7 11 14 18 22 26 29 33 37 41 45 49
13 1 4 8 12 16 20 24 280 30 37 41 a5 50 54
14 1 5 9 13 17 n 26 ] | 36 40 45 80 55 59
15 1 5 10 14 19 24 29 34 39 44 49 54 59 o4

1 Esta tabla s¢ basa en D. Auble, “Extended Tables for the Mann-Whitney Statistics”, en Bulletin of the Insti-
teie of Educational Research ot Indiana University, vol. 1, 1953, Con permiso del autor.
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TABLA XI (continuacién)

Tablas estadisticas

Valores de Uy

" 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 0 0 0
3 0 0 1 1 1 2 2 2 3
4 0 1 1 2 303 4 5 5 6 7
5 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
6 1 2 3 4 6 7 8 9 11 12 13 15
7 0 1 3 4 6 7 9 11 12 14 16 17T 19
8 0 2 4 6 7 9 11 13 15 17 20 22 24
9 1 3 L] 7 9 11 14 16 18 21 23 26 28
10 1 3 6 8 1 13 16 19 2 24 27 30 33
1 1 4 7 9 12 15 18 2 25 28 31 34 37
12 2 5 8 11 14 17 21 24 28 31 35 38 42
3 {0 2 5 9 12 16 220 23 27 3 35 39 43 47
4 | 0 2 6 10 13 17 22 26 30 34 38 43 47 51
15 {0 3 7 11 15 19 24 28 33 37 42 47 51 56

Valores de Uo_m

" 21 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
3 0 0 0 1 1 1 2
4 0 © 1 1 2 2 3 3 4 5
5 0 1 1 2 3 4 5 6 7 7 8
6 0 1 2 3 4 S 6 7 9 10 11 12
7 0 1 3 4 6 7 9 10 12 13 15 16
8 1 2 4 6 7 9 11 13 15 17 18 20
9 [ 0 1 3 5 7 9 1 13 16 18 20 22 24
| o 2 4 6 9 11 13 16 18 21 24 26 29
n|o 2 5 7 100 13 16 18 21 24 271 W 3
12 | 1 3 6 9 12 15 18 21 24 27 3 34 37
13 1 3 7 10 13 17 20 24 27 k]| 34 R 42
4 | 1 4 7 11 15 18 22 26 30 34 38 42 4
15 | 2 5 8 12 16 20 24 29 33 37 42 46 51
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CAPITULO 2

2.5
27

29

211

213

215
217

239
241

245
247

249
2.51
253
2.55

(2) (6.8.9): (b) I8]: (c) 11.2,3,4.5.8k (d) {15} (e) {2.4.8); (D) .

(a} [Auto 5, Auto 6. Aute 7. Auto 8): (b) {Auto 2. Auto 4, Auto §, Auto 7};
(c) {Auto 1, Auto 8): (d) {Auto 3, Auto 4, Auto 7, Auto 8}.

(a) La casa tiene menos de tres bafios. (b) La casa no tiene una chimenea. (c) La
¢asa no cuesta mds de $100.0X). (d) La casa no es nueva. {e) La casa tiene tres o mas
banos y una chimenea. (f) La casa tiene tres o mds bafios y cuesta mas de $100,000.
(g) La casa cuesta mds de $100.000 pero no tiene chimenea. (h) La casa es nueva y
cuesta mas de $100,000. (i) La casa ¢s nueva o cuesta mas de $100,000. (j) La casa
tiene tres o m4s bafios y/o una chimenea. (k) La casa tiene tres o mis bailos y/o
cuesta mas de $100,000. (1) La casa es nueva y cuesta mas de $100,000.

(a) (H,1),(H,2),(H, 3). (H.4).(H.5),(H.6) (T,H.H).(T.H. T). (T.T. H) y (T.
T.Ty (b) (H.1).(H.2),(H, 3),(H.4),{H,5),(H.6), (T.HT)y(T.T.H); (c)
(H,5). (H.6),(TH. T). (T, T, H)y (T. T. T).
i

T
{(e)l{x —2F + (y + 37 =9},
(a) El evento de que una conductora tenga seguro de responsabilidad civil. (b} El
evento de que una conduciora no tenga scguro contra accidentes. {¢) El evento de que

una conductora tenga seguro de responsabilidad civil o seguro contra accidentes, pero
no ambos. (d) El evento de que una conductora no tenga ambas clases de seguro.

(a} 5*°4 (b)

(a) region 5; (b) regiones 1 y 2 juntas: (¢) regiones 3, 5 y 6 junias; (d) regiones 1, 3, 4
y 6 juntas.

Las cifras son inconsisientes y se deben poner en duda los resultados del estudio.

(a) Permisible; (b) no permisible porque la suma de las probabilidades excede a 1.
{c) permisible; (d) no permisible porque P( £) es negativa; (e) no permisible porque
la suma de las probabilidades es menor que 1.

(a) La probabilidad de que no pasard no puede ser negativa. (b) 0.77 + 0.08 =
085 # 095; (¢) 0.12+025+0.36+0.14+009+0.07=1.03 > 1;
(dy 0,08 +0.21 +0.29+040=098 < 1.

{a) 029; (b) 0.80: (c) 0.63: (d) 0.71.
(a)§: () & © & @& (o) §
ra

(a) & B & (©) & (D) B

{a) P(AJ B)es menor que P(A). (b) P(AN B)cxcede a P(A). (c) P(AU B)
excede a 1.

0.34.

B

0.94.

(a) 3a2 (b) 11a5; (c) 7a2encontra
S5a3



275
2.77
2719
2.81
.83
285
287

291
293
297
299
2.101
2,103
2.105

CAPiTULO 3

3.1

3.5
39

.

3.13
3.17

3.19

Respuestas a ejercicios con numeracién impar 597
@ OF @8 @% @k i

i

.

I

0.44.

(a) 0.096. (b) 0.048: (c) 0.0512: (d) 0.76.

(a) Los eventos son independientes por parejas; (b} los eventos no son independientes.
(a) 0.1406; (b) 0.1198.

0.7176.

1
-

0.76.
0.5684,

{a) 0.0944;
(a) 0.032;
(a) 0.6757.

(b) 0.8051.

(b) 0.09375; (c) 0.625.

(3} No, porque f{4) es negativa; (b) sf: (¢) no, porque la suma de las probabilidades
€s menor que 1.

0< k<1,
(a) No. porque F(4) excede a 1: (b) no. porque F{2) es menor que F{1); (c) si.
(0 parax < |
& paral @ x <2
_ )& para2 S x <3
Hx)_{ﬁ paraj S x < 4
B paradsx<s
B! parax 2 5

@hH Ok @k @k @k 0

(@) fI3) = L A4) =L AS) = 3. /(6) = iy A7) = &
(0 paraz < 3
paral} = z < 4
parad =z <35
para5Sz<6
para6 = z <7

paraz 2 7

(b Fz) = ¢

— TR i it D

parax < {}
paral} & x < |
paral S x <2
parra2 2 x <3
parax & 3

#.

Flx) =

e Y- O

e

@ 8§



4.49
4.51
4.53
4.55
4.57

4.61

4.63

4.65
4.69
47
4.73
4.77
4.79
4.81
4.83

CAPITULO §

5.11
5.13
5.15
517
5.19
521
5.23
5.28
5.27
5.29

533

543

Respuestas a ejercicios con numeracién impar

15

8.
w=0yo? =72

(a) 0631: (b) 0.553.

(a) Entre 0.230 y 0.290; (b} entre 0.200 v 0.320.

8.

0.

Por cjemplo, f{0.0) =}y g(0)4{0) = %, de manera que f{0,0) # g(0)A4(0).
(©) E(*") = = ’])'(1 — 5 Bl =1 E(x) =1, E(Y)=1y
cov( X, Y) =0,

{a) 143; (b) 54.

75.

px=iyok, =4

By = ¥y o = 8.

0.0224.

(a) p=074yc =068 (b) u=191ye = 105

0.8.

2.95 minutos.

#r=pln) oo sy e F ooy Y e e Oy + Taiy + gy

(@) Fe(t)=1—0+6r (b) Flr)=[1+ 6(t — 1)]"
(a) a; = Ocuando ¥ =1: (b) a; —0 cuando n — 0.
0.0086.

(a) 0.3025: (b} 0.3025.

(a) 0.2205. (b) 0.2206.

0.2041.

0.9222.

0.0754.

(a) 0.0538

Ay)= (y : f : l)t?*(l —6) paray=0,1,2,....
h(0:4,9.5) = s, h(1:4,9,5) = &, #(2:4.9.5) = . #(3:4,9.5) =B y
h(4:4.9.5) = 3.

(a) 0.0060; (b) 0.0076.

Ko = Ay = Ayps=A + 3A%

(@) 0.1298:. (b) 0.1101.

(a) 0.0180: (b) 0.0180.

601



6.41
6.45
6.55
6.57
6.59
6.61
6.63
6.65
6.67
6.71
6.73
6.77

6.”

6.81
6.83

CAPITULO 7

71

73

7.5

7.7

79

T.11

7.13

7.15
717

7.21

Respuestas a ejercicios con numeracion impar 603

(a) u = 02; (b) 0.3164.
sy =0y py = 30,
(2) 0.1271; (b) 0.6406: (c) 0.1413; (d) 0.5876.
(a) z=192: (byz=222 (&)z=112. (d) z= 2144
(a) 0.6826; (b) 0.9544; (c) 0.9984: (d) 0.99994.
(a) 0.6280; (b) 0.6279.
(a) 0.0668. (b) 0.2860: (c) 0.6490.
6.094 onzas.
{a) No; (b) si; {¢) no.
0.1446,
(a) 0.24; (b) 0.49. (c) 0.96.
o =60=3yp=-}
_ o ~ o}
Vet + ad) - 4pioic}
(a) 0.2990; (b) 0.18.
(a) 14.5 libras; (b} 23.625 pulgadas.

Puv

(a) G(y)=1 — e?paray > 0y G(y) = 0 en cualquicr otra parte; (b) g(y) =
¢ *paray > 0yg{v) = 0 ¢n cualquier otra parte.

8(}’) =2yparal < y <1 _Vg(y) = 0 en cualquier otra parte.

(a) fly)=

8, 1 g (6% — »*) paray > 0y fly) = 0 en cualquier otra parte;

1
(b) fly)= ps -ye ¥ paray > 0y f{y) = 0 en cualquier otra parte.

(a) F(y) =0 (b) Fly) =4y () Aly)=1—-}2 - y) (d) Aly) = L. Tam-
bién. fly) = Oparay S 0. fly) = ypara0< y S 1. fly)=2 —yparal <y <2

yfly) =0paray = 2.

g{v) = ¢ parav > 0y g(v) = 0en cualquier otra parte.

g(z)=%-(20-n2 — 10)para0 < z S S.g(z)=§3-(21 — 20— 20-In "l%) para
5 < z <10, y g{z) = 0 en cualquicr otra parte.

) 32~ y) 7y — 4
g(_v)=ﬁ-y‘paraﬂ<y§l.g(y)=( yggy )paral<y<2y

g(¥) = 0 en cualquier otra parte.
h(0) = $y k(1) = 14.
gly)=6(1 — 6} ¥ paray = -1, —6,~11.....

L1 ey -
gly)= U—\/T_-; e paray > 0y g(y) = 0 en cualquier otra parte.
w
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