
www.FreeLibros.org


Estadística matemática 
con aplicaciones

Sexta edición
John E. Freund
Arizona State University

Irwin Miller 
Marylees Miller

T R A D U C C IÓ N :

In g . R o s e n d o  José S á n c h e z  P a lm a

Ingeniería Química, Instituto Tecnológico y de
Estudios Superiores de Monterrey
Maestría en Ciencias, Universidad de Wisconsin

REVISIÓN TÉ C N IC A :

C a rlo s  A r m a n d o  M a r t ín e z  Reyes

Lic. en Física y Matemáticas, Instituto 
Tecnológico y  de Estudios Superiores 
de Monterrey, Campus Estado de México

MÉXICO • ARGENTINA • BRASIL • COLOMBIA • COSTA RICA • CHILE 
ESPAÑA • GUATEMALA • PERÚ • PUERTO RICO • VENEZUELA



/ Datos de catalogación bibliográfica 

M iller, lrw in
Estadística matemática con aplicaciones, 6a. ed. 
PEARSON EDUCACIÓN. México. 2000

ISBN: 970-17-0389-8 
Área: Universitarios

Formato: 18.5 x 23.5 cm Páginas: 640

Versión en español de la obra titulada John E. Freund's mathematical statisiics. Sixth Edition, de lrwin Miller y 
Marylees Miller, publicada originalmente en inglés por Prentice Hall Inc., Upper Saddle River. New Jersey. U.S.A.

Esta edición en español es la única autorizada.

Original English language tille hy 
Prentice Hall Inc.
Copyright © 1999 
AII rights reserved 
ISBN 0-13-123613-X

Edición en español:
Editor: Guillermo Trujano Mendoza

c-mail: guillcrmo.trujano@pearsoned.com 
Supervisora de traducción: Catalina Pelayo Rojas 
Supervisor de producción: Alejandro A. Gómez Ruiz

Edición en inglés:
Acquisition Editor: Ann Heath
Editorial Assistant/Supplement E d ito r  Mindy McClard
Editorial Director: Tim Bozik
Editor-in-Chief: Jerome Grant
Director of Marketing: John Tweeddale
Marketing Manager: Melody Marcus
Art Director/Cover Designer: Jayne Conte

SEXTA EDICIÓN, 2000

D.R. © 2000 por Pearson Educación de México, S.A. de C.V.
Calle 4 Núm. 25-2do. piso
Fracc. Industrial Alce Blanco
53370 Naucalpan de Juárez. Edo. de México

Cámara Nacional de la Industria Editorial Mexicana Reg. Núm. 1031.

Reservados todos los derechos. Ni la totalidad ni parte de esta publicación pueden reproducirse, registrarse 
o transmitirse, por un sistema de recuperación de información, en ninguna forma ni por ningún medio, sea 
electrónico, mecánico, fotoquímico, magnético o electroóptico, por fotocopia, grabación o cualquier otro, 
sin permiso previo por escrito del editor.

El préstamo, alquiler o cualquier o tra  forma de cesión de uso de este ejemplar requerirá también la autorización 
del editor o de sus representantes.

ISBN 970-17-0389-8

Impreso en México. Printed in México.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0  - 03 02 01 00

www.LibrosEnPdf.org

mailto:guillcrmo.trujano@pearsoned.com


Contenido

PREFACIO A ltí

1 IN T R O D U a Ó M 1

1.1 In tro d u c c ió n  1
1.2 M étodos com binatorios 2
1.3 Coeficientes binomiales 12

2  P R O B A B IL ID A D 2 S

2.1 Introducción 25
2.2  Espacios muéstrales 26
2 J ____Eventos 28
2.4  La probabilidad de un evento 36
2.5 Algunas reglas de probabilidad 42
2.6 Probabilidad condicional 52
2.7  Eventos independientes 58
2.8 Teorem a de Bayes 62

3 D IS TR IB U a O N E S  D E

3.1 Introducción 73
Z.2 Distribuciones de probabilidades 77
3.3 Variables aleatorias continuas 89
3.4 Funciones de densidad de probabilidades 90
3.5 Distribuciones multivariadas 102
3.6 Distribuciones marginales 115
3.7 Distribuciones condicionales 119

tii
www.LibrosEnPdf.org



4  ESP ER AN ZA M A T E M Á T IC A

Contenido

4.1 Introducción 129
4.2 El valor esperado de una variable aleatoria 130
4.3 M om entos 140
4.4 Teorem a de Chebyshev 144
4.5 Funciones qeneratrices de m om entos 146
4 .6 M om entos producto 153
4 7 M om entos de rom hínariones lineales de varíahles

aleatorias 158
4 .8 Esperanza condicional 161

9IB U C IO N ES D E  P R O B A B IL ID A D  ESPECIALES 1 6 7

5.1 Introducción 167
5 2 1 a distrihurión uniforme dísrrpta 167
5 3 l a distrihurión de RernnuHi 16R
5 4 l a distrihurión hinomiai 169
5.5 Las distribuciones binomial neqatrva y

geom étrica 180
5.6 La distribución hipergeométrica 182
5.7 La distribución de Poisson 186
5 R la  distrihurión m ultinom ial 198
5.9 La distribución hipergeométrica multivariada 200

6  D E N S ID A D E S  D i  P R O B A B IL ID A D  ESPECIALES 2 0 3

6  1 Introducción 203
ó 7 1 a distribución uniform e 203

6.3 Las distribuciones aam m a. exponencial
y  i¡ cuadrada 204

6 4 1 a distribución beta 210
6 5 l a distrihurión norm al 216

6.6 La aproxim ación normal a la distribución
binomial 222

6.7 La distribución norm al bivariada 229

7  F U N C IO N E S  D E  VAR IABLES A L E A TO R IA S _________________________________2 3 6

7.1 Introducción 236
7.2 Técnica de la función de distribución 237
7.3 Técnica de transformación: una variable 242
7.4 Técnica de transformación: varias variables 249
7.5 Técnica de función generatriz de m om entos 261

www.LibrosEnPdf.org



8  D IS TR IB U C IO N E S  D E  M U E S TR E O

Contenido ix 

 2 6 6

8.1 Introducción 266
R ? 1 a distribución de la mpdia 268
8.3 La distribución de la media: poblaciones finitas
8.4 La distribución ji cuadrada 279
8,5 la  distribución f 783
8 6 La distribución F 286
8 .7  Estadísticas de orden 293

9  TE O R ÍA  D E  D ECISIO N ES_________________________________

9.1 Introducción 300
9.2 Teoría de juegos 302
9.3 juegos estadísticos 312
9.4 Criterios de decisión 315
9.5 El criterio m inim ax 316
9.6  El criterio de Bayes 317

10 E S T IM A C IÓ N : TE O R ÍA

10.1 Introducción 322
10.2 Estimadores insesgados 323
10.3 Eficiencia 326
10.4 Consistencia 335
10.5 Suficiencia 337
10.6 Robustez 341
10.7 El m étodo de m om entos 343
10.8 El m étodo de m áxim a verosimilitud 345
10.9 Estimación bayesiana 353

11 E S T IM A C IÓ N : A P LIC A C IO N E S

11.1 Introducción 360
11.2 La estimación de medias 361
11.3 La estimación de diferencias entre medias 365
11.4 La estimación de proporciones 372
11.5 La estimación de diferencias entre 

proporciones 374
11.6 La estimación de varianzas 378
11.7 La estimación de la razón o  cociente entre dos 

varianzas 379
11.8 Uso de com putadoras, 381

122

3 6 0

www.LibrosEnPdf.org



12 PR U EB A D i  H IP Ó TE SIS : TEO R ÍA

x Contenido

12.1 Introducción 384
12.2 Prueba de una hipótesis estadística 386
12.3 Pérdidas y  riesgos 388
12.4 El lema de Neym an-Pearson 389
12.5 La función de potencia de una prueba 397
12.6 Pruebas de razón de verosimilitud 400

13 PRUBBA D B  H IP Ó TE SIS : A P LIC A C IO N ES __________________________________4 1 Q

13.1 Introducción 410
13.2 Pruebas concernientes a medias 415
13.3 Pruebas concernientes a diferencias 

entrem edias 418
13.4 Pruebas concernientes a varianzas 426
13.5 Pruebas concernientes a proporciones 430
13.6 Pruebas concernientes a diferencias entre * 

proporciones 432
13.7 El análisis de una tabla r X  c 438
13.8 Bondad del ajuste 441
13.9 Uso de com putadoras 446

14.1 Introducción 449
14.2 Regresión lineal 453
14.3 El m étodo de los m ínim os cuadrados 455
14.4 Análisis de regresión normal 464
14.5 Análisis de correlación norm al 473
14.6 Regresión lineal m últiple 480
14.7 Regresión lineal m últiple (notación matricial) 484

1S A N Á LIS IS  D E  VAR1ANZA___________________________________________________4 9 6

15.1 Introducción 496
15.2 Análisis de la varianza en un solo sentido 496
15.3 Diseño de experimentos 504
15.4 Análisis de la varianza en dos sentidos sin 

interacción 506
1 V S  Análisis rip la varianza en dos sentidos 

con interacción 514
15.6 Com paraciones múltiples 522
15.7 Algunas consideraciones adicionales 525

www.LibrosEnPdf.org



C onte nido  r i

16 P R UEB AS N O  P A R A M É TR IC A S 5 2 7

16.1 Introducción 527
16.2 La prueba del signo 529
16.3 La prueba de rangos con signo 531
16.4 Pruebas de suma de rangos: la prueba U  539
16.5 Pruebas de suma de rangos: la prueba H  543
16.6 Pruebas basadas en corridas 548
16.7 El coeficiente de correlación de ranqos 554

A P É N D IC F  A • W M i t  Y  P R O D U C TO S S 6 0

A.1 Reglas para sumas v  productos 560 
A .2 Sumas especiales 561

A P É N D IC E  B : D IS TR IB U C IO N E S  D E P R O B A B IL ID A D  ESPECIALES S 6 4

A P É N D IC E  r  D E N S ID A D ES  D F  P R O R A R IIID A D  ESPECIAIES

TA B L A S  E S TA D ÍS TIC A S 5 6 9

RESPUESTAS A  E JER C IO O S  C O N  N U M E R A C IÓ N  IM P A R 5 9 5

ÍN D IC E  6 1 4

www.LibrosEnPdf.org



Prefacio

L a sex ta  ed ic ió n  de E stadística  m atem ática  con  aplicaciones, al igual q ue  las p rim e ra s  cinco 
ed ic io n es , e s tá  d ise ñ a d a  p a ra  un  cu rso , con  base e n  el cá lcu lo  d e  in tro d u cc ió n  a las m a te m á 
ticas d e  la  e s tad ística  d e  d o s  sem estre s  o  tre s  tr im estre s . E s ta  ed ic ión  rea lza  los cam bios q ue  
se  h ic ie ro n  en  la  q u in ta  ed ic ió n  p a ra  re f le ja r  los cam bios q u e , e n  añ o s  rec ien te s , h a n  ten id o  
lu g ar en  el p e n sam ien to  e s ta d ís tic o  y  en  la en señ a n z a  d e  la e s tad ística .

Se ha p u es to  m ás én fasis en  el uso de las c o m p u tad o ras  al e fec tu a r cálculos estadísticos. Se 
han  añ ad id o  varios e jercic ios nuevos, m uchos de los cua les req u ie ren  el uso d e  un a  c o m p u ta d o 
ra. A d em ás, se ha añ ad id o  n uevo  m ateria l al cap ítu lo  15, e n tre  e l q u e  se en cu en tra  el m odelo  
d e  análisis d e  la varianza  en  dos sen tidos con  in teracción  y u n a  rev isión  d e  las com parac io nes 
m últip les. T am b ién , se han  añ a d id o  los apénd ices, q u e  resu m en  las p ro p ied ad es  de las funcio
nes d e  d istribuc ión  y d en s id ad  d e  p robab ilidad  especiales q u e  ap a recen  e n  el texto.

A g rad ecem o s ta n to s  c o m e n ta r io s  co n stru c tiv o s  q ue  rec ib im o s del D r. Jo h n  E . F re u n d  y 
d e  los s ig u ie n te s  rev isores: D . S. G ilí, C a lifo rn ia  S ta te  P o ly tech n ic  U n iv ers ity , P o m o n a : Jo- 
sep h  W a lk e r, G e o rg ia  S ta te  U n iversity ; S usan  H errin g . S o n o m a S ta te  U n iversity ; y G e e th a  
R a m a c h a n d ra n , C a lifo rn ia  S ta te  U n iv ers ity . S ac ram en to . T a m b ié n  q u e re m o s  h a c e r  un  re c o 
n o c im ien to  a las valiosas co n trib u c io n es  de l d ifu n to  D r. R o n a ld  E . W alpo le  a  la te rc e ra  y c u a r
ta  ed ic iones.

A sim ism o  d eseam o s e x p re sa r  n u e s tro  a p re c io  a R o b e rt E . K rieger P ub lish ing  C om pan y  
p o r  la  au to riza c ió n  p a ra  b a s a r  la  tab la  II en  la o b ra  P o isso n ’s  E xp o n en tia l B in o m ia l L im it  de  
E . C . M o lin a ; a  P re n tic e  H a ll, Inc . p o r  la  a u to riza c ió n  p a ra  re p ro d u c ir  p a r te  d e  la  tab la  IV  
de  A p p lie d  M ultivaria te S ta tistica l A n a ly sis  de  R . A . J o h n so n  y D . W . W ichern ; al p ro fe so r  E . 
S. P ea rso n  y a los f id u c ia rio s  de B io m e tr ik a  p o r  la rep ro d u c c ió n  del m a te ria l en  las tab la s  V 
y V I; a  los e d ito re s  d e  Biornetrics  p o r  la au to rizac ió n  p a ra  re p ro d u c ir  el m ate ria l de  “C ritica l 
V alúes fo r D u n can 's  N ew  M últip le  R ange  T e s t” de  H . L. H a r te r  p a ra  la tab la  IX; a  A m erican  
C y an am id  C o m p an y  p o r la rep ro d u c c ió n  de l m a te ria l de  S o m e  R a p id  A p p ro x im a te  Statistical 
P rocedures  d e  F. W ilcoxon  y R . A . W ilcox  p a ra  la  ta b la  X ; a D . A u b le  p o r  la fu n d am en tac ió n

xüi
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xiv Prefacio

d e  la tab la  X I en  su “ E x te n d e d  T ab les  fo r the  M ann-W h itney  S tatistics,” B ulletin  o f  the Insti- 
tu te o f  E duca tiona l R esearch  at Ind ia n a  U niversity ; a l e d ito r  d e  A n n a ls  o f  M athernatical S ta tis
tics p o r  la rep ro d u c c ió n  del m ate ria l e n  la tab la  X II: y a  M IN IT A B ®  p o r la rep ro d u cc ió n  de 
las salidas im presas  d e  c o m p u ta d o ra  q u e  se m u e s tra n  en  el tex to .

A  los a u to re s  tam b ié n  les g u s ta r ía  e x p re sa r  su a p re c io  al p e rso n a l d e  P ren tice  H all, en  e s 
pecial a E la in e  W e tte ra u , p o r  su a te n ta  c o o p e rac ió n  p a ra  la  p ro d u cc ió n  de e s te  libro .

Irw in  M iller 
M ary lees  M iller

H a m p to n , N e w  H am psh ire
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CAPÍTULO

1

Introducción

1.1 IN T R O D U C C IÓ N
1 .2  M É T O D O S  C O M B IN A TO R IO S
1 .3  CO EFIC IEN TE S  BIN O M IALES

1.1 IN T R O D U C C IÓ N

E n años rec ien tes, el desarro llo  de  la estadística se ha hecho sen tir en casi todas las fa
ses de la actividad hum ana. La estadística ya no consiste m eram ente  en  la recopilación 
de datos y su p resen tac ión  en gráficas y tablas; ahora  se considera que abarca la cien
cia de basar las inferencias sobre datos observados y la to ta lidad  del problem a de to 
m ar decisiones e n  presencia de la incertidum bre. E sto  cubre un te rren o  considerable 
puesto  que nos encon tram os con incertidum bres cuando lanzam os una m oneda, cuan 
do un d ietista  experim enta  con aditivos para los alim entos, cuando un actuario  d e te r
m ina las p rim as para  el seguro  de vida, cu ando  un ingen iero  de con tro l de  calidad 
acepta  o  rechaza p roductos m anufacturados, cuando un profesor com para las hab ilida
des de  los estud ian tes, cuando un econom ista pronostica tendencias, cuando un p e rió 
dico predice una elección, y así sucesivam ente.

Sería p resun tuoso  decir que la estadística, en  su estado  actual de  desarrollo , p u e 
de m anejar todas  las situaciones que im plican incertidum bres, pe ro  constan tem ente  se 
desarro llan  nuevas técnicas y la estadística m oderna puede, al m enos, p roporc ionar el 
m arco de referencia  p a ra  exam inar estas situaciones en  form a lógica y sistem ática. E n  
o tras palabras, la  estadística p roporc iona  los m odelos necesarios p a ra  estud ia r las si
tuaciones que im plican incertidum bres. en la m ism a form a que el cálculo provee los 
m odelos para  describir, digam os, los conceptos de la física new toniana.

Los orígenes de las m atem áticas de la estadística se pueden  encon trar en  los es
tud ios sobre  p robab ilidad  de m ediados del siglo x tx , m otivados p o r el in terés en los 
juegos de azar. L a  teoría  así desarro llada para  “cara o  cruz" o  “ ro jo  o  neg ro ” pron to  
encon tró  aplicaciones en  situaciones donde los resultados eran  “niño o  n iña” , “vida o 
m uerte” o  “ ap ro b ar o  rep ro b ar" , y los estudiosos em pezaron  a aplicar la teoría  de la 
p robabilidad  a los p rob lem as actuariales y a algunos aspectos de  las ciencias sociales. 
M ás tarde , L. B oltzm ann, J. G ibbs y J. M axwell in trodu jeron  la p robabilidad  y la es ta 
dística a la física, y en  este siglo se han  encon trado  aplicaciones en  todas las fases del 
quehacer hum ano  que en  alguna form a im plican un elem ento  de incertidum bre o  ries

1
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2 Capítulo 1: Introducción

go. Los nom bres relacionados de m anera  m ás p rom inente  con e! desarro llo  de la e s ta 
dística m atem ática  en la p rim era m itad de este siglo son los de R. A. Fisher. J. N eym an. 
E . S. Pearson y A . W ald. M ás recien tem ente, el trabajo  de R. Schlaifer, L. J . Savage y 
o tro s  m ás han d ad o  ím petu  a  las teo rías  estadísticas basadas, esencialm ente, en  m éto 
dos que se rem on tan  al clérigo inglés Thom as Bayes del siglo xix.

El enfoque a la estadística que se presenta  en  este  libro  es esencialm ente el en 
foque clásico, con m étodos de inferencia am pliam ente basados en el trab a jo  de J. N ey
m an y E. S. Pearson . Sin em bargo, en el capítu lo  9 se in troduce el enfoque m ás general 
de la teoría  de decisiones, y en  el capítu lo  10 se p resen tan  algunos m étodos Bayesia- 
nos. Este m ateria l se puede om itir sin que resulte una pérd ida  de continuidad.

1 .2  M É T O D O S  C O M B IN A T O R IO S

E n m uchos problem as de estadística debem os enum erar todas las a lternativas posibles 
en una situación dada  o al m enos de te rm inar cuántas posibilidades d iferen tes existen. 
E n relación con e s to  últim o, a m enudo  usam os el siguiente teorem a, algunas veces co
nocido com o el principio  básico de con teo , la regla de conteo  para  eventos com pues
tos, o  la regla de  m ultiplicación de opciones.

t e o r e m a  1.1 Si una operación consta de dos pasos, de los cuales el p rim ero  se 
puede  llevar a cabo  en  n { m aneras y para  cada una de éstas e l segundo se puede 
hacer en  n2 m aneras, en tonces la operación com pleta se puede e fec tuar en  m, • n 2 
m aneras.

A quí “operación" rep resen ta  cualquier clase de procedim iento , proceso o  m étodo de 
selección.

Para justificar este  teorem a, definam os al p a r o rdenado  (*,■, y¡)  com o el resu lta
do que surge cuando  el prim er paso  resu lta  en  la posibilidad y el segundo paso en la 
posibilidad yr  E n tonces, el conjunto  de  todos los resu ltados posibles está  fo rm ado  por 
los siguientes n , - n 2 pares:

( * i . y i ) .  .......
(* 2 . * i ) .  (* 2 . ^ z )  t a . y j

y i) .  (■'•«i* .^2 )» • • • » y«¡I

EJEMPLO 1.1

Supongam os que alguien qu iere  ir de vacaciones en au tobús, e n  tren  o  en  avión por 
una sem ana a a lguno  de los cinco estados cen trales del N oreste. E ncuen tre  e l núm ero  
de m aneras d iferen tes posibles de hacerlo.
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Sección 1.2: M étodos com binatorios 3

Solución

E l es tado  e n  particu la r se  puede  escoger de n , =  5 m aneras y los m edios de 
tran spo rte  se  pueden  escoger de n 2 — 3 m aneras. P o r consiguien te, el viaje se 
puede e fec tua r de 5 • 3 =  15 posibles m aneras. Si se desea una lista de todas las 
posibilidades, un  diagram a de árbol com o el de la figura 1.1 p roporc iona  un e n 
foque sistem ático. Este diagram a m uestra que hay n¡ =  5 ram as (posibilidades) 
para el núm ero  de estados, y para  cada una de estas ram as hay n 2 =  3 ram as (po 
sibilidades) para  los diferentes m edios de transporte. Es evidente que las 15 posi
bles m an eras  de tom ar las vacaciones están  rep resen tadas po r los 15 trayectos 
d istin tos a lo largo de las ram as del árbol. ▲

Figura 1.1 Diagrama de árbol.
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4 Capítulo 1: Introducción

EJEMPLO 1.2

¿C uántos resu ltados posibles existen cuando tiram os un par de dados, uno rojo  y uno 
verde?

Solución

El dado ro jo  puede  caer en  una de seis m aneras, y para  cada una de éstas el da
do verde tam bién  puede caer de seis m aneras. P or consiguiente el p a r de dados 
puede caer de 6  • 6  =  36 m aneras. ▲

El teorem a 1.1 se puede am pliar para  abarcar situaciones donde una operación 
consta  de dos o  m ás pasos. E n  este caso

t e o r e m a  12 Si un a  operación consta de k  pasos, de los cuales el p rim ero  se 
puede llevar a cabo de n , m aneras, para  cada una de éstas el segundo paso se p ue
de e fec tuar de n 2 m aneras, para  cada uno de los prim eros dos el te rcer paso  se 
puede hacer en  m aneras, y así sucesivam ente, en tonces la operación com pleta 
se puede realizar en /i, • n 2 • . . .  • n k m aneras.

EJEMPLO 1.3

U n inspector de con tro l de calidad desea seleccionar una parte  para  la inspección de 
cada uno de cu a tro  recipientes d iferen tes que contienen  4, 3. 5 y 4  partes, respectiva
m ente. ¿D e cuántas m aneras d iferen tes se pueden  escoger las cuatro  partes?

Solución

E l n ú m e ro  to ta l de  m an e ras  es 4 • 3 • 5 • 4 =  240. A

EJEMPLO 1.4

¿D e cuántas m aneras d iferen tes se puede con testar todas las p regun tas de una p rueba 
de falso o verdadero  que consta de 2 0  preguntas?

Solución

E n total hay

2 - 2 - 2  - 2 -  . . .  - 2 - 2  =  220 =  1,048,576

m aneras d iferen tes com o se pueden  responder todas las preguntas; sólo una de 
éstas corresponde al caso donde todas las respuestas son correctas y sólo una co
rresponde al caso donde todas las respuestas son incorrectas. A

F recuen tem en te , estam os in teresados en  situaciones donde los resu ltados son las 
m aneras d iferen tes en  las que un g rupo  de ob jetos se pueden  o rdenar o  arreglar. Por
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Sección 1.2: M étodos com binatorios 5

ejem plo, quizá deseam os saber de cuántas m aneras d iferen tes los 24 m iem bros de un 
club pueden  eleg ir a un presidente, un vicepresidente, un  teso rero  y un secretario , o 
podríam os desea r saber de  cuántas m aneras d iferen tes seis personas se pueden  sen ta r 
a la mesa. Los d iferen tes arreglos com o éstos se conocen com o perm utaciones.

EJEM PLO 1.5

¿C uántas perm utaciones hay de las letras a, b y c?

Solución

Los arreglos posibles son abe, acb , bac, bca. cab y cba , así q ue  el núm ero  de p e r
m utaciones d iferen tes es seis. M ediante el teo rem a 1.2 podríam os haber llegado 
a  esta respuesta  sin enum erar realm ente  las d iferen tes perm utaciones. Puesto que 
hay tres opciones para seleccionar una letra para la p rim era posición, después dos 
para la segunda posición, de jando  sólo una letra  para  la tercera  posición, el nú 
m ero  to ta l d e  perm utaciones es 3 • 2 • 1 =  6 . ▲

Al genera lizar el argum ento  que se utilizó en  el ejem plo an te rio r, encontram os
que n  objetos d iferen tes se pueden  arreg lar de n{n — l)(/i — 2 )* . . .  •3 * 2 * 1  m aneras 
d iferentes. P ara  sim plificar nuestra  notación, represen tam os este  p roducto  con el sím 
bolo  n \, el cual se lee “ facto ria l n ”. P o r lo tan to , 1! =  1, 2! =  2*1 =  2,
3! =  3 • 2 • 1 =  6 . 4! =  4 • 3 • 2 • 1 =  24. 5! =  5 • 4 • 3 • 2 • 1 =  120 y así sucesivam en
te. T am bién , p o r definición 0! =  1.

t e o r e m a  1 3  El n ú m e ro  d e  p e rm u ta c io n e s  d e  n  o b je to s  d i f e r e n te s  e s n ! .

EJEMPLO 1.6

¿D e cuántas m aneras d iferen tes se pueden  p resen tar al público los cinco jugadores ti
tu lares de  un equ ipo  de baloncesto?

Solución

H ay 5! =  5 • 4 • 3 • 2 • 1 =  120 m aneras en las que se pueden  presentar.
▲

EJEM PLO 1.7

El núm ero  de perm utaciones de las cua tro  letras a . b, c  y  d  es 24, pe ro  ¿cuál es el nú 
m ero  de perm utaciones si sólo tom am os dos de las cua tro  letras o, com o usualm ente se 
expresa, si tom am os las cua tro  letras dos a la vez?

Solución

T enem os d o s  posiciones que llenar, con cuatro  opciones para  la prim era y des
pués tres opciones para la segunda. Por consiguiente, m ediante el teo rem a 1.1, el 
núm ero  de  perm utaciones es 4 • 3 =  12. a

Al genera lizar el a rgum en to  que usam os en el e jem plo  a n te rio r, encon tram os 
q ue  n  o b je to s  d ife ren te s  tom ados r a la vez, p a ra  r  >  0 , se p u eden  a rreg la r de
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/i(« — l)*  . . .  •(« — r  +  l )  m aneras. Se rep resen ta  este  p roducto  m ediante „Pr, y ha
cem os „ P0 — 1 p o r  definición. Por consiguiente, podem os escrib ir lo siguiente:

t e o r e m a  1.4 El n ú m e ro  d e  p e rm u ta c io n e s  d e  n  o b je to s  d if e r e n te s  to m a d o s  r  a 
la v ez  es

para  r  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  n.

D em ostración . La fórm ula nP r =  n(n — l)* . . .  *(n — r  +  l )  no  se p u e 
de usar p a ra  r  =  0 , p e ro  tenem os

P  ~  -  1
" r ° (n  -  0 )!

P a r a r  =  1, 2 , . . . ,  n , tenem os

„ P , =  n(n -  lXw ~  2 )- . . .  •(/? -  r +  l)

n(n  — l)(n — 2 )- . . .  -(n — r  +  1 X» ~  r)i 
(n -  r)\

= n l
{n -  r)! T

E n los p rob lem as concernientes a perm utaciones, suele ser m ás fácil p roceder con 
el uso del teo rem a  1.2 com o en el ejem plo 1.7, pero  la fórm ula factorial del teo rem a
1.4 es más fácil de  recordar. M uchos paquetes de softw are de estadística p roporcionan  
valores p a ra  „Pr y  o tras cantidades com binatorias m edian te  sencillas instrucciones. D e 
hecho, estas can tidades tam bién  están  p reprogram adas en  m uchas calculadoras m anua
les de estadística (o  científicas).

EJEM PLO 1.8

D e en tre  los 24 m iem bros de un club  se sacan cuatro  nom bres para  los puestos de p re 
sidente , v icepresidente, teso re ro  y secretario . ¿D e cuántas m aneras d iferen tes se pu e
de  hacer esto?

Solución

El núm ero  d e  perm utaciones de 24 ob jetos d iferen tes tom ados 4 a la vez es 

24^4 =  ^ 7  =  2 4  • 23 • 22 • 2 !  =  255,024 A
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EJEM PLO 1.9

¿D e cuántas m aneras puede una sección local de  la Sociedad A m ericana de Q uím ica 
p rogram ar a tres o radores para tres reun iones d iferen tes, si todos ellos están  d isponi
bles en  cualqu iera  de cinco fechas posibles?

Solución

P uesto  qu e  debem os escoger tre s  de cinco fechas e im porta  el o rd en  en  que se 
escogen (asignadas a los tres o rado res), ob tenem os

T am bién  podem os argum entar que el prim er o rad o r se puede  p rogram ar en cual
qu iera  de cinco m aneras, el segundo  o rad o r de cua tro  m aneras y el te rcer o rado r 
de tres m aneras, de  m odo que la respuesta  es 5 • 4 • 3 =  60. a

Las perm utaciones que ocurren  cuando los ob jetos se arreglan en  un círculo se 
llam an perm utaciones circulares. D os perm utaciones circulares no se consideran d ife
ren tes (y se cuen tan  sólo una vez) si los ob jetos correspondien tes en los dos arreglos 
tienen  los m ism os ob jetos a su izquierda y a  su derecha. Por ejem plo, si cua tro  perso 
nas están  ju g ando  bridge, no ob tenem os una perm utación  d iferen te  si todos se cam bian 
a la silla que es tá  a su derecha.

EJEM PLO 1.10

¿C uántas perm utaciones circulares hay de cua tro  personas que juegan  bridge? 

Solución

Si consideram os a rb itra riam en te  la posición de  uno  de  los cua tro  jugadores com o 
fija, podem os sen ta r (arreg lar) a los o tros tres  jugadores en  3! =  6  m aneras di
ferentes. E n  o tras palabras, hay seis perm utaciones circulares diferentes. A

Al genera lizar el a rgum en to  que se utilizó en el ejem plo an te rio r, ob tenem os el 
siguiente teorem a.

t e o r e m a  l i  El núm ero  de perm utaciones de n  ob jetos d iferen tes arreglados 
en un círculo es (n — l)!.

H asta  aho ra  hem os supuesto  que los n  objetos, de los que seleccionam os r  o b je 
tos y form am os perm utaciones, son todos d iferen tes. Así, p o r ejem plo, no se pueden  
usar las diversas fórm ulas p a ra  de te rm inar el núm ero  de m aneras en  las que podem os 
arreg lar las le tras  en la pa lab ra  “b o o k "  (lib ro ) o  de cuántas m aneras se pueden  a rre 
glar tres  copias de una novela y una copia de o tras cua tro  en  un en trepaño .
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EJEM PLO 1.11

¿C uántas perm utaciones d iferen tes hay de  las letras de la pa labra  " b o o k ”?

Solución

Si p o r el m om ento  distinguim os en tre  las dos o e tiquetándo las o, y o 2. entonces 
hay 4! =  24 perm utaciones d iferentes de  los sím bolos b , o x, o2 y k. Sin em bargo, 
si quitam os los subíndices, entonces bo xk o 2 y b o j e o por ejem plo, am bos dan co
m o resu ltado  b o ko , y puesto  que cada par de perm utaciones con subíndice resulta 
en  sólo un a rreg lo  sin  subíndices, el núm ero  to ta l de arreg los de  le tras  en  la p a 

labra  "b o o k "  es ^  =  12. A

EJEM PLO 1.12

¿D e cuántas m an eras  d iferen tes se pueden  arreg lar, en un en trepaño , tres  copias de 
una novela y una copia de cada una de o tras cua tro  novelas?

Solución

Si designam os las tres copias de la p rim era novela con a ,, a2 y a3, y las o tras cua
tro  novelas con b , c , d  y e, encon tram os que con subíndices hay 7! d iferen tes p e r
m utaciones de  a ,. a2, o3, b, c, d  y e. Sin em bargo, puesto  que hay 3! perm utaciones 
de a ,. a2 y a 3 qu e  llevan a  la m ism a perm u tac ión  de a, a , a, b, c . d  y e , encon tra- 

7!
m os que só lo  hay —  =  7 • 6  • 5 • 4  =  840 m aneras en las que sie te  libros se p u e 

den a rreg lar en un en trepaño . A

A l genera lizar el a rgum en to  u tilizado  en  estos dos ejem plos, o b tenem o s el si
guiente teorem a.

t e o r e m a  1.6 El n ú m e ro  d e  p e rm u ta c io n e s  d e  n  o b je to s  d e  lo s  c u a le s  n , s o n  d e  
u n a  c la s e ,  n 2 s o n  d e  u n a  s e g u n d a  c la s e , . . . ,  n k s o n  d e  la  P é s im a  c la s e  y n¡ +  
n 2 +  ••• +  nk =  n e s  n ,  +  n 2

n \

n \ ! *«2 ! * ••• •«*!

EJEM PLO 1.13

¿D e cuántas m aneras se pueden  colgar, una ju n to  a la o tra , dos p in tu ras de M onet, tres 
p in turas de  R en o ir  y dos pinturas de D egas en  la pared  de un m useo sin hacer distin
ción en tre  las p in tu ras de los m ism os artistas?
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Solución

Al sustitu ir n  =  7, « , =  2, n 2 =  3 y /i3 =  2 en la fórm ula del teo rem a 1.6. ob 
tenem os

d b  =  210 A

H ay m uchos problem as en los que nos in teresa  de te rm inar el núm ero  de m ane
ras en  las cuales r  ob jetos se pueden  seleccionar de en tre  n objetos d iferen tes sin im 
portar el orden en el cual son seleccionados. T ales selecciones (arreg los) se conocen 
com o com binaciones.

EJEM PLO 1.14

¿D e cuántas m aneras d iferen tes puede una persona, que reúne datos para  una o rgan i
zación de investigación de m ercados, seleccionar tre s  de 2 0  fam ilias que viven en un 
com plejo departam en ta l dado?

Solución

Si nos in teresa  el o rden  en el cual se selecciona a  las fam ilias, la respuesta  es

20 =  20 - 19- 18 =  6,840

pero  en tonces cada conjunto  de tres fam ilias se con taría  3! =  6  veces. Si no nos 

in teresa  el o rd en  en  que se seleccionan las fam ilias, sólo hay — —  =  1,140 ma- 

ñeras en qu e  la persona que reúne los da tos puede hacer su trabajo . ▲

R ealm ente , “com binación" significa lo m ism o que “subcon jun to”, y cuando  p ed i
m os el núm ero  de com binaciones de r ob jetos seleccionados de un conjunto  de n ob je
tos diferentes, sim plem ente pedim os el núm ero  to ta l de subconjuntos de  r  ob jetos que 
se pueden  seleccionar de un conjunto  de n  ob jetos d iferentes. E n  general, hay r! p e r
m utaciones de los ob jetos en  un subconjun to  de r objetos, así que las „ P , p erm utacio 
nes de r ob jetos seleccionados de un conjunto  de n ob jetos d iferen tes contienen  cada 
subcon jun to  r! veces. Al d iv id ir nP r p o r r\ y rep re sen ta r el resu ltado  p o r m ed io  del

sím bolo ^  \  tenem os entonces

TEOREMA 1.7 El núm ero  de com binaciones de n  ob jetos d iferen tes tom ados r a
la vez es

/ n \  ni
\ r j  r \(n  -  r)!

para  r  =  0 , 1 , 2 .......  n.
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EJEMPLO 1.15

¿E n  cuántas form as d iferen tes pueden  seis lanzam ientos de una m oneda, p roducir dos 
caras y cua tro  cruces?

Solución

Esta p regun ta  es io m ism o que p regun tar de cuántas m aneras podem os seleccio
nar los dos lanzam ientos, en  los cuales ocurrirán  caras. P or consiguiente, al apli
car el teo rem a  1.7. encontram os que la respuesta  es

T am bién  se puede o b ten e r  este  resu ltado  con  el proceso , bastan te  ted ioso , de
enum erar las diversas posibilidades, H H T T T T . T T H T H T , H T H T T T  donde H
represen ta  ca ra  y T  rep resen ta  cruz. ▲

¿C uántos com ités d iferen tes, de  dos quím icos y un físico, se pueden  form ar con los cua-

Puesto que dos de los cuatro  quím icos se pueden  selección; y ~  =  6

ñeras, e l teo rem a  1.1 m uestra que el núm ero  de com ités es 6  • 3 =  18. A

U na com binación de r ob jetos seleccionados de un con jun to  de n  ob jetos d iferen
tes se puede considerar una partición de los n  ob jetos en dos subconjuntos que con tie
nen, respectivam ente, los r  ob jetos que se seleccionan y los n  — r  ob jetos restantes. A 
m enudo, nos cen tram os en  el p rob lem a m ás general de d ividir un conjunto  de  n  ob je
tos d istin tos en k  subconjuntos. lo cual requ iere  qu e  cada uno  de  los n ob jetos debe 
p ertenecer a uno y sólo a uno  de  los subconjuntos. t  N o im porta  e l o rd en  de los o b je 
tos d en tro  de un subconjunto.

¿D e cuántas m aneras se puede dividir un  con jun to  de cuatro  ob jetos en  tres subconjun
tos que con tengan , respectivam ente, dos, uno y uno de los objetos?

A rep resen ta r los cuatro  ob jetos po r a, b, c y d , encontram os, po r enum eración, 
que existen las siguientes 1 2  posibilidades:

EJEM PLO 1.16

tro  quím icos y los tre s  físicos del p ro feso rado  de una pequeña universidad? 

Solución

m aneras y u n o  de los tres físicos se puede  seleccionar de

4!

=  3 m a-

EJEM PLO 1.17

Solución

tSim bólicam ente, los subconjuntos A t . A 2 A k constituyen una partición del conjunto A  si
A } U i4 ¡ U U A k =  A  y A , f l  A t =  O para toda t *  j.
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a b \c \d  ab \d \c . a c \b \d  a c \d \b
a d \b \c  a d \c \b  b c \a \d  b c \d \a
b d \a \c  b d \c \a  c d \a \b  c d \b \a

El núm ero  de particiones para  este  ejem plo se rep resen ta  con el sím bolo

4
2 , 1. 1/ =  12

donde el núm ero  de la pa rte  superio r rep resen ta  el núm ero  to ta l de ob jetos y  los 
núm eros de la pa rte  inferior deno tan  el núm ero  de ob jetos que en tran  en cada 
subconjunto . ▲

Si no hubiéram os querido  enum erar todas las posibilidades en  el ejem plo p rece
den te , podríam os h aber argum entado  que los dos ob jetos que en tran  en  el p rim er sub-

f 4 \
co n ju n to  se p u e d e n  escoger de I I  =  6  m aneras, el o b je to  que e n tra  en e l segundo

subcon jun to  p u ed e  en tonces elegirse de =  2  m aneras y el ob je to  que en tra  en el

'1
te rcer subcon jun to  puede en tonces elegirse de =  1 m aneras. Así, po r m edio  del 

teo rem a 1.2, hay 6  • 2 • 1 =  12 particiones. Al generalizar este  argum ento  tenem os el si

guiente teorem a.

t e o r e m a  1.8 E l n ú m e ro  d e  m a n e ra s  e n  q u e  u n  c o n ju n to  d e  n  o b je to s  d i f e r e n 
te s  se  p u e d e n  d iv id ir  o  p a r t i r  e n  k  s u b c o n ju n to s  d e  n , o b je to s  e n  e l p r im e r  s u b 
c o n ju n to ,  n 2 o b je to s  e n  e l  s e g u n d o  s u b c o n ju n to  y n k o b je to s  e n  e l  P é s im o
s u b c o n ju n to  e s

Demostración. Puesto que los n, ob jetos que en tran  en  el p rim er subcon

ju n to  se pueden  escoger de ^ ^ m aneras, los n 2 ob jetos que en tran  en el segundo 

subconjun to  pueden  en tonces escogerse de ^ m aneras, los n  ob jetos que

e n tra n  en  e l te rc e r  su b co n ju n to  p u ed en  e n to n ces  escogerse  de  /,! 

m aneras y así sucesivam ente , resu lta  po r el teo rem a  1 . 2  q ue  el núm ero  to ta l de 

particiones es
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V»l, «2 .......... * k /  \ " l /  V «2

n  -  n x -  n 2 ----------
n k

(«  -  n x)!
r t i !*(n — w,)! n 2l ' { n  — n, — n2)\

{n -  n,  -  n2 ----------- ” *-i ) !
«*!• 0 !

w ,! - « 2! - . . .  -/i*!

EJEM PLO 1.18

¿D e cuántas m aneras puede asignarse a  siete hom bres de negocios, que asisten a una 
convención, u na  habitación trip le de  ho tel y dos dobles?

Solución

Sustituyendo n =  7. n , =  3, n 2 =  2 y n 3 =  2 en  la fórm ula del teo rem a  1.8, ob 
tenem os

7!
=  210 A

3 , 2 . 2 /  3 ! -2 ! -2 !

1 . 3  C O E F IC IE N T E S  B IN O M IA L E S

Si n  es un e n te ro  positivo y m ultiplicam os (x +  y)" térm ino  po r térm ino , cada térm ino
será el p ro ducto  de las x  y las y. donde una x  o  una y  proviene de cada uno  de los n
factores x  + y. P or ejem plo, la expansión

(x +  y f  =  (x  +  y \ x  +  y \ x  +  y)

=  x  • x  • x  +  x  • x  • y  +  X ’ y  ’ X +  r * y * y  

+  y  x  ‘ X +  y  • x  • y  +  y  • y  • x  +  y  • y  • y  

=  x 3 +  3x2y +  3xy2 +  y3

produce térm inos de la form a x3, x 2y , xy2 y y3. Sus coeficientes son 1, 3, 3 y 1, y el coe

ficiente de xy2, po r ejem plo, es ( i  j =  3, el núm ero  de m aneras en que podem os esco-
<2 ,

ger los dos fac to res que p roveen  las y. E n  form a sim ilar, e l coeficien te  de  x 2y  es 

=  3, el n ú m ero  de  m aneras en  que podem os escoger el único fac to r qu e  p rovee

la y, y los coeficientes de x3 y  y3 son Q j  =  1 y ( ^ J  =  1 .
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M ás genera lm en te , si n  es un en te ro  positivo y m ultiplicam os +  y j 1 térm ino  

p o r térm ino, el coeficiente de xn~'yr es el núm ero  de m aneras en  que podem os esco

ger r factores q ue  provean  las y . E n  consecuencia, nos referim os a ^  y  com o un coefi

c ien te  binom ial. A h o ra  podem os enunciar el siguiente teorem a.

TEOREMA 1.9

( -  +  >-r =  í ( " V - y p a r a  c u a lq u ie r  e n t e r o  p o s i t iv o  n
r= 0  v /

(P ara  los lectores que no estén  fam iliarizados con la notación £  en el apéndice A  se 
da una breve explicación.)

A m enudo  se  puede  sim plificar el cálculo de los coeficientes binom iales al utili
zar los tres teo rem as siguientes.

t e o r e m a  1.10 P ara  cualesquier en teros positivos n  y r =  0, 1. 2 , . . . .  n ,

Demostración. Podríam os a rgum en tar que cuando  seleccionam os un sub- 
conjunto  de r ob jetos de un conjunto  de n  ob jetos d iferen tes, dejam os un subcon- 
ju n to  de n — r  ob jetos; de  ah í que, hay tan tas m aneras de seleccionar r  objetos 
com o m aneras de de ja r (o  seleccionar) n — r objetos. Para  dem ostra r el teo rem a 
en  form a algebraica, escribim os

/  n \ _  _________ n\___________   n\
Vi — r )  (n — r)![n — (n — r)]! (n — r)!r!

- ñ r h - Q  ■

E l teo rem a 1.10 implica que si calculam os los coeficientes binom iales para  r =  

0 , 1 , ~  cuando  n es par y para  r =  0 , 1 , . . . ,  ^ , cuando n  es im par, los coeficien

tes binom iales res tan tes  se pueden  ob ten er al utilizar el teorem a.
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EJEM PLO 1.19

EJEM PLO 1.20

E s precisam ente en  esta  form a com o el teo rem a 1.10 podrá usarse en  relación con 
la tab la V I I . t

EJEM PLO 1.21

E ncuen tre

Solución

2 0

12M »

P uesto  q ue  no  se en  *a ta *5*a u t 'h zam os e * hecho de  q ue  ^ 2 )

=  , buscam os y obtenem os =  125,970. Asimismo, para encon

tra r  ^  utilizam os el hecho de que ^  j jQ  =  ( 7 ^)* buscam os y o b ten e 

m os Q j Q  =  19,448. ▲

t e o r e m a  1.11 Para  cualquier en te ro  positivo n  y r  = 1 ,2 , ..., n  — 1,

t  Los núm eros romanos se refieren a las tablas estadísticas al final del libro.
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D em ostración . Al sustitu ir x  =  1 en (x +  y)", escribam os

(1 +  y ?  =  (1 +  V'XI +  v ) " " 1 =  (1 +  y Y ~ '  +  y ( \  +  y Y ~ '

e igualem os el coeficien te  de  y '  en  ( 1  +  y f  con aquellos en  ( l  +  y ) " - 1  +  

y (l +  y)"-1 . Puesto que el coeficiente de y r en  (1 +  y f  es y el coeficiente de 

y r e n ( l  +  y) ” - 1  +  y ( l +  y ) " - 1  es la suma del coeficiente de /  en ( l +  y)"-1 , esto 

es. y  el coeficiente de y ' - 1  en ( l +  y f ~ x, esto es, obtenem os

; : ! )

lo cual com pleta  la dem ostración.

A lternativam ente, tom e cualquiera de los n objetos. Si no incluirá en tre  los r obje

tos, hay ^  m aneras de seleccionar r objetos; si va a incluirse, hay  ̂ ^  m a

neras de seleccionar los o tros r 2 1 objetos. Por consiguiente, hay ^ y  +  

m aneras de seleccionar los r  objetos, esto  es.

El teorem a 1.11 tam bién se puede dem ostra r al expresar los coeficientes b inom ia
les, en am bos lados de la ecuación, en térm inos de factoriales y en tonces p roceder de 
m anera algebraica, pero  dejarem os esto  al lector en  el ejercicio 1.12. E n el ejercicio 1.11 
se da una aplicación im portan te  del teo rem a 1 .1 1 , donde p roporc iona  la clave para  la 
construcción de lo  que se conoce com o el triángulo  d e  Pascal.

Para enunc ia r el te rcer teorem a sobre  los coeficientes binom iales, hagam os la si

guiente definición: =  0  s iem pre que n  sea un en te ro  positivo y r sea un en te ro  p o 

sitivo  m ayor que n. (E v id en tem en te , no  hay form a en que podam os seleccionar un 
subconjun to  que contenga m ás e lem en tos que todo  el conjunto  m ism o.)
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D em ostración. U sando la m ism a técnica que en  la dem ostración  del te o 
rem a 1 .1 1 , dem ostrem os este  teo rem a al igualar los coeficientes de  y k en  las ex
presiones de am bos lados de la ecuación

( 1  +  y f> + " =  ( 1  +  1 +  y f

El coeficiente de y4 en  ( l  +  y)m* n es *  n ^j, y el coeficiente de  y k en

(i + y)"(i +yY  =
o )  +  ( >  +  -  +

(¡0+ ( : y  +  ... + y"

es la sum a de los p roductos que ob tenem os al m ultiplicar el térm ino  constan te 
del p rim er fac to r p o r  el coeficiente de y* en el segundo factor, el coeficiente de 
v en el p rim er factor po r el coeficiente de y * - 1  en el segundo fa c to r ,. . . ,  y el coe
ficiente de y* en  el prim er factor po r el térm ino constante del segundo factor. Así, 
el coeficiente de y* en ( l  +  y)” (l +  y)" es

m \ f  n  

0
+

n

k  -  1

m
k  -  2

+  ••• +

m

,=o \  r

n
k  -  r

y esto  com pleta la dem ostración.

EJEM PLO 1.22

V erifique el teo rem a 1.12 num éricam ente  para  m  =  2, n =  3 y k  =  4. 

Solución

A l sustitu ir estos valores, obtenem os

X) * 00 * ©o * ©o * o© - ©
gina 15, la ecuación se reduce a

y puesto  que y ( , I son igual a 0  de  acuerdo  a la definición en  la pá-

lo cual se com prueba, puesto  que 2*1 +  1*3 =  5.

Al utilizar e l teorem a 1.8, podem os am pliar nuestra  exposición a coeficientes mul- 
t in o m ia le s , e s to  es , a los c o e f ic ie n te s  q u e  re s u lta n  de la e x p a n s ió n  de (x, +  x 2
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+  ••• +  **)". E l c o e fic ien te  m u ltinom ia l del té rm in o  x\' ‘ X2 • . . .  ‘ x'¿ en  la e x p a n 
sión de ( x x +  x 2 +  ••• +  x k )“ es

n \  n\
r, ,  r2  rk j  r , ! • r2! • . . .  • r*!

EJEM PLO 1.23

¿C uál es el coeficiente de x í * 2.*3 en  la expansión de (.V) +  x 2 +  * 3) ?

Solución

Si sustitu im os n  =  6 , r¡ =  3, r2 =  1 y r3 =  2 en la fórm ula an te rio r, ob tenem os

6 !
=  6 0  a

3! • 1! • 2!

EJERCICIOS

1.1 U na operación  consta de dos pasos, de los cuales el p rim ero  se puede hacer de 
/i, m aneras. Si el prim er paso se hace de la m anera /ésim a. el segundo paso se 
puede hacer de n ^  m aneras .t
(a ) U se un diagram a de árbol y encuen tre  una fórm ula para  el núm ero  total 

de m aneras en  que se puede efectuar la operación total.
(b ) U n estud ian te  puede p repararse  du ran te  0, 1, 2 o  3 horas para  un exam en 

de historia en  un día dado. U se la fórm ula ob ten ida  en  la pa rte  (a ) para 
verificar que hay 13 m aneras en las que el estud ian te  puede p repararse  du 
ran te  4 horas cuando m ucho para  la p rueba en dos días consecutivos.

1.2 C on resp ec to  al ejercicio  1.1 verifique que si n 2i es igual a la constan te  n 2, la 
fórm ula o b ten id a  en la pa rte  (a) se reduce a aquella  del teo rem a  1 .1 .

1 3  C on respec to  al ejercicio 1.1, supongam os que hay un tercer paso, y si el prim er 
paso se realizó  de la /ésim a m anera y el segundo paso de la yésima m anera, el 
te rcer paso  se puede hacer de n 3l¡ m aneras.
(a) U se un diagram a de árbol para verificar que toda la operación se puede 

hacer de
n, nj/

¿  É  n *iiM1 / - I

m aneras diferentes.
(b ) Con respecto al inciso (b) del ejercicio 1.1, use la fórm ula del inciso (a) pa

ra verificar que hay 32 m aneras en las que el estudiante puede prepararse 
du ran te  4 horas, cuando m ucho, para la prueba en tres días consecutivos.

1.4 D em uestre  que si n 2i es igual a la constan te n 2 y n 3i¡ es igual a la constan te  n 3, 
la fórm ula del inciso (a) del ejercicio 1.3 se reduce a la del teo rem a 1.2.

t  El uso de subíndices dobles se explica en el apéndice A.
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1.5 E n una serie final del cam peonato  en tre  dos equ ipos de baloncesto , el ganador 
es el p rim er equ ipo  qu e  gane m  juegos.
(a ) C o n ta n d o  sep arad am en te  el n ú m ero  de  series finales q ue  req u ie ren  m ,

m  4- 1 y 2m  — 1 juegos, m uestre que el núm ero  to ta l de  resultados
d iferen tes (secuencias de  juegos ganados y juegos perd idos de  uno  de los 
equ ipos) es

(b ) ¿C uántos resu ltados d iferen tes hay  para  una final de  “2  de  3", una final de  
“3 de 5” y una final de “4  de 7”?

1.6 C uando  n  es grande, se puede  aprox im ar n\ p o r  m edio  de  la expresión

llam ada la  fórm ula de Stirling. donde e  es la base de los logaritm os naturales. 
(Se puede  encon trar una derivación de  esta  fórm ula en  el libro de W. Feller ci
tado  en tre  las referencias al final de  este  capítu lo .)
(a) U tilice la fórm ula de Stirling y ob tenga las aproxim aciones p a ra  10! y 12!,

tam b ién  en cu en tre  los p o rcen ta jes  de  e rro r  de estas  ap rox im aciones al 
com pararlas con los valores exactos, dados e n  la tab la  V II.

(b ) U se  la fórm ula de Stirling y ob tenga  una aproxim ación p a ra  el núm ero  de
m anos de bridge de 13 cartas que se pueden  d a r  con una bara ja  ord inaria  
de 52 cartas de juego.

1.7 U se la fó rm u la  de S tirling  (véase el ejercicio  1.6) p a ra  ap ro x im ar 2n\ y  n!, 
m uestre que

1.8 E n algunos p rob lem as de la teo ría  de la  ocupación nos in teresa  el núm ero  de 
m aneras en  que ciertos ob jetos distinguibles se pueden  distribu ir en tre  personas, 
urnas, cajas o  celdas. E ncuen tre  una expresión p a ra  el núm ero  de  form as en 
que se p ueden  d istribu ir r ob jetos distinguibles en tre  n  celdas y  úsela para  en 
con tra r e l núm ero  de  m aneras en q ue  se pueden  d istribu ir tres libros d ife ren 
tes en tre  1 2  estudian tes, en  una clase de lite ra tu ra  inglesa.

1.9 E n  algunos p rob lem as de la teo ría  de la ocupación nos in teresa  de  cuántas m a
neras se p ueden  d istribu ir ciertos ob jetos indistinguibles en tre  personas, urnas, 
cajas o  celdas. E ncuen tre  una expresión para  el núm ero  de  m aneras en que se 
pueden  d istribu ir r ob jetos indistinguibles en tre  n  celdas y úsela para  encon trar 
el núm ero  de m aneras en que un pan ad ero  puede  vender cinco hogazas (indis
tingu ib les) de p an  a tre s  c lien tes. (Sugerencia : P odríam os a rg u m en ta r que 
L | L L L  | L  p resen ta  el caso donde los tres clientes com pran  una hogaza, tres  ho 
gazas, y u na  hogaza, respectivam ente, y que L L L L  | | L  rep resen ta  el caso  d o n 
de los tre s  clientes com pran  cu a tro  hogazas, ninguna hogaza y una hogaza. Así,
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debem os buscar el núm ero  de  m aneras en  que podem os arreg lar las cinco H y 
las dos ba rras  verticales.)

1.10 E n  algunos problem as de la teo ría  de la ocupación nos in teresa  el núm ero  de 
m aneras en  que ciertos ob jetos indistinguibles se pueden  distribu ir en tre  indivi
duos. u rnas, cajas o  celdas con al m enos uno en cada celda. E ncuen tre  una ex
presión p a ra  el núm ero  de m aneras en  que r ob jetos indistinguibles  se pueden
distribu ir en tre  n celdas con al m enos una en cada celda y  vuelva a traba ja r en 
la pa rte  num érica del ejercicio 1.9. donde cada uno de los tres clientes obtiene 
al m enos una hogaza de pan.

1.11 C uando no  hay tablas disponibles, a veces es conveniente determ inar los coefi
cientes binom iales por m edio del siguiente arreglo, llam ado triángulo de Pascal:

1

1 1 

1 2  1

1 3  3 1
1 4 6  4 1

1 5 10 10 5 1

donde cada hilera em pieza con un 1 , term ina con un 1 , y cada uno de los de
m ás elem entos es la sum a de los dos elem entos m ás cercanos de la hilera que 
está inm ediatam ente arriba. E n este triángulo, el elem ento résim o en la nésim a

hilera es el coeficiente binom ial í  ” j  Y  C onstruya las dos h ileras siguientes 

(sép tim a y octava) del triángu lo  y escriba las expresiones b inom iales de 

(* +  y f y ( x  +  y)’.

1.12 D em uestre  el teo rem a 11.1 m ediante la expresión de todos los coeficientes b i
nom iales en  térm inos de factoriales y después sim plifique en form a algebraica.

1.13 Al exp resar los coeficientes binom iales en térm inos de factoriales y sim plificar 
en  form a algebraica, dem uestre  que

1.14 Sustituya los valores aprop iados para  .r y y  en la fórm ula del teo rem a 1.9, para 
d em o stra r que

(a)

(b)

(a) S C I "  2*=

<b> t  ( - > ( : ) = ° =



Capítulo 1: Introducción

1 .1 5  P o r m ed io  de la aplicación repe tida  del teo rem a 1.11, dem uestre  que

O K Ü C - J
1 .1 6  U se el teo rem a  1.12 p a ra  dem ostra r que

¿OH2;
1 .1 7  D em uestre  que j ?  r (  n  ) =  n2n 1 haciendo x  =  1 en  el teo rem a 1.9, después

r-o  \ r /
d ife ren c ian d o  las exp resiones  en  am bos lados con resp ec to  a y , y finalm ente  

sustituyendo y  = 1 .
1 .18  V uelva a trab a ja r en  el ejercicio 1.17 usando el inciso (a) del ejercicio 1.14 y el 

inciso (c) del ejercicio 1.13.

1 .1 9  Si n  no  es un e n te ro  positivo o  cero , la expansión binom ial de (1 4- y )" p ro d u 
ce, p a ra  — 1 <  y  <  1 , la serie infinita

4-

( r t \  n(n — l)*  . . .  *(n — r  4- 1) , .  _ .
donde ( r  ) =      Para  c =  1, 2, 3  U se esta  defini

ción genera lizada  de coeficientes binom iales (que concuerda con la de la pági
na 13 p a ra  valores en te ro s  positivos de n ) para  evaluar

(b ) ( Í M V >
(b ) V 5  escribiendo V 5  =  2(1 4- y usando los prim eros cuatro  térm inos 

de  la  expansión binom ial de ( l  4- ¿ ) ,/2.

1 .2 0  C on respec to  a la definición generalizada de los coeficientes binom iales en  el 
ejercicio 1.19, dem uestre  que

«  ( ? )  -  ( - >

(b)  ( r , )  =  ( “ 1X "  +  r  1) p ara' , > 0 -

1 .21  E ncuen tre  el coeficiente de  x 2y 3z 3 en  la expansión de (* 4- y  4- z f .

1 .22  O b tenga  el coeficiente de x i y 2z i w  en  la expansión de (2.v 4- 3y — 4z  4- w f .

1 .23  D em uestre  que
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n
— 1 , n 2, . . . , n k

n ~  1

« i ,  n 2 — 1 , . . . .  n k

n -  1

+ ... + (  " 1 J
\ « i ,  « 2  n k — 1 /

expresando todos estos coeficientes m ultinom iales en  térm inos de factoriales y 
sim plificando en form a algebraica.

1 .2 4  H ay cu a tro  ru tas. A , B , C  y D , en tre  la casa de  una persona y el lugar donde 
trabaja , p e ro  la ru ta  B  es de un solo sentido, de  m odo que no puede tom arla 
cuando  va a su trabajo , y la ru ta  C  es de un solo sentido, de  m odo que no p u e 
de tom arla  cuando va rum bo a  casa.

(a ) T race un d iagram a de árbol qu e  m uestre  las diversas m aneras en  que la 
persona puede  ir y venir del trabajo.

(b ) T race un diagram a de árbol que m uestre  las diversas m aneras en  que p u e 
de  ir y  venir del trabajo , sin tom ar la m ism a ru ta  en am bos sentidos.

1.25 U na persona con $2 en su bolsillo apuesta  $1, con tra  la m ism a can tidad , en un 
"vo lado” o  lanzam iento  de una m oneda y continúa apostando  $ 1  en  tan to  tie 
ne d inero . T race  un diagram a de árbol para  m ostrar las diversas situaciones que 
pueden  suceder d u ran te  los prim eros cua tro  lanzam ientos de  la m oneda. D es
pués del cu a rto  lanzam iento , ¿en cuántos casos estará

(a ) exactam en te  sin ganar ni perder;

(b) exactam en te  adelan te  por $2 ?

1.26 Suponga qu e  en la Serie M undial de béisbol (en la cual el ganador es el prim er 
equ ipo  q ue  gana cu a tro  juegos) el cam peón de la Liga N acional aven ta ja  al 
cam peón de la Liga A m ericana p o r tres juegos a dos. C onstruya un diagram a 
de árbol para  m ostrar de cuántas m aneras pueden  ganar o  pe rder estos equipos 
el juego  o  los juegos restantes.

1 .2 7  El e n tren ad o r de un cam po de golf alm acena dos juegos idénticos de palos de 
golf para m ujer, reo rdenando  al final de cada día (a fin de en tregar tem prano  
en  la m añana siguiente) si y sólo si vendió am bos. T race  un diagram a de  árbol 
para  dem ostra r que si él em pieza un lunes con dos juegos de palos, hay en  to 
tal ocho d iferen tes m aneras en que puede vender du ran te  los p rim eros dos días 
de esa sem ana.

1 .2 8  P o r m uchos siglos, con tar el núm ero  de resu ltados en los juegos de azar ha  si
do  un pasatiem po popular. E sto  e ra  de in terés no sólo porque el juego  (po r d i
nero) e s tab a  de po r m edio , sino tam bién po rque los resu ltados de los juegos de 
azar a  m enudo  se in te rp re taban  com o designio divino. A sí fue que hace a lrede
d o r de mil años, un  obispo, de  lo q ue  ahora  es Bélgica, de te rm inó  que existen 
56 m aneras d iferen tes en las que tres  dados pueden  caer a condición que uno  
esté interesado sólo en el resultado global y  no en qué hace cada dado. A signó 
una virtud a cada una de estas posibilidades y cada pecador ten ía  que concen
trarse du ran te  cierto tiem po en la virtud que correspondía a su tirada de dados.

APLICACIONES
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(a) E n cu en tre  el núm ero  de m aneras e n  qu e  tres  dados p ueden  caer con el 
m ism o núm ero.

(b ) O btenga el núm ero de m aneras en  que dos de los tres dados pueden caer 
con el m ism o núm ero de puntos y el tercero  caiga con un núm ero diferente.

(c) D e te rm ine  el núm ero  de m aneras en que los tres dados pueden  caer con 
núm eros diferentes.

(d ) U se los resu ltados de las partes  (a), (b ) y (c) para  verificar los cálculos del 
ob ispo  de que hay en to ta l 56 posibilidades.

1.29 Si la N C A A  tiene solicitudes de  seis universidades para  ser el anfitrión  de los 
cam peonato s in terun iversitarios de ten is en  1998 y 1999, ¿de cuán tas m aneras 
p ueden  seleccionar al anfitrión  p a ra  estos cam peonatos
(a) si am bos no se van a ce leb rar en la m ism a universidad;
(b) si am bos pueden  realizarse en  la m ism a universidad?

1.30 Las c inco  finalistas del concurso  seño rita  U niverso  son las rep re sen tan te s  de 
A rgen tina , Bélgica, E stados U nidos, Japón  y N oruega. ¿D e cuán tas m aneras 
pueden  los jueces escoger a
(a ) la ganadora  y la p rim era suplente;
(b ) la ganadora , la prim era y la segunda suplen tes?

131 E n una elección p rim aria, hay cua tro  candidatos para  el puesto  de alcalde, cin
co p a ra  te so re ro  de la  ciudad, y dos cand idatos p a ra  p rocurador.
(a) ¿D e cuán tas m aneras puede un vo tan te  m arcar su bo leta  para  elegir a los 

tre s  funcionarios?
(b) ¿D e cuán tas m aneras puede  u na  persona vo tar si ejerce su elección de no 

v o ta r por un cand idato  para  alguno o  todos estos puestos?

1 3 2  U na p ru eb a  de elección m últiple consta de 15 p reguntas, cada una perm ite  una 
elección en tre  tres a lternativas. ¿D e cuántas m aneras d iferen tes puede  una es
tud ian te  m arcar sus respuestas a estas p reguntas?

1 3 3  E l precio  de un reco rrido  turístico  po r E u ropa  incluye cua tro  sitios qué visitar 
q u e  d eb en  seleccionarse a p a rtir  de  10 ciudades. ¿D e cuán tas m aneras d ife ren 
tes se p u ed e  p lanear tal viaje
(a) si es im portan te  el o rden  de las paradas interm edias;
(b) si n o  es im portan te  el o rden  de las paradas in term edias?

1.34 ¿D e cuán tas  m aneras puede  un d irec to r de televisión p rogram ar los seis dife
ren tes anuncios de  un pa troc inador, d u ran te  los seis espacios de tiem po asigna
do para  anuncios, d u ran te  un “especial” de una hora?

1.35 ¿D e cuán tas m aneras puede  el d irec to r de televisión del ejercicio 1.34 asignar 
los seis espacios de tiem po p a ra  anuncios si el pa troc inado r tiene tres anuncios 
d ife ren tes, cada uno  de los cuales se puede  m ostrar dos veces?

1 3 6  ¿D e cuán tas m aneras puede  el d irec to r de televisión del ejercicio 1.34 cubrir los 
seis espacios de tiem po  para  anuncios si el pa troc inado r tiene  dos anuncios d i
feren tes, cada  uno  de los cuales se puede  m ostrar tre s  veces?

1.37 ¿D e cuán tas  m aneras se pueden  fo rm ar en línea cinco personas para subir a un 
au tobús?  ¿D e cuántas m aneras se pueden  fo rm ar en  línea si dos de las perso 
nas se reh ú san  a hacerlo  una de trás de la o tra?
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1.38 ¿D e cuán tas  m aneras pueden  ocho personas fo rm ar un círculo  para  un baile 
folklórico?

1.39 ¿C uántas perm utaciones hay de  las letras en la palabra
(a) “g re a t” (grandioso);
(b ) “g ree t"  (saludo)?

1.40 ¿C uán tas perm utac iones hay de las le tras  de la pa lab ra  “statistics" (estad ísti
ca)?  ¿C uán tas  em piezan y term inan  con la letra  s?

1.41 U n equ ipo  colegial juega  10 partidos de fú tbol d u ran te  una tem porada . ¿D e 
cuántas m aneras puede term inar la tem porada  con cinco juegos ganados, cua
tro  perd idos y un em pate?

1.42 Si ocho personas están  reunidas para com er, ¿de cuántas m aneras d iferentes tres 
de  ellas pueden  o rdenar pollo, cuatro  o rdenar carne y una o rdenar langosta?

1.43 E n el e jem plo  1.4 dem ostram os que una p rueba  de falso o  verdadero  que cons
ta  de 20 preguntas, se puede  m arcar de 1,048,576 m aneras diferentes. ¿D e cuán 
tas m aneras se puede m arcar cada pregunta  con falso o  verdadero  de  m odo que
(a) 7 estén  co rrec tas y 13 incorrectas;
(b ) 1 0  e stén  correctas y 1 0  incorrectas;
(c) al m enos 17 estén  correctas?

1.44 E ntre  los siete candidatos para dos vacantes en  el consejo de una ciudad hay tres 
hom bres y cuatro  m ujeres. ¿D e cuántas m aneras se pueden  cubrir estas vacantes
(a) con dos candidatos cualqu iera  de  los siete;
(b ) con dos de las cua tro  m ujeres;
(c) con uno  de  los hom bres y una de las m ujeres?

1.45 E n tre  10 apara to s  de televisión de  un em barque, hay tres qu e  están  defec tu o 
sos. ¿D e cuán tas  m aneras puede un hotel com prar cua tro  de estos apara tos y 
recibir al m enos dos de  los apara tos defectuosos?

1.46 Ms. Jones tiene cua tro  faldas, siete blusas y tres suéteres. ¿D e cuántas m aneras 
puede escoger dos de las faldas, tres  de las blusas y uno  de los suéteres p a ra  lle
var en  un viaje?

1.47 ¿C uán tas m anos de bridge d iferen tes pueden  con tener cinco espadas, tre s  d ia 
m antes. tres  trébo les y dos corazones?

1.48 E ncuen tre  el núm ero  de m aneras en  que una A . tres B, dos C  y una F se pu e
den  d istribu ir en tre  siete  e stud ian tes q ue  tom an un curso  de estadística.

1.49 U na coleccionista de a rte , dueña  de 10 p in tu ras de artistas fam osos, está  p rep a 
rando  su testam en to . ¿D e cuán tas m aneras d iferen tes puede  dejar estas p in tu 
ras a sus tre s  herederos?

1.50 U n aficionado al béisbol tiene dos bo letos para seis juegos d iferen tes en el es
tad io  de  los C achorros de Chicago. Si tiene cinco am igos a quienes les gusta el 
béisbol, ¿de cuántas m aneras d iferen tes puede invitar a uno de ellos a cada uno 
de los seis juegos?

1.51 Al final de l día. una paste lería  da  todo  lo que no se vendió  a  cen tros de acopio 
de com ida para  los necesitados. Si, al Final de  un día dado , le q uedan  12 p as te 
les de m anzana, ¿de cuántas m aneras d iferen tes puede d istribu ir estos pasteles 
en tre  seis cen tros de com ida para  los necesitados?
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1 .5 2  C on respec to  al ejercicio 1.51, ¿de  cuántas m aneras d iferen tes puede  la paste 
lería d istribu ir los 1 2  pasteles de  m anzana si cada uno de los centros de com i
da va a recib ir al m enos un pastel?

1 .5 3  U n viernes p o r la m añana, la tienda de artículos para  profesionales de un club 
de tenis tiene  14 latas idénticas de pelotas para  tenis. Si para  el dom ingo en  la 
noche se han  vendido todas y sólo nos in teresa  cuántas se vendieron cada día. 
¿de cuán tas m aneras d iferen tes se pud ieron  haber vendido las pelotas de tenis 
el viernes, el sábado  y el dom ingo?

1 .5 4  V uelva a  realizar el ejercicio 1.53, dado  que al m enos dos de las latas de  pelo
tas para  ten is se vendieron en cada uno de los tre s  días.
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2.1  IN T R O D U C C IÓ N

H istóricam ente, la  form a m ás antigua de  definir probabilidades, el concepto clásico de 
probabilidad, se aplica cuando todos los resu ltados posibles son igualm ente probables, 
com o es p resum ib lem ente  el caso en la m ayoría de  los juegos de a /a r . Podem os e n to n 
ces decir que si hay N  posibilidades igualm ente probables, de las cuales una debe ocu
rrir y  n  se consideran favorables, o  co m o  un “acierto," entonces la probab ilidad  de un

“acierto ” está dada p o r  la razón — .
N

EJEM PLO 2.1

¿Cuál es la probabilidad de sacar un as de una baraja ordinaria de 52 cartas de juego? 

Solución

Puesto  que hay n  =  4 ases en tre  las N  =  52 cartas, la p robabilidad  de sacar un 
as es =  ]** • (Se supone, por supuesto , que cada carta  tiene  la misma oportun i
dad  de salir.) ▲

A unque las posibilidades igualm ente p robab les se encuen tran  principalm ente en 
los juegos de azar, el concepto  clásico de p robabilidad  tam bién  se aplica en  una gran 
variedad  de  situaciones donde se usan los dispositivos de  juego  para  hacer selecciones 
a leatorias (cuando  se asigna al azar el espacio de  la oficina para  los asistentes de ense
ñanza, cuando algunas familias de un m unicipio se escogen de m anera que cada una ten
ga la misma oportunidad  de ser incluida en un estudio, m uestra de cuando  las partes  de 
una m áquina se escogen para inspección de tal m anera que cada pa rte  producida ten 
ga la m ism a opo rtun idad  de ser seleccionada, y así sucesivam ente).

25
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U na deficiencia im portan te  del concepto  clásico de p robab ilidad  es su aplicación 
lim itada, pues hay  m uchas situaciones en  que las posibilidades que se p resen tan  no p ue
den considerarse igualm ente probables. Éste sería el caso, por ejem plo, si nos in teresara 
la cuestión de si lloverá c ierto  día, si nos in teresara  el resu ltado  de una elección, o  si 
nos concierne la m ejoría de una persona enferm a.

E n tre  los d iversos conceptos de probabilidad , el m ás am pliam ente sosten ido  es, 
la in terp re tac ión  de frecuencia de acuerdo  a la cual la probabilidad de un evento (resul
tado o suceso) es la proporción  de las veces en  que even tos de la m ism a clase ocu rri
rán en un largo plazo. Si decim os que la p robabilidad  de que un je t  de Los Ángeles a 
San Francisco llegue a tiem po es de 0.84, querem os decir (de acuerdo con la in te rp re ta 
ción de frecuencia) que tales vuelos llegarán a tiem po 84%  de las veces. E n form a si
m ilar, si el servicio m eteorológico predice que hay 30%  de posibilidades de lluvia (esto  
es, una p robab ilidad  de 0.30), esto  significa que bajo  las m ism as condiciones del clima 
lloverá 30% . E n térm inos m ás generales, decim os que un evento  tiene una p robabili
dad  de, p o r e jem plo  0.90, en  el m ism o sen tido  en que podríam os decir que nuestro  a u 
tom óvil a rran cará  en clim a frío  90%  del tiem po. N o podem os g a ran tiza r lo que 
sucederá en una ocasión en  particu lar (el autom óvil puede encender aho ra  y después 
tal vez no) pe ro  si llevam os registros d u ran te  un largo periodo, debem os encon trarnos 
con que la proporción  de “aciertos” es m uy cercana a 0.90.

U n pun to  de vista alternativo, que actualm ente  se ve favorecido, consiste en  in 
te rp re ta r las p robab ilidades com o evaluaciones personales o  subjetivas. Tales p robab i
lidades expresan  la fuerza de lo que creem os respecto  a las incertidum bres que están 
en  juego, y se aplican especialm ente cuando hay poca o ninguna evidencia d irecta, así 
que no hay m ás opción que considerar evidencia co la tera l (ind irec ta ), “suposiciones 
educadas” , y quizá la intuición u o tro s  factores subjetivos.

El en foque a la p robabilidad  que usarem os en este  capítu lo  es el en foque axio
m ático. en  el q u e  las p robab ilidades se definen  com o “o b je to s  m atem áticos” que se 
com portan  de acuerdo  a ciertas reglas bien definidas. Entonces, cualquiera de los con
ceptos o  in terp re tac iones de p robabilidad  an te rio res se puede usar en  aplicaciones en 
tan to  sea congruen te  con estas  reglas.

2 .2  E S P A C IO S  M U E S T R A L E S

P u esto  q ue  to d as  las p robab ilidades  perten ecen  a la ocu rrenc ia  o  no  ocu rrenc ia  de 
eventos, expliquem os p rim ero  el significado de  evento  y de los térm inos relacionados 
experimento, resultado  y espacio muestral.

En estadística se acostum bra denom inar experim ento a cualquier proceso de obser
vación o  medición. E n  este sentido, un experim ento  puede consistir en el sencillo proce
so de verificar si un in terrup tor está encendido o apagado; puede consistir en con tar las 
im perfecciones en  un pedazo de tela; o  puede consistir en  el tan  com plicado p roceso  de 
m edir la m asa de un electrón. Los productos de un experim ento , ya sean lecturas de ins
trum entos, cuentas, respuestas “sí” o  “no ” , o  valores obtenidos m ediante cálculos extensos, 
se conocen com o resultados del experim ento.



Al con jun to  de todos los posibles resultados de un experim ento  se le conoce com o 
el e sp ad o  m uestral y suele representarse  con la letra S. C ada resu ltado  de un espacio 
m uestral se llama elem ento del espacio m uestral o  sim plem ente un punto  de la m uestra. 
Si el espacio m uestral tiene un núm ero  finito de elem entos, podem os enum erar los ele
m entos en la n o ta d ó n  usual de conjuntos; por ejem plo, el espacio m uestral de  los posi
bles resultados de tirar una m oneda se puede escribir com o

S  =  { H ,T }

donde H y T  rep resen tan  cara  y cruz. Los espacios m uéstrales con un núm ero  de e le
m entos grande, o  infinito, se describen m ejor con un enunciado  o  una regla; po r ejem 
plo, si los posib les resu ltados de un ex p erim en to  son el co n ju n to  de  au tom óviles 
equ ipados con rad ios de banda civil, e l espacio  m uestral se puede escribir

S  =  ( x |x  es un autom óvil con rad io  de BC}

E sto  se lee “S  es el conjunto  de  toda  x  tal que x  es un autom óvil con rad io  de B C ”. De 
la m ism a form a, si S  es el con jun to  de  los en te ro s  positivos im pares, escribim os

5  =  {2 k  +  1| k  =  0 .1 .2 , . . . }

La m anera  e n  que form ulem os el espacio  m uestral en  una situación dada  d ep en 
derá  del p rob lem a que se tenga. Si un experim en to  consiste en  lanzar una vez un dado 
y nos in teresara  qu é  lado  queda  hacia arriba, usaríam os el espacio  m uestral

5 ,  =  ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 }

Sin em bargo  si sólo nos in teresara  q ue  la cara  que queda  hacia arriba  sea p a r o  im par, 
usaríam os el espacio  de m uestreo

S 2 =  (p a r , im par}

E sto  dem uestra  que bien se pueden  usar d iferen tes espacios m uéstrales para  des
cribir un  experim ento . E n general, es deseable usar espacios muéstrales cuyos elem entos 
no  se puedan d ivid ir (partir o  separar) en clases de resultados m ás prim itivos o  m ás ele
mentales. En o tra s  palabras, es preferible que un elem ento de un espacio m uestral no re
presente dos o  m á s  resultados que son distinguibles en alguna manera. A sí, en  la 
ilustración p receden te  S, sería preferib le  a S 2.

EJEM PLO 2.2

D escriba un espacio  m uestral que sea ap rop iado  p a ra  un experim en to  en  el qu e  tira 
m os un par de dados, uno rojo  y uno verde.

Solución

El espacio m uestral que proporciona la m ayor inform ación consiste en los 36 pun
tos dados po r

S, =  { ( x , y ) \ x  =  1 ,2 .........6 ; y  =  1 , 2 . . . . , 6 }

donde x  rep re sen ta  el núm ero  en  que cayó el dado  ro jo  y y  rep resen ta  el núm e
ro  del dado  verde. U n segundo espacio  m uestral, adecuado  para  la m ayoría de  los 
propósitos (aunque  m enos deseable en general ya que p roporc iona  m enos infor
m ación), e s tá  dado  por

Sección 2.2: Espacios muéstrales 27
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S2 =  { 2 ,3 ,4 ......... 1 2 }

donde los elem entos son los to ta les de los núm eros en  que cayeron los dos dados.
▲

Los espacios m uéstrales se suelen clasificar de  acuerdo  al núm ero  de elem entos 
que contienen. E n  el ejem plo an te rio r los espacios m uéstrales 5 , y S2 con ten ían  un nú
m ero  finito  de e lem entos; pe ro  si se lanza una m oneda hasta  que aparezca una cara  por 
prim era vez. esto  podría  suceder en el prim er lanzam iento, el segundo lanzam iento, el 
te rcer lanzam iento, el cuarto  lan zam ien to ,.... y hay infinitam ente m uchas posibilidades. 
Para este experim en to  ob tenem os el espacio  m uestral

5 =  {H , T H , T T H , T T T H , T T T T H , . . .}

con una secuencia interm inable de elem entos. Pero aun  en  este caso el núm ero  de ele
m entos se puede igualar uno a uno con los núm eros en teros y en este sentido se dice que 
el espacio m uestral es contable. Si el espacio m uestral contiene un núm ero  finito de ele
m entos o  un núm ero  infinito aunque contable de elem entos, se dice que es discreto.

Los resu ltados de algunos experim entos no son ni finitos ni con tab lem ente  infi
nitos. Tal es el caso, po r ejem plo, cuando uno realiza una investigación para determ inar 
la distancia a la qu e  cierta  m arca de autom óviles viajará, con una ru ta  de p rueba  p res
crita, con 5 litros de gasolina. Si suponem os que la d istancia es una variable que puede 
m edirse con cualquier g rado  de exactitud deseado, hay una infinidad de posibilidades 
(distancias) que no  se pueden  igualar uno a uno  con los núm eros enteros. Tam bién, si 
querem os m edir la  can tidad  de tiem po que dos sustancias quím icas tardan  en  reaccio
nar, las can tidades que form an el espacio  m uestral son infinitas en núm ero  y no son 
contables. Así, los espacios m uéstra les no  necesitan ser discretos. Si un espacio  m ues
tral consiste en un continuo, tal com o los pun tos de un segm ento de línea o todos los 
puntos de un p lano , se dice que es continuo. Los espacios m uéstrales continuos surgen 
en la práctica siem pre que los resultados de los experim entos son m ediciones de p ro 
piedades físicas, com o tem pera tu ra , velocidad, presión, lo n g itu d ,..., que se m iden con es
calas continuas.

2 .3  E V E N T O S

En m uchos problem as nos in teresan  resultados que no son dados d irec tam ente  po r un 
elem ento  específico de un espacio  m uestral.

EJEM PLO 2.3

C on respecto  al p rim er espacio  m uestral 5, en  la página 27, describa el even to  A  en 
que el núm ero  d e  puntos obten idos con el dado  sea divisible en tre  3.

Solución

E ntre  1 ,2 .3 ,4 ,5  y 6 , sólo 3 y 6  son divisibles en tre  3. Por consiguiente, A  está  re 
p resen tado  po r el subconjunto  {3,6 } del espacio  m uestral 5 ,. ▲
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EJEM PLO 2.4

R especto  al espacio  m uestral 5j del e jem plo  2.2, describa el even to  B  en  que el núm e
ro  de  pun tos ob ten idos con el p a r de dados es 7.

Solución
E ntre  las 36 posibilidades, sólo (1 ,6 ) , (2, 5), (3 ,4 ), (4, 3), (5, 2) y (6 ,1 )  dan  un to 
tal de  7. A sí, escribim os

B =  { (1 .6 ) , ( 2 ,5 ) .  (3 ,4 ) ,  (4, 3), (5, 2), (6 .1 )}

O bserve q ue  en  la figura 2.1 el even to  de  que caiga un to ta l de  7 con los dos da
dos se rep resen ta  con el conjunto  de puntos d en tro  de  la región lim itada po r la 
línea pun teada . a

Dado
verde

•

• •  • • • \ •  ;

I 1 1 1 1 l
1 2 3 4 5 6

Dado rojo

Figura 2.1 O btener un total d e  7 con un par d e  dados.

De la m ism a m anera, cualqu ier even to  (desen lace  o resu ltado ) se puede  iden ti
ficar con un g rupo  de puntos, los qu e  constituyen  un subcon jun to  de un espacio  m ues
tra l apropiado . Tal subcon jun to  consta  de todos los e lem en tos de un espacio  m uestral 
para  los cuales e l even to  ocu rre  y en  p robab ilidad  y estad ística  identificam os el sub 
con jun to  con el even to . Así, p o r definición, un even to  es un subcon jun to  de un e sp a 
cio m uestral.

EJEM PLO 2.5

Si alguien d ispara  a un blanco tres veces v sólo nos in teresa  si cada disparo  da o no en 
el blanco, describa un espacio  m uestral apropiado , los elem entos del espacio  m uestral 
que constituyen el even to  M  que la persona no acerta rá  en el b lanco tres  veces segui
das, y los e lem en tos del even to  N  q ue  la persona acerta rá  una vez y fallará en dos oca
siones.

Solución

Si dejam os que 0  y 1 rep resen ten  una falla y un acierto  respectivam ente, las ocho 
posibilidades (0 . 0 , 0 ), ( 1 , 0 . 0 ), (0 . 1 , 0 ). (0 . 0 , 1 ), ( 1 , 1 , 0 ), ( 1 , 0 , 1 ), (0 , 1 , 1 )  y ( 1, 1 , 1 ) 
se pueden  m o stra r com o en la figura 2.2. Así, se puede ver que



M  =  {(0 , 0 . 0 )}

y

jV  =  { ( 1 , 0 , 0 ) ,  ( 0 , 1 , 0 ) ,  ( 0 , 0 , 1 ) }  a
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Tercer
tiro

Uro

Figura 2 .2  Espacio muestral para el ejemplo 2.5.

EJEM PLO 2.6

C onstruya un espacio  m uestral para  la duración de la vida útil de c ierto  com ponente 
e lectrónico e  ind ique el subconjunto  q ue  rep resen te  el even to  F  de que el com ponen
te falle an tes del final del sexto año.

Solución

Si i es la duración  de la vida útil del com ponente  en años, el espacio  m uestral se 
puede escrib ir S =  { / |r  ^  0} , y  el subconjunto  F  =  { / |0  á  t  <  6 } es e l evento  
de que el com ponen te  falle an tes del final del sexto  año. A

D e acuerdo  a nuestra  definición, cualquier even to  es un subconjunto  de un espa
cio m uestra l apropiado , pe ro  debe observarse que la recíproca no  es necesariam ente  
verdad. P ara  espacios m uéstrales discretos, todos los subconjuntos son eventos, pe ro  en 
el caso continuo  algunos conjuntos de pun tos más bien oscuros se deben  excluir po r ra 
zones m atem áticas. E sto  se exam ina con m ás detalle  en  a lguno de los tex tos avanzados 
que se encuen tran  en tre  las referencias al final de este  capítulo, p e ro  no es im portan te  
po r lo que concierne al trabajo  en este  libro.

E n m uchos problem as de p robab ilidad  nos in teresan  eventos que en  realidad  son 
com binaciones d e  dos o  m ás eventos, form ados al tom ar uniones, in tersecciones y com 
plem entos. A unque el lector seguram ente  estará  fam iliarizado con estos térm inos, revi-
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sernos b revem ente  que si A  y B  son dos subconjuntos cualqu iera  de un espacio mucs- 
tral S, su unión A  U  B  es el subconjunto de S  que contiene todos los e lem en tos que es
tán  en  A ,  en B  o  e n  am bos; su in tersección  A  D  B  es el subcon jun to  de 5  que contiene 
todos los elem entos que están tan to  en A  com o en  B, y el com plem ento A '  de A  es el 
subconjunto de S  que contiene todos los elem entos de  S  que no están en A .  E n los e jer
cicios 2.1 a 2.4 se puede encon trar algunas de las reglas que controlan  la form ación de 
uniones, intersecciones y com plem entos.

A m enudo se  describen los espacios m uéstrales y los eventos, particularm ente las 
relaciones en tre  eventos, por m edio de diagram as de Venn. en los cuales el espacio m ues
tra! se representa con  un rectángulo, en tan to  que los eventos se denotan  con regiones 
den tro  del rectángulo, usualm ente con círculos o  partes de círculos. Por ejem plo, las re 
giones som breadas en los cuatro  diagram as de Venn de la figura 2.3 representan, respec
tivam ente. al even to  A ,  al com plem ento del evento A. a la unión de los eventos A  y B, y 
a la intersección de los eventos A  y B. C uando  estam os trabajando con tres eventos, por 
lo com ún dibujam os los círculos com o en la figura 2.4. A quí, las regiones se num eran del 
1 al 8  para facilitan la referencia.

A'

A \ J B

Figura 2 .3  Diagramas de Venn.

A C \B

Figura 2 .4  Diagrama de Venn.
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A y  B son mutuamente excluycntes A está contenido en tí

Figura 2.S  Diagramas que m uestran relaciones especiales entre eventos.

P ara ind icar las relaciones especiales en tre  eventos, a veces d ibujam os diagram as 
com o los de la figura 2.5. A quí, el de la izquierda sirve para  indicar que los eventos A  
y B  son m u tuam en te  exduyen tes; esto  es, que los dos conjuntos no tienen  elem entos en 
com ún (o  que los dos eventos no pueden  ocurrir al m ism o tiem po). C uando  A y  B  son 
m utuam ente  exduyen tes , escribim os A  H  B  =  0 ,  donde 0  deno ta  el con jun to  vado , 
el cual no tiene e lem en to  alguno. El d iagram a de la derecha sirve para  indicar que A  
está  con ten ido  e n  B, y sim bólicam ente lo expresam os con A  C  B.

EJERCICIOS

2.1 U se d iagram as de Venn para  verificar que
(a) ( i 4 U f i ) U C e s  el m ism o even to  que A  U (B  U C);
(b ) A  f l  ( B  U  C ) es el m ism o even to  que ( / I  f l  f l )  U  (>4 D C ) ;
(c) A  U  (B  H  C )  es el m ism o even to  que (A  U B )  D  (A  U C).

2.2 C on d iagram as de Venn verifique las dos leyes de D e  M organ:
(a) (A  D  B ) '  = A ' U  B '\
(b) (A  U  B ) '  = A '  f l  B '.

2.3 Use d iagram as de  Venn para  verificar que si A  está  con ten ida en B. entonces 
A r \ B  = A y A r \ B '  =  <A.

2.4 C on d iagram as de  V enn verifique que
(a) ( A  D  B )  U ( A  Cl B ' )  =  A:
(b) ( / t n f i ) u ( > 4 n f l ' ) u ( / i ' n f l )  =  a u b -,

(c) A  U  ( A '  n  B )  = A  U B.

APLICACIO NES

2.5 Si 5  =  { 1 ,2 , 3 ,4 , 5 ,6 ,7 . 8 ,9 } ,  A =  { 1 ,3 ,5 ,7 } . fí =  {6 , 7 ,8 ,9 } ,C  = { 2 ,4 ,8 } , 
y D  =  { 1 ,5 ,9 } , liste los elem entos de los subconjuntos de S  q ue  corresponden  
a  los siguientes eventos:
(a) A ' H B ; (b ) { A '  D  B )  f l  C; (c) f l ' U C ;
(d) ( f í 'U C ) r i D ;  (e ) A '  Cl C; ( f)  ( A ' n C ) n D .

2.6 U n a  em presa de e lectrónica p lanea constru ir un labo ra to rio  de investigación en 
el sur de California y la dirección debe elegir en tre  locales en Los Ángeles, en San 
D iego, en  Long Beach, en  Pasadcna, en  Santa B árbara , en A naheim , en  Santa 
M ónica, y  en  W estwood. Si A  rep resen ta  el even to  de que escogerán un local
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en  San D iego  o  Santa B árbara , B  rep resen ta  el even to  de  que se decid irán  por 
un sitio en  San D iego o  Long B each, C  rep resen ta  el even to  de que lo eligirán 
en Santa B árbara  o  A naheim , y D  rep resen ta  el even to  de que lo escogerán en 
Los Á ngeles o  Santa B árbara , haga una lista de los elem entos de  cada uno de 
los siguientes subconjuntos del espacio  m uestral, que consiste en  ocho  seleccio
nes de local:

2.7 E ntre  los ocho  autom óviles que un vendedor tiene en  su sala de exhibición, el au 
tomóvil 1 es nuevo, tiene aire acondicionado, dirección hidráulica y asientos de 
cubo; el vehículo 2 , tiene un año  de uso, tiene aire acondicionado, pero  no tiene 
ni dirección hidráulica ni asientos de cubo; el autom óvil 3, tiene dos años de uso. 
tiene aire acondicionado y dirección hidráulica, pero  no tiene asientos de cubo; la 
unidad 4 tiene tres años de uso, tiene aire acondicionado pe ro  no tiene ni direc
ción hidráulica ni asientos de cubo; el vehículo 5 es nuevo, no tiene aire  acon
dicionado, ni dirección hidráulica ni asientos de cubo; el autom óvil 6  tiene un año 
de uso, tiene dirección hidráulica, pe ro  no  tiene  ni aire acondicionado ni asien
tos de cubo; el vehículo 7 tiene dos años de uso, no tiene aire acondicionado, ni 
dirección hidráulica ni asientos de cubo; y la unidad 8  tiene tres años de uso. no 
tiene aire acondicionado, pero  tiene dirección hidráulica así com o asientos de cu
bo. Si un cliente com pra uno de estos autom óviles y el evento de que com pre un 
vehículo nuevo, por ejem plo, se representa con el conjunto  {automóvil 1, autom ó
vil 5}, indique en form a similar los conjuntos que representan los eventos de  que
(a) se decida p o r un autom óvil sin aire acondicionado;
(b ) escoja una unidad sin dirección hidráulica;
(c) escoja un vehículo con asientos de cubo;
(d ) escoja un autom óvil que tenga dos o  tres años de  uso.

2JI Con respecto  al ejercicio 2.7, enuncie con palabras qué clase de autom óvil esco
gerá el cliente, si su elección está  dada por
(a ) e l com plem ento  del con jun to  del inciso (a);
(b ) la un ión  de los conjuntos de los incisos (b ) y (c);
(c) la in tersección de los conjuntos de los incisos (c) y (d);
(d ) la intersección de los incisos (b ) y (c) de  este  ejercicio.

2.9 Si la seño ra  Brow n com pra una de las casas anunciadas para  su venta en un dia
rio  de S eattle  (en  un dom ingo dado ), T  es el even to  de que la casa tiene tres o 
m ás baños, U  es el even to  de  qu e  tiene una ch im enea, V  es el even to  de que 
cuesta m ás de $100,(XX), y W  es el even to  de que es nueva, describa (con pa la 
b ras) cada uno  de los siguientes eventos:

(a) A' ;
(d ) B n  C; 

(g) C U D ;

(b) D' \
(e) B U C ;  
(h ) ( B U C ) ';

(c) C f l D ;  
(f)  /4 U B; 
(i) B ' O  C'

(a) T \
(d ) W'-  
(g) w n v -  
(j) T U  U;

(e) T C U ; 
(h) V  U  W; 
(k ) T U  V;

(b ) ÍT; (c) V' \
( f ) T  ( I V :  
(i) V'  U  W:  
(i) v n w.
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2.10 U n ho tel recreativo  tiene dos cam ionetas, que usa para  trasladar a sus huéspe
des del ho tel al ae ro p u erto  y viceversa. Si la m ás grande de las dos cam ionetas 
puede llevar cinco pasajeros y la m ás pequeña puede llevar cua tro  pasajeros, el 
p u n to  (0 ,3 )  represen ta  el evento  de que en  un m om ento  dado  la cam ioneta más 
g rande es tá  vacía, en  tan to  que las m ás pequeña tiene tres pasajeros, el punto  
(4 ,2 )  rep re sen ta  el even to  de que en un m om ento  dado  la cam ioneta  más g ran
de tiene cu a tro  pasajeros en  tan to  que las m ás pequeña tiene  dos p a sa je ro s ,..., 
d ibuje una figura que m uestre  los 30 pun tos del espacio  m uestra l co rrespon 
diente. T am bién, si E  rep resen ta  el even to  de que al m enos una de las cam ione
tas está  vacía, F  rep re sen ta  el even to  de que ju n tas  llevan dos, cu a tro  o  seis 
pasajeros, y G  rep resen ta  el even to  que cada una lleva el m ism o núm ero  de  p a 
sajeros, enum ere  los puntos del espacio  m uestral que corresponde a cada uno 
de los siguientes eventos:

(a ) E; (b ) E; (c) G;
(d ) E U E ;  (e) E lT E ;  ( f)  F U  G;
(g) E U F ;  (h) E f l G ' ;  (i) F'  C  E \

2.11 Se lanza una m oneda al a ire  una vez. Entonces, si cae cara, se tira  un dado  una 
vez; si cae cruz, el dado  se tira dos veces más. Utilice la notación en  la que (H , 2), 
po r ejem plo, deno ta  e l evento  de que la m oneda cae cara y entonces el dado  cae 
en  2, y (T, T, T ) d en o ta  el even to  de  que la m oneda cae cruz tres veces segui
das, para  enum erar
(a) los 10 elem entos del espacio  m uestral S\
(b) los e lem en tos de S  q ue  corresponden al even to  A  de  que caiga exactam en

te  u na  cara;
(c) los e lem en tos de S  que co rresponden  al even to  B  de  que caiga al m enos 

dos veces cruz o  un núm ero  m ayor que 4.

2.12 U n ju ego  e lectrónico  con tiene  tres com ponentes d ispuestos en  el circu ito  en se
rie p a ra le lo  de la figura 2.6. E n  un m om ento  dado  cualquiera, cada com ponen
te puede  e s ta r  en  operación  o  no, y el juego  funcionará sólo si hay un circuito 
in in terrum pido  de P  a Q.  Sea A  el even to  de que el ju ego  funcionará; sea B  el 
even to  d e  que el juego  funcionará aunque el com ponente  x  no  esté  en  o p e ra 
ción; y sea  C  el evento  de que el juego  funcionará aunque el com ponen te  y  no 
esté en  operación . U se la notación en  la cual (0 ,0 ,1 ) ,  p o r ejem plo, deno ta  que 
el com ponen te  z  está en  operación  pe ro  los com ponentes x  y y  no  lo están , y
(a) enum ere  los e lem en tos del espacio  m uestral S  y tam bién los elem entos de 

5  qu e  co rresponden  a los even tos A ,  B  y C;
(b) de te rm ine  qué pares de eventos, A y B , A y C o B y C ,  son m utuam ente  

excluyentes.

Figura 2 .6  Diagrama para el ejercicio 2.12.
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2 .1 3  U n experim en to  consiste en  tira r un dado  hasta  que aparezca un 3. D escriba el 
espacio m uestra l y determ ine
(a) cuántos elem entos del espacio m uestral corresponden al evento  de que el 3 

aparezca en el Arésimo tiro  del dado;
(b ) cuán tos e lem entos del espacio m uestral corresponden al even to  de  que el 

3 no caerá después del Pésim o tiro  del dado.
2.14 Si 5  =  [x 10  <  x  <  10}, M  =  { * |3  <  *  S  8 }, y N  = |* |5  <  * <  10), 

encuentre
(a) M U  N:  (b ) A / f l  N\
(c) M  D  /V'; (d ) M'  U  N.

2 .1 5  Exprese sim bólicam ente el espacio  m uestral 5  que consiste en todos los puntos 
(x .y ) sobre o  dentro  de una circunferencia de radio 3 centrado en el punto (2, —3).

2.16 En la figura 2.7. L  es el even to  de que una conductora  tenga seguro de respon
sabilidad civil y C  es el even to  de que tenga seguro  con tra  accidentes. E xprese 
con pa lab ras qué eventos están  rep resen tados en las regiones 1, 2. 3 y 4.

F igura 2 .7  Diagrama de Venn para el ejercicio 2.16.

2 .1 7  C on respecto  al ejercicio 2.16 y la figura 2.7. ¿qué eventos están representados en
(a) las regiones 1 y 2  jun tas;
(b ) las reg iones 2 y 4 jun tas;
(c) las regiones 1 .2  y 3 juntas;
(d ) las reg iones 2. 3 y 4 jun tas?

2.18 En la figura 2.8. £ ,  T,  y N  son los eventos de que un autom óvil en un taller ne
cesite una reparación  m ayor del m otor, reparaciones en  la transm isión o  n eu 
m áticos nuevos. C on palabras exprese los eventos rep resen tados en

Figura 2 .8  Diagrama de Venn para el ejercicio 2.18.
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(a) reg ión  1 ;
(b) reg ión  3;
(c) reg ión  7;
(d) reg iones 1 y 4 juntas;
(e) reg iones 2 y 5 juntas;

(f) reg iones 3 ,5 , 6  y 8  juntas.

C on respecto  al ejercicio 2.18 y la figura 2.8, enum ere la región o  com binación de
regiones que represente  los eventos de que un autom óvil en el taller necesite
(a) rep a rac io n es  de la transm isión , p e ro  no reparación  m ayor del m o to r ni

neum áticos nuevos;
(b) una reparación  m ayor del m o to r y reparaciones de la transm isión;
(c) reparaciones de la transm isión o  neum áticos nuevos, pe ro  no una rep ara 

ción m ayor del m otor;
(d) neum áticos nuevos.

2.20 E n un g rupo  de 200 estud ian tes universitarios, 138 están inscritos en  un curso 
de  psicología, 115 están  en un curso  de sociología, y 91 están  inscritos en am 
bos. ¿C uán tos de estos estudian tes no  están  inscritos en  ninguno de los cursos? 
(Sugerencia: D ibuje un diagram a de  Venn ap rop iado  y ano te  los núm eros aso 
ciados con  las d iversas regiones.)

2.21 Una organización de investigación de m ercado afirma que, de 500 com pradores 
entrevistados. 308 com pran regularm ente el producto X ,  266 el producto  K, 103 
com pran regularm ente ambos, y 59 no com pran ninguno en form a regular. U tili
ce un diagram a de Venn y anote el núm ero  de com pradores asociado con las di
versas regiones para verificar si el resultado de este estudio debe ponerse en  duda.

2.22 D e 120 visitantes de D isneylandia, 74 perm anecieron en el parque por lo m enos 3 
horas. 8 6  gastaron al m enas $20.64 tom aron el paseo del M atterhom . 60 se que
daron al m enos 3 horas y gastaron por lo m enos $20. 52 perm anecieron cuando 
m enos 3 horas y tom aron el paseo del M atterhom , 54 gastaron al m enos $20 y to
m aron el paseo  del M atterhom  y 48 perm anecieron 3 horas cuando menos, gasta
ron al m enos $20 y tom aron el paseo del M atterhom . Dibuje un diagram a de Venn 
con tres círculos (com o el de la figura 2.4) y anote los núm eros asociados con las 
diversas regiones, encuentre cuántos de los 120 visitantes a Disneylandia
(a) perm anecieron  en  el parque  al m enos 3 horas, gastaron  $20 po r lo m enos, 

p e ro  no tom aron  el paseo  del M atterhom ;
(b) tom aron  el paseo  del M atte rh o m , pe ro  perm anecieron  en  el parque m e

nos d e  3 horas y gastaron  m enos de $20;
(c) perm anecieron  en el parque m enos de 3 horas, gastaron  al m enos $20, pe

ro  n o  tom aron  el paseo  del M atterhom .

2 .4  L A  P R O B A B IL ID A D  D E  U N  E V E N T O

Para form ular los postulados de probabilidad, seguirem os la práctica de  den o ta r los even
tos m ediante letras mayúsculas, y escribirem os la probabilidad del evento  A  com o P(A) ,  
la probabilidad del evento  B  com o P(B) ,  y así sucesivam ente. Com o antes, denotarem os 
el conjunto  de todos los resultados posibles, el espacio m uestral, con la letra S.
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Las probabilidades son los valores de una función de c o n ju n ta  tam bién conocida 
com o medida de probabilidad, ya que. com o veremos, esta función asigna núm eros rea
les a los diversos subconjuntos de un espacio m uestral 5. Tal com o los form ularem os aquí, 
los postulados de probabilidad se aplican sólo cuando el espacio m uestral S  es discreto.

p o s t u l a d o  1 La probabilidad  de un even to  es un núm ero  real no  negativo; es
to  es, P[ A  ) ^  0  para cualquier subconjunto  A  de  S.

p o s t u l a d o  2 P( S)  = 1.
p o s t u l a d o  3 Si A ¡ , A 2, A 3 es una secuencia fin ita  o  infinita de eventos

m utuam ente  excluyentes de 5 , en tonces

P { A t U  A 2 U  A 3 U  ■•• ) = P ( A t ) + P { A 2) + P ( A 3) +

Los postu lados per  se no  requ ieren  dem ostración , pe ro  si se va a aplicar la teoría 
resu ltan te debem os dem ostra r que se satisfacen los postulados cuando dam os a las p ro 
babilidades un significado “ rea l”. Ilustrem os esto  aquí, en  relación con la in terpretación  
de frecuencia; la relación en tre  los postu lados y el concepto  clásico de p robabilidad  se 
exam inará en  la página 41. m ien tras que la relación en tre  los postu lados y las p ro b ab i
lidades subjetivas se deja al lector para  su exam en en  los ejercicios 2.34 y 2.56.

Puesto  que las proporciones siem pre son positivas o  cero, el prim er postu lado  es
tá  en  com pleto  acuerdo  con la in terpretación  de frecuencia. El segundo postu lado  enun
cia ind irec tam en te  que la certidum bre  es tá  iden tificada  con una p robab ilidad  de 1 ; 
después de todo, siem pre se supone que debe ocurrir una de las posibilidades en  S,  y 
es a este even to  c ie rto  que asignam os una p robabilidad  de 1. H asta  donde concierne a 
la in terpretación  de frecuencia, una probabilidad de 1 implica que el even to  en  cues
tión ocurrirá  1 0 0 %  de las veces o. en  o tras palabras, que ocurrirá  con certeza.

T om ando el te rcer postu lado  en el caso más sim ple, que es para dos eventos m u
tuam en te  excluyentes A x y A 2, se puede ver fácilm ente que se cum ple por la in te rp re 
tación de frecuencia. Si un evento  ocurre, digam os, 28%  de las veces, o tro  even to  ocurre 
39%  de las veces, y am bos eventos no pueden  ocurrir al m ism o tiem po (es decir, son 
m utuam ente  excluyentes), en tonces uno  o  el o tro  ocurrirá  28 +  39 =  67% de las ve
ces. Así, el te rcer postu lado  se cum ple, y el m ism o tipo  de argum ento  se aplica cuando 
hay más de dos even tos m utuam ente  excluyentes.

Antes de que estudiemos algunas de las consecuencias inmediatas de los postulados 
de probabilidad, subrayemos el punto que los tres postulados no nos dicen cóm o asignar pro
babilidades a los eventos; ellos m eram ente r fingen las m aneras en que se puede hacer.

EJEM PLO 2.7

U n experim ento tiene cuatro resultados posibles, A . B , C y  D,  que son m utuam ente exclu
yentes. Explique po r qué las siguientes asignaciones de probabilidades no están permitidas:

(a )  P ( A )  =  0.12. P ( B )  =  0.63. P (C ) =  0.45, P ( D)  =  -0 .2 0 ;

(b> r w  -  / w  =  =  § , / > ( / »
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Solución

(a )  P ( D )  =  —0.20 v io la  e l p o s tu la d o  1;

(W  ^ - ^ u . u c u » , - 4 .

y e s to  viola el postu lado  2 . ▲

P or supuesto , en la  práctica real las p robab ilidades se asignan con base en  la ex
periencia pasada , sobre  la base de un análisis cu idadoso de las condiciones subyacen
tes, sobre  la base de  juicios subjetivos, o  sobre  la base de suposiciones —algunas veces 
la suposición de qu e  todos los resu ltados posibles son equiprobables.

Para  asignar una m edida de p robab ilidad  a un espacio  m uestra l, no  es necesario  
especificar la p robab ilidad  para  cada subconjunto  posible. E sto  es afo rtunado , pues un 
espacio m uestral con tan  pocas com o 20 resultados posibles ya tiene 2 20 = 1,048,576 sub- 
conjuntos [la fórm ula genera l resu lta  d irec tam en te  del inciso (a) del ejercicio 1.14], y el 
núm ero  de  subconjuntos crece m uy ráp idam en te  cuando hay 50 resultados posibles, 100 
resu ltados posibles o  más. E n vez de en u m erar las p robabilidades de todos los subcon
jun to s  posibles, a m enudo  listam os las p robabilidades de los resu ltados individuales, o 
pun tos m uestra  d e  5, y en tonces hacem os uso del teo rem a  siguiente.

t e o r e m a  2.1 Si A  es un even to  en  un espacio  m uestra l d isc re to  5 , en tonces 
P ( A )  es igual a la sum a de las p robab ilidades de los resu ltados individuales que 
abarcan  A.

D em ostración . Sean 0 X, 0 2, 0 3 la secuencia finita o  infinita de resu l
tados q ue  abarcan  el even to  A .  Así

A  =  O , U  0 2 U  0 3 •••

y puesto  q ue  los resu ltados individuales, las O,  son m u tuam en te  excluyentes, el 
te rcer postu lado  de  la  p robab ilidad  nos da

P ( A )  =  P ( 0 ¡ )  +  P ( 0 2) +  P ( 0 3) 4- •••

E sto  com pleta  la  p rueba. ▼

P ara usar es te  teo rem a, debem os p o d er asignar p robab ilidades a  los resultados 
individuales de  los experim entos. Los ejem plos siguientes ilustran  cóm o se hace esto  en 
algunas situaciones especiales.

EJEM PLO 2.8

Si lanzam os dos veces una m oneda balanceada, ¿cuál es la p robab ilidad  de sacar al m e
nos u na  cara?

Solución

El espacio  m uestra l es 5  =  {H H , H T , T H , T T } , d onde  H y T  d en o ta n  ca ra  y 
cruz. P uesto  que suponem os que la m oneda está  balanceada, estos resu ltados son



igualm ente posibles y asignam os a cada p u n to  m uestra la p robab ilidad  de 4 . D e
no tem os co n  A  e l even to  q ue  sacam os al m enos u na  cara , o b ten em o s A  =  
{ H H .H T .T H }  * y

P { A )  =  P ( H H )  +  P{ H T )  +  P (T H )
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3
4

EJEM PLO 2.9

U n dado  está  a rreg lado  de m anera  que cada núm ero  im par tiene el doble de p ro b ab i
lidad de  ocu rrir q ue  un núm ero  par. E ncuen tre  P { G ) ,  donde G  es el even to  q ue  un nú 
m ero  m ayor que 3 ocu rra  en  un solo tiro  del dado.

Solución

El espacio  m uestra l es S  =  {1. 2, 3, 4, 5, 6 }. Por tan to , si asignam os la p robab i
lidad w  a  cada  núm ero  p a r y la p robab ilidad  2 w  a  cada  núm ero  im par, en co n tra 
m os que 2 w  +  w  +  2 w  +  w  +  2t v  +  w  =  9 w  =  1 de  acuerdo  al postu lado  2 . 
Se deduce q ue  w  =  \  y

1 2  1 4

' ,<C > =  S +  9  +  9 - 9  ‘

Si un espacio  m uestral es con tab lem en te  infinito, se tend rán  que asignar las p ro 
babilidades a los resu ltados individuales m ed ian te  una regla m atem ática , p re fe re n te 
m en te  m edian te  u na  fórm ula o  una ecuación.

EJEM PLO 2.10

Si para  un experim en to  dado. O ,. 0 2. 0 3, .... es una secuencia infinita de resultados, ve
rificar que

P { ° ¡ )  =  Q j  p a ra  i =  1 ,2 .3 , . . .

es, realm ente, u na  m edida de probabilidad.

Solución

P uesto  qu e  las p robab ilidades  son todas  positivas, q u ed a  p o r d em o stra r  que 
P( S)  =  1. A l o b tener

P{ S)  =  {  +  í  +  i  +  l í  +  •"

y m edian te  la fórm ula para la sum a de térm inos de  una progresión  geom étrica 
infinita, encon tram os que
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1

P ( S )  =  =  1

E n relación con el ejem plo p receden te , la palabra  “sum a" en  el teo rem a 2.1 te n 
d rá  que ser in te rp re tad a  para  que incluya el valor de una serie infinita.

C om o verem os en  el capítu lo  5, la m edida de p robabilidad  del e jem plo  2.10 sería 
apropiada, po r ejem plo, si O , es el evento  de que una persona que lanza una m oneda 
balanceada o b ten d rá  una cruz por p rim era vez en el íésim o lanzam iento  de la m oneda. 
Así, la p robab ilidad  de que la p rim era  cruz venga en  el tercer, cuarto  o  q u in to  lanza
m iento  de la m oneda es

y la p robabilidad  de que la prim era cruz salga en  un lanzam iento  de núm ero  im par es

A quí o tra  vez usam os la fórm ula para  la sum a de los térm inos de una progresión  geo
m étrica infinita.

Si un experim en to  es tal que podem os suponer p robabilidades iguales para  todos 
los pun tos m uestra , com o fue el caso  en el ejem plo 2 .8 , podem os tom ar ventaja  del si
guiente caso especial del teo rem a 2 .1 .

TEOREMA 2 .2  Si un experim en to  puede resu ltar en  cualquiera de N  resultados 
d iferen tes igualm ente probables, y si n  de  estos resultados jun to s  constituyen el 
even to  A ,  en tonces la p robab ilidad  del even to  A  es

1

D em ostrac ión . R ep resen tem os los resu ltados ind iv iduales en  5  con O ,, 

O 2 ,..., O N cada  uno con una p robab ilidad  Si A es la unión de n  de  estos re 

su ltados m u tuam en te  excluyentes, y no im porta  cuales, entonces



P ( A )  =  P(0, U O , U - U O j  

=  P { O x) +  P ( Oi )  +  -  +  P { O n)

~  Ñ  +  77 +  *" +  Ñ
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n  térm inos

n

Ñ

O bserve  qu e  la fórm ula P ( A )  =  — del teo rem a  2.2 es idéntica  con la del co n 

cep to  clásico de p robab ilidad  (ver página 25). En verdad , lo  que hem os dem ostrado  
aqu í es que el concep to  clásico de p robab ilidad  es congruen te  con los postu lados de 
p robabilidad  — resu lta  de los postu lados en el caso especial donde los resultados ind i
viduales son todos equiprobables.

EJEM PLO 2.11

Se dice que una m ano de póker de cinco cartas repartidas de un baraja de 52 cartas de ju e 
go es un “ fulT  si consiste en tres de un mismo valor y un par. Si todas las m anos de cinco 
cartas son igualm ente probables, ¿cuál es la p robab ilidad  de que le den  un “ full”?

Solución

El núm ero  de m aneras en  que nos pueden  dar un “ full” en  particu lar, digam os
( A \ ( 4 \

tres  reyes y dos ases, es I ^ II ^  I . Puesto  que hay 13 m aneras de seleccionar el 

valor de la carta  para las tres del m ism o valor y para  cada una de éstas hay 1 2  m a

neras de seleccionar el valor de la carta  para  el par, en to ta l hay

=  1 3 -1 2 -  ( 3 ) ( 2

diferentes “fulles” . Tam bién el núm ero  total de m anos de póker de cinco cartas es

» - < ? )
y resu lta  de acuerdo  al teo rem a 2 . 2  que la p robab ilidad  de o b ten e r un “ full” es

P ( A )  =  ^  = -------------------------=  0.0014
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B asados en los tre s  postulados de probabilidad , podem os derivar m uchas o tras reglas 
que tienen  aplicaciones im portantes. E n tre  ellas, los cuatro  teo rem as siguientes son co n 
secuencia inm ediata  de los postulados.

t e o r e m a  2 J  Si A  y A ' son even tos com plem entarios en  un espacio  m uestra! S,  
en tonces

P ( A ' )  =  1 -  P ( A )

Demostración, En el segundo y tercer pasos de la p rueba  que sigue, usa
m os la definición de co m p lem en to ,d e  acuerdo  a la cual A  y  A ’ son m u tuam en te  
ex d u y en te s  y A  U  A '  =  S. Así. escribim os

1 =  P( S )  (p o r  el postu lado  2)

=  P ( A U A ' )

=  P ( A )  +  P ( A ' )  (p o r  el postu lado  3) 

y de ahí resu lta  que P ( A ' )  =  1 — P{ A) .  ▼

E n  relación  con la in terp re tac ión  de  frecuencia, este  resu ltado  im plica que si un 
even to  ocurre , digam os, 37%  de las veces, en tonces no ocurre  63%  de las veces.

teo r em a  2.4 ^ ( 0 )  =  0  p a ra  cualquier espacio m uestra l S.

Demostración. Puesto que S  y 0  son m utuam ente exduyentes y S  U  0  =  S 
de  acuerdo  con la definición del con jun to  varío  0 , resu lta  que

P( S)  =  P ( S  U  0 )

=  P( S)  +  P ( 0 )  (po r el postu lado  3) 

y, po r tan to , que P ( 0 ) = 0 . ▼

Es im portan te  señala r que no  resu lta  necesariam ente  que si P ( A )  =  0 en tonces 
A  =  0 .  E n la práctica , a m enudo  asignam os la  p robab ilidad  0 a  even tos que, en  térm i
nos coloquiales, n o  sucederían  en  un m illón de años. Por ejem plo, hay el e jem plo  clási
co que le asignam os una p robab ilidad  de 0 , al evento  de un  m ono con una m áquina de 
escribir, escribirá L a  República  de P latón  palabra  po r pa labra  sin un erro r. C om o vere-
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m os en  los capítu los 3 y 6 . es relevante el hecho que P ( A ) =  0  no  im plica que A  =  0  
es pertinen te , especialm ente, en  el caso continuo.

t e o r e m a  2.5 Si A  y B  son eventos en  un espacio  m uestra l S  y A  C  B . en to n 
ces P { A )  % P { B ) .

Demostración. Puesto  que A  C  B.  podem os escrib ir

B  =  A  U  { A '  f l  B )

com o se p u ed e  verificar fácilm ente  m ed ian te  un d iag ram a de V enn. Entonces, 
puesto  que A  y A ' H  B  son m u tuam en te  excluyentes, ob tenem os

P ( B )  =  P { A )  +  P ( A ' C \ B )  (p o r  el postu lado  3)

^  P ( A )  (p o r  el postu lado  l )  ▼

E n palabras, este  teo rem a  enuncia  que si A  es un subcon jun to  de B,  en tonces 
P ( A )  no  puede  se r m ayor qu e  P ( B ) .  Por ejem plo, la p robab ilidad  de sacar un corazón 
de un baraja ord inaria  de  52 cartas de juego no puede ser m ayor que la probabilidad de 
sacar una carta  ro ja. E n  verdad, la p robabilidad  es com parada  con  \.

t e o r e m a  2.6 0  % P { A )  S  1 para  cualquier even to  A.

Demostración. U sando  el teo rem a 2.5 y el hecho  q ue  0  C  A  C  S  para 
cualquier even to  A  en  5 , tenem os

P( O)  S  P ( A )  S  P( S)

Entonces, B ( 0 )  =  0 y P ( S ) =  1 nos lleva al resu ltado  que

0 ^  P ( A )  ¿  1 ▼

A  veces nos referim os al tercer postulado de probabilidad com o la regla especial de 
adición: es especial en  el sentido que los eventos A ,, A 2. A   deben ser todos m utuam en
te  excluyentes. Para dos eventos cualquiera A y  B,  existe la regla general de adición:

t e o r e m a  2.7 Si A  y  B  son dos even tos en el espacio m uestral S,  en tonces 

P ( A  U  B )  =  P { A )  +  P ( B )  -  p ( a  n  B )

Demostración. Si asignam os las p robab ilidades a, b. y  c a  los even tos m u
tuam ente  excluyentes A  C\ B,  A  C\ B '  y  A '  C\ B  com o en el diagram a de Venn de 
la figura 2.9, encon tram os que
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P ( A  U  B)  =  a +  b  +  c

=  (a +  b)  +  (c +  a)  — a 

= P ( A )  +  P ( B )  -  P ( A D B )

Figura 2 .9  Diagrama de Venn para la dem ostración del teorem a 2.7.

EJEM PLO 2.12

En un zona m etropo litana  grande, las p robabilidades son 0.86,0.35 y 0.29 de que una 
fam ilia (escogida a lea to riam en te  para  una encuesta de m uestreo) tenga un ap ara to  de 
televisión a color, un ap a ra to  de televisión en  blanco y negro, o  am bas clases de ap a ra 
tos respectivam ente. ¿C uál es la p robabilidad  de que una fam ilia posea cualqu iera  de 
los dos o  am bas clases de apara tos?

Solución

Si A  es el even to  de q ue  una fam ilia en esta  zona m etropo litana  tenga un ap a ra 
to de  televisión a co lor y B  es el even to  de que tiene un ap a ra to  b lanco y negro, 
tenem os P ( A )  =  0.86, P ( B )  =  0.35 y P{ A  D  B)  =  0.29; al sustituir en la fórm ula 
del teo rem a  2.7 nos da

P ( A U B )  =  0.86 +  0.35 -  0.29

=  0.92 A

EJEM PLO 2.13

C erca de c ierta  salida de  la ca rre te ra  1-17, las p robabilidades son 0.23 y 0.24, de  que un 
cam ión p a rad o  en  un retén  ten d rá  frenos defectuosos o  neum áticos muy gastados. Tam 
bién, la p robab ilidad  es 0.38 de que un cam ión parado  en  el re tén  tendrá  frenos defec
tuosos y/o neum áticos m uy gastados. ¿C uál es la p robab ilidad  de que un cam ión parado  
en  este  retén  ten d rá  los frenos defectuosos así com o los neum áticos muy gastados?

Solución

Si B  es el e v en to  q ue  un cam ión p a rad o  en  el re té n  ten d rá  frenos defectuosos 
y T es e l even to  de que ten d rá  neum áticos m uy gastados, tenem os P{B)  =  0.23, 
P( T)  =  0.24 y P ( B  U  T)  =  0.38; al sustituir en la fórm ula del teorem a 2.7 nos da

0.38 =  0.23 +  0.24 — P ( B  C \T )
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Al resolver para P (B  D T ), ob tenem os

P {B  f l  T )  =  0.23 +  0.24 -  0.38 =  0.09 ▲

A l usar repe tidam en te  la fórm ula del teo rem a 2.7, podem os generalizar esta  re 
gla de adición de m anera  que se aplique a cualquier núm ero  de eventos. Por ejem plo, 
para  tres eventos obtenem os

t e o r e m a  2 .8  Si A . B  y C  son tres eventos cualquiera en el espacio  m uestral 5 , 
entonces

P ( A U  B U C )  = P ( A )  +  P( B)  +  P{C)  -  P{A C  B)  — P( A  O C)

-  p { B n c )  +  p (a  r  b h c )

D em ostración . A l escrib ir A  U B  U C  com o A  U (B  U C) y al aplicar la 
fórm ula del teo rem a 2.7 dos veces, una vez para  P[A  U ( f i U C ) ] y  una vez para 
P ( B U  C) ,  ob tenem os

P ( A U B U C )  =  P [ A U ( 0 U C ) ]

=  P ( A )  +  P ( B  U C) -  P[ A H ( B  U C)]

=  P { A )  +  P ( B )  +  P( C)  -  P ( B  H  C)

-  p [a  n (suc)]
Entonces, usam os la ley d istributiva que se pidió al lector que verificara en  el in 
ciso (b ) del ejercicio 2 .1 , encontram os que

p [a  n ( b  u c)] =  p [(a  n B)  u (a  n c)]
=  p (a  d b ) +  p (a  n  c) -  p [(a  n  B)  n  {a  n  c ) ]

=  p ( a  n  B)  +  p (a  n c )  -  P { A r \  b h c )

y po r tan to  que

P ( A  U B  U C) =  P ( A )  +  P ( B )  +  P ( C)  -  P( A  D B)  -  P{ A  D C)  

- P ( B n q  +  p ( / i n B n c )  ▼

(E n  el ejercicio 2.30 se ped irá  al lector que dé una dem ostración  alternativa de
este  teorem a, basado  en el m étodo usado en el tex to  p a ra  dem ostra r el teo rem a 2.7.)

EJEM PLO 2.14

Si una persona acude con su den tista , supongam os que la p robabilidad  de que le lim 
pie la den tadu ra  es 0.44, la p robabilidad  de que le tape una caries es 0.24, la p robab ili
dad  de q ue  se le  ex tra iga un d ien te  es 0 .2 1 , la p robab ilidad  de que se le lim pie la 
den tadu ra  y le tap e  una caries es 0.08, la p robabilidad  de que le lim pie la d en tad u ra  y
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le extraiga un d ien te  es 0 . 1 1 , la p robab ilidad  de q ue  le tap e  una caries y le saque un 
diente es 0.07, y la p robab ilidad  de que le lim pie la den tadu ra , le tape una caries y le 
saque un d ien te  es 0.03. ¿C uál es la p robab ilidad  de que a una persona que acude con 
su den tis ta  se le haga po r lo m enos una de estas cosas?

Solución

Si C  es el even to  que a la persona se le lim pie la den tadu ra , F e s  el even to  que se 
le  tap e  u na  caries, y £  es el even to  de  q ue  se le saque  un d ien te , se nos da 
P ( C)  =  0.44, P( F)  =  0.24, P { E )  =  0.21, P ( C  (~) F)  =  0.08, P ( C  C  E)  =  0.11, 
P ( F  H  £ )  =  0.07 y P ( C  (~\ FC\  E)  =  0.03, y  la sustitución en la fórm ula del te o 
rem a 2 . 8  nos da

P ( C U  F U  E)  =  0.44 +  0.24 +  0.21 -  0.08 -  0.11 -  0.07 +  0.03 

=  0.66 A

EJERCICIOS

2.23 U se las p a rtes  (a ) y (b) del ejercicio 2.4 para  dem ostra r que

(a) P ( A )  £  P ( A D B ) ;

(b ) P ( A )  £  P ( A U B ) .

2.24 C on  refe renc ia  a la figura 2.9, verificar que

p ( a  n  b ' )  =  p {a ) -  p ( a  n  b )

2 .2 5  C on  referencia  a la figura 2.9 y haciendo que P ( A '  C\ B ‘) =  d,  verificar que

p (a ' n  B ‘ ) =  i  -  p {a ) -  p { b ) +  p ( a  n  b )

2 J 6  E l even to  que " A  o B  p e ro  no  am bos” ocurrirá  se puede escrib ir com o

( A n f i ' ) u ( A ' n f í )

Exprese la  probabilidad de este evento  en  térm inos de P ( A ) ,  P ( B )  y P ( A  H  B) .  

2~27 U se la fórm ula del teo rem a 2.7 para  dem o stra r que

(a) P ( A  C  B )  ^  P { A )  +  P(B) ;

(b ) P( A  C\ B)  g; P { A )  +  P ( B )  -  1.

2 .2 8  U se el d iagram a de V enn de la figura 2.10 con las p robabilidades a , b , c, d , e . f
y g  asignadas a A D B H C .  A D B C )  C ' , y A  H  B'  O  C ' para  m ostrar que si 
P ( A )  — P { B )  =  P ( C ) =  1, entonces P{ A  Cl B  f l  C ) =  1. (Sugerencia: Em piece 
con el argum ento  que puesto  que P( A)  = 1, se concluye que e  = c  = f  = 0 .)

2.29 D é una dem ostrac ión  a lte rna tiva  del teo rem a  2.7 usando  las relaciones 
A  U  B  = A  U  { A ’ O  B)  y B  =  ( A  H  B)  U  ( A '  d  B) .

2JO  U se el d iag ram a de V enn de la figura 2.10 y el m étodo  po r el que se dem ostró  
e l teo rem a  2.7 para  p ro b ar el teo rem a 2.8
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F ig u ra  2 .1 0  D iagram a para los ejercicios 2.28, 2.30 y  2.31.

231  R epetir el m étodo de dem ostración usado en el ejercicio 2.30 para dem ostrar que 

P{A  U B U C U D )  =  P { A )  +  P ( B )  +  P( C)  +  P ( D )  -  P ( A  D  B)

-  p (a  n  c) -  p ( a  n  D ) -  P ( B  n  c) -  p ( b  n  d )

-  p ( c  n  d ) +  p (a  n  b  n  c )  +  p ( a  n  b  n  d )

+  P ( A  n  c  r \  D )  +  P ( B  n  c  r  D)

-  p (a c  B r e n  D)

(Sugerencia: C on respecto  al diagram a de Venn de la figura 2.10 divida cada una 
de las ocho  regiones en dos partes, designando a una es ta r d en tro  de D  y la o tra  
fuera de D  y sean a. b,  c, d, e . f ,  g. h,  i , j ,  k .  I . m . n . o  y p  las p robabilidades aso
ciadas con  las 16 regiones resultantes.

2 3 2  D em uestre  p o r inducción que

P ( E t U  U  U E n) S  ¿  P(E, )
1-1

para  cualquier secuencia finita de eventos E 2, - . . , y  E n.
2 3 3  La v e n ta ja  de que un even to  ocurrirá  está  dada po r la razón de la probabilidad 

de que el even to  ocu rra  a la p robabilidad  de que no  ocurra , siem pre que n in 
guna de  las p robabilidades sea cero. La ventaja  generalm ente  se indica en  té r 
m inos de en te ro s  positivos q ue  no tienen  un factor en com ún. M ostrar que si la 
ventaja es a a  b de que un even to  ocu rrirá , su p robabilidad  es

a
P  ~  a +  b

2 3 4  Se p u eden  de te rm inar las p robabilidades subjetivas al exponer a las personas a 
situaciones donde se co rren  riesgos y al en co n trar la ventaja  a la cual conside
rarían  ju sto  aposta r al resultado. La ventaja  en tonces se convierte  en  p robab i
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lidades p o r  m edio  de la fórm ula del ejercicio 2.33. Por ejem plo, si una persona 
siente qu e  la ventaja  de  3 a 2 es ventaja ju sta  de qu e  una em presa com ercial 
te n d rá  éx ito  (o  q ue  se ría  ju s to  ap o sta r $30 c o n tra  $20 a q ue  te n d rá  éx ito ), la

probabilidad es ^ ^  ^  =  0.6 de que la em presa comercial tendrá éxito. Dem uestre

que si las p robab ilidades subjetivas se de term inan  de esta  m anera , satisfacen
(a) el postu lado  1 en  la página 37;
(b ) el postu lado  2 .
V éase tam bién  el ejercicio 2.56.

APLICACIO NES

2.35 U n experim en to  tiene cinco resu ltados posibles. A,  B, C, D,  y E,  que son m u
tuam en te  excluyentes. Verifique si las asignaciones de p robabilidades siguientes 
son perm isib les y explique sus respuestas
(a) P( A)  =  0.20, P(B)  =  0.20, P( C)  =  0.20, P( D)  =  0 .20 y 

P( E)  =  0.20;
(b ) P{A)  =  0.21, P(B)  =  0.26, P(C)  =  0.58, P(D)  =  0.01 y 

P(E)  =  0.06;
(c) P( A)  =  0.18, P ( B ) =  0.19, P(C)  =  0.20, P(D)  =  0.21 y 

P(E)  =  0.22;
(d ) P(A ) =  0.10, P(B)  =  0.30, P(C) =  0.10, P(D)  =  0.60 y 

P(E)  =  -0 .1 0 ;
(c) P{A)  =  0.23, P(B)  =  0.12, P{C)  =  0.05, P(D)  =  0.50 y 

P{E) =  0.08.

2J ó  Si A y B son m utuam ente  excluyentes, P(A)  =  0.37 y P{B)  =  0.44, encontrar
(a) P( A' ) \  (b ) P(B' );  (c) P( AUB) - ,
(d ) P ( / l  O  f i) ; (e) P ( A r \ B ' ) ;  ( f)  P( A'  H  B ’).

2 J 7  Explique po r qué hay un e rro r  en  cada una de las siguientes declaraciones:
(a) La p robab ilidad  de que Jean ap ruebe  el exam en de la b a rra  de abogados 

es 0.66 y la p robab ilidad  de que no lo pase es —0.34.
(b ) La p robab ilidad  de q ue  el equ ipo  de casa gane un juego  de fútbol venide

ro es 0.77, la p robab ilidad  de que se em pate  el ju ego  es 0.08, y la p robab i
lidad de que gane o em pate  el juego es 0.95.

(c) Las p robab ilidades de  que una secre taria  com eta  0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5  o  m ás e rro 
res al m ecanografiar un inform e son. respectivam ente, 0 .12,0 .25,0 .36,0 .14. 
0.09 y 0.07.

(d ) Las p robab ilidades de que un banco  reciba 0 .1 ,2 ,3  o  m ás cheques m alos 
en  un día dado  son, respectivam ente, 0 .08 ,0 .21 .0 .29  y 0.40.

2.38 Supongam os que a cada uno  de  los 30 pun tos del espacio  m uestral del ejercicio
2.10 se le asigna la p robab ilidad  E ncuen tre  las p robab ilidades de que en  un 
m om en to  dado
(a) al m enos una de las cam ionetas esté vacía;
(b ) cada  una de las cam ionetas tran spo rte  el m ism o núm ero  de pasajeros;
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(c) la cam ioneta  más grande transporte  m ás pasajeros que la cam ioneta  más 
pequeña;

(d ) ju n tas  transporten  al m enos seis pasajeros.

2.39 Las p robab ilidades de  que la facilidad de  darle  servicio a una nueva m áquina 
de rayos X se clasifique com o muy difícil, difícil, prom edio , fácil o  m uy fácil son. 
respectivam ente, 0.12, 0.17, 0.34. 0.29 y 0.08. E ncuen tre  las p robab ilidades de 
que la facilidad de darle  servicio a la m áquina se clasifique
(a) difícil o  muy difícil:
(b ) ni m uy difícil ni m uy fácil;
(c) p rom ed io  o peor:
(d ) p rom ed io  o  mejor.

2 .4 0  U n d e p a rtam en to  de policía necesita neum áticos nuevos para  sus carros p a tru 
llas y las p robab ilidades son 0.15, 0.24, 0.03, 0.28, 0.22 y 0.08 respectivam ente 
que com prará  neum áticos U niroyal. neum áticos G oodyear, neum áticos M iche- 
lin, neum áticos G enera l, neum áticos G oodrich  o neum áticos A rm strong . E n 
cuen tre  las probabilidades de  que com prará
(a) neum áticos G oodyear o  G oodrich;
(b ) neum áticos U niroyal. M ichelin. o  G oodrich;
(c) neum áticos M ichelin, o  A rm strong;
(d ) neum áticos U niroyal , M ichelin, G eneral, o  G oodrich.

2 .4 1  U n som brero  contiene veinte papele tas blancas num eradas del 1 al 20. diez p a 
peletas ro jas num eradas del 1 al 1 0 . cuaren ta  papele tas am arillas num eradas del 
1 al 40. y d iez  papeletas azules num eradas del 1 al 10. Si estas papele tas se m ez
clan m uy b ien  para que cada una tenga la m ism a probabilidad  de salir, encuen 
tre  las p robab ilidades de sacar una papeleta  que sea:
(a ) azul o  blanca;
(b ) num erada  1. 2, 3 .4  o  5;
(c) roja o  am arilla y num erada  1 ,2 ,3  o  4;
(d ) num erada. 5, 15, 25 o 35;
(e ) blanca y con núm ero m ayor que 1 2  o  am arilla y con núm ero  m ayor que 26.

2 .4 2  C ua tro  cand idatos están  buscando una vacante en un consejo escolar. Si A  tie 
ne el dob le  de posibilidades que fí de ser elegido, y a A  y a B  se le dan  las m is
m as oportun idades de ser electos, m ientras que C  tiene el doble de posibilidades 
que D  de  ser electo, ¿cuáles son las p robab ilidades de que
(a) C  gane;
(b) A  no gane.

2 .4 3  D os cartas se extraen aleatoriam ente de una baraja de 52 cartas de ju e g a  Encuen
tre la probabilidad de  que am bas cartas sean m ayores que 3 y m enores que 8 .

2 .4 4  E n  un ju eg o  de  póker. cinco cartas se rep arten  a lea to riam en te  de una baraja 
ord inaria  de 52 cartas de juego. E ncuen tre  las p robab ilidades de sacar
(a) dos pares (dos valores cualquiera distintos que ocurren dos veces exactamente)
(b) cu a tro  de una clase (cua tro  cartas con el m ism o valor).



C apítulo  2: Probabilidad

2.45 E n un ju eg o  de Y ahtzee, se tiran  sim ultáneam ente  cinco dados balanceados. E n 
cuen tre  las p robab ilidades de sacar
(a) dos pares;
(b ) tres  d e  u na  clase;
(c) un “ f u i r  (tre s  de  una clase y un par);
(d )  c u a tro  de  u n a  clase.

2 .4 6  D e los 78 doctores del personal de un hospital, 64 tienen seguro contra tratam ien
to  erróneo, 36 son cirujanos y 34 de los cirujanos tienen seguro contra tratam iento 
erróneo. Si uno de estos doctores se escoge al azar para  represen tar al personal 
del hospital en  una convención de la A .M . A. (esto  es, cada doctor tiene una p ro 
babilidad de ^  de ser seleccionado), ¿cuál es la probabilidad de que el seleccio
nado no sea  un ciru jano y no  tenga seguro contra tra tam ien to  e rróneo?

2 .4 7  Explique sobre  la base de las d iversas reglas de los ejercicios 2.23 a 2.27 por
q ué  hay un e rro r en cada uno  de los siguientes enunciados;
(a) La p robab ilidad  de qu e  llueva es 0.67, y la p robab ilidad  de  que llueva o 

n ieve es de 0.55.
(b ) La p robab ilidad  de qu e  una estud ian te  ob tenga una calificación a p ro b a to 

ria  en  inglés es 0.82, y la  p robab ilidad  d e  q ue  ob tenga  u na  calificación 
a p ro b a to ria  en  inglés y francés es 0 .8 6 .

(c) La p robab ilidad  de  que una persona que visite el zoológico de San D iego  
vea las jirafas es 0.72, la p robab ilidad  de que vea los osos es de 0.84 y la 
p robab ilidad  de que vea am bos es 0.52.

2 .4 8  D ad o  P{A)  =  0.59, P(B)  = 0.30 y P( A  O B )  =  0.21, encon trar
(a ) P { A U B ) \  (b ) P ( A n f l ' ) ;
(c) P { A ' ( J B ‘); (d ) P ( A 'f l B ') .

2 .4 9  Para pare jas casadas que viven en  c ierto  suburbio, la probabilidad de que el m a
rido vote en  una elección del consejo  escolar es de 0 .2 1 , la p robab ilidad  de que 
la esposa  vo te  es de 0.28, y la p ro b ab ilid ad  d e  q ue  am bos vo ten  es de 0.15. 
¿C uál es la  p robabilidad  de que al m enos uno  de ellos vote?

2 .5 0  U n a  p ro feso ra  de biología tiene  dos asisten tes g raduados que la ayudan  con su 
investigación. La p robab ilidad  d e  que el m ayor de los dos asisten tes se ausente 
en  un día dado  es 0.08, la p robab ilidad  de que el m ás jo v en  de  los dos se au sen 
te en  un d ía  dado  es 0.05 y la p robab ilidad  de que am bos se ausenten  en  un día 
dado  es 0.02. E ncuen tre  las p robab ilidades de que
(a) cualqu iera  o  am bos de  los asisten tes g raduados es té  ausente  en  cualquier 

día dado;
(b ) al m enos uno  de los dos asistentes g raduados no  esté  ausen te  en  cualquier 

día dado;
(c) sólo uno de los dos asistentes graduados esté ausente  en cualquier día d a d a

2 .5 1  E n el R oanoke  College se sabe qu e  } de  los estud ian tes no  viven en  el campus. 
Tam bién se sabe que |  de los estud ian tes son o riundos del estado  de V irginia y 
que i  de  los estud ian tes son de fuera  del e s tado  o  viven en  el cam pus. ¿C uál es
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la p robabilidad  de que un estud ian te  seleccionado a lea to riam en te  del R oanoke 
College sea de fuera  del estado  y viva en el cam pus?

2 .5 2  Suponga qu e  si una persona visita D isneylandia. la p robabilidad  de que vaya al 
C rucero  d e  la Jungla es 0.74, la p robab ilidad  de que se suba al M onorriel es 
0.70, la p robab ilidad  de que tom e el paseo  del M atte rho rn  es 0.62, la p robabili
dad  de q ue  vaya al C rucero  de  la Jungla y se suba al M onorriel es 0.52, la p ro 
bab ilidad  de  q ue  vaya al C ru ce ro  de la Jungla así com o tom e el p aseo  del 
M atte rh o rn  es 0.46, la p robabilidad  de que se suba al M onorriel y tom e el p a 
seo  del M atte rho rn  es 0.44, y la p robabilidad  de que haga estas tres  cosas es 
0.34. ¿C uál es la p robabilidad  de q u '  una persona que visite D isneylandia hará 
al m enos u na  de  estas tres cosas?

2 .5 3  Supongam os que si una persona viaja a E uropa p o r p rim era  vez. la p robab ili
d ad  de q ue  visite L ondres es 0.70, la p robabilidad  de que visite París es 0.64, la 
p robab ilidad  de  que visite R om a es 0.58, la p robabilidad  de que visite A m ster- 
dam  es 0.58, la p robabilidad  de q ue  visite L ondres y París es 0.45, la p robabili
d ad  de q ue  visite L ondres y R om a es 0.42, la probabilidad de  que visite Londres 
y A m sterdam  es 0.41, la p robab ilidad  de  que visite París y R om a es 0.35, la p ro 
babilidad d e  que visite París y A m sterdam  es 0.39, la p robabilidad  de que visi
te  R om a y A m sterdam  es 0.32, la p robabilidad  de que visite Londres, París y 
R om a es 0.23, la p robabilidad  de que visite Londres, París y A m sterdam  es 0.26, 
la p robab ilidad  de q ue  visite Londres, R om a y A m sterdam  es 0.21, la p ro b ab i
lidad de q ue  visite París, R om a y A m sterdam  es 0.20, y la p robabilidad  de que 
visite to d as  estas cua tro  c iudades es 0.12. ¿C uál es la p robab ilidad  de que una 
persona qu e  viaja a E u ropa  por prim era vez visite al m enos una de estas cua
tro  ciudades. (Sugerencia: Use la fórm ula del ejercicio 2.31.)

2 .5 4  Use la fórm ula del ejercicio 2.33 para  convertir cada una de  las siguientes ven
tajas en probabilidades:
(a ) Si se escogen a lea to riam en te  tres huevos de  una caja de 12 huevos de  los 

cuales tres están  rotos, la ventaja  es de 34 a 21 de  que al m enos uno de 
ellos estará  roto.

(b ) Si una persona tiene ocho  billetes de  $1. cinco billetes de $5, y un billete 
de  $2 0 , y a lea to riam en te  selecciona tres de  ellos, la ventaja  es de 11 a 2  de 
que no  todos serán billetes de $ 1 .

(c) Si d isponem os arb itra riam en te  las le tras  de la palabra  “nest” , la ventaja  es 
de  5 a 1 de que no o b ten d rem o s una pa lab ra  que signifique algo en  inglés.

2 .5 5  U se la definición de "ven ta ja"  d ad o  en  el ejercicio 2.33 para  convertir cada una 
de las siguientes p robabilidades a  ventaja:
(a ) La p robab ilidad  de que el últim o dígito de las placas de circulación de  un 

autom óvil sea un 2, 3 .4 . 5, 6  o  7 es de 
íb )  La p robab ilidad  de sacar al m enos dos caras en cu a tro  lanzam ientos de 

una m oneda balanceada es jj¡.
(c) La p robab ilidad  de tira r "7 u 11" con un p a r de dados balanceados es

2.56 Si las p robab ilidades subjetivas se de te rm inan  po r el m étodo  sugerido  p o r el 
ejercicio 2.34, el tercer postu lado  de p robabilidad  puede no satisfacerse. Sin em-
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bargo, los p roponen tes del concepto  de probabilidad subjetiva generalm ente im 
ponen  este  postu lado  com o un c r ite r io  d e  co n g ru en c ia ; en  o tras palabras, con
sideran  las p robab ilidades  subjetivas que no satisfacen el p ostu lado  com o 
incongruentes.

(a ) La d irec to ra  de una secundaria piensa que la ventaja  es 7 a 5 con tra  ella 
p a ra  o b ten e r un aum en to  de $ 1 , 0 0 0  y 11 a 1 con tra  ella de  o b ten e r un au 
m en to  de $2.000. A dem ás, p iensa que o b tener uno de estos aum en tos o  el 
o tro  es una apuesta  pareja. Exam ine la congruencia de  las p robabilidades 
subjetivas correspondientes.

(b) C u an d o  a un funcionario  de un p a rtid o  político  le p reg u n tan  sobre  su 
fu tu ro  político, responde q ue  la ventaja es 2  a 1 a  que no se postu lará  para 
la C ám ara  de R epresentan tes, y  4 a 1 a que no  se postu lará  para  el Senado. 
A dem ás, siente que la ventaja  es 7 a 5 a que se postu lará  para  una o  el 
o tro . ¿Son congruen tes las p robabilidades correspondientes?

2.57 H ay dos Porsches en una ca rre ra  de autom óviles en  Italia , y un rep o rte ro  cree 
que la ven ta ja  con tra  que ganen es de 3 a 1 y de  5 a 3. P ara  ser congruente  (véa
se el ejercicio  2.56), ¿qué ventaja debe asignar el rep o rte ro  al even to  que uno 
de los dos autom óviles gane?

2.58 Si hacem os x  = al núm ero  de pun tos en las caras de a rriba  cuando se lanzan un 
p a r de dados, en tonces podem os usar el espacio  de m uestreo  S2 del e jem plo  2.2 
para  describ ir los resu ltados del experim ento.
(a) E ncuen tre  la p robab ilidad  de  cada resu ltado  en  S 2-
(b ) V erifique que la sum a de estas  p robab ilidades es 1.

2.59 U se un p rogram a de com putadora  que pueda generar en te ro s  a lea to riam ente  
en el in tervalo  (0 , 1 0 ) con iguales probabilidades, genere  1 . 0 0 0  de  tales en teros 
y use la in te rp re tac ión  de frecuencia para  estim ar la p robabilidad  de que un en
tero  escogido a lea to riam en te  tenga un valor m enor que 1 .

2.60 U se el m étodo  del ejercicio 2.59, genere  un segundo con jun to  de en teros a lea 
torios en (0 ,10 ). Estim e la probabilidad de que A: un  en te ro  seleccionado aleato
riam en te  del p rim er con jun to  sea m eno r que 1 ó  B. un  e n te ro  seleccionado 
a lea to riam en te  del segundo con jun to  sea m enor que 1 .
(a ) use la  in terp retación  de frecuencia de las probabilidades;
(b ) use el teo rem a 2.7 y P ( A  H  B )  =  0.25.

2.6 PROBABILIDAD CONDICIONAL

C uando  las p robab ilidades se citan sin especificar el espacio  m uestral pueden  aparecer 
d ificultades con facilidad. Por ejem plo, si p regun tam os la p robabilidad  de que un abo 
gado gane m ás d e  $50.000 al año. b ien  podría  ser que ob tuv iéram os varias respuestas 
d iferen tes y todas podrían  ser correctas. U na de ellas podría  aplicarse a todos los g ra
duados de  facultades de  leyes, o tra  podría  aplicarse a  todas las personas con licencia p a 
ra prac ticar la p rofesión  legal, una tercera  podría  aplicarse a todas aquellas dedicadas 
activam ente a la prác tica  de la profesión legal, y así sucesivam ente. Puesto  que la elec
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ción de  un espacio  m uestral (esto  es, el con jun to  de todas las posibilidades bajo  consi
de rac ió n ) no  es s iem pre  ev iden te  po r sí m ismo, a m enudo  ayuda a u sar e l sím bolo 
P ( A  |S )  para d en o ta r la probabilidad condicional del even to  A  relativa al espacio  m ues
tral S o, com o tam bién  la llam am os, " la  p robabilidad  de A  dado  S". El sím bolo  P ( A  |S) 
hace explícito q ue  nos estam os refiriendo  a  un espacio  m uestral particu lar 5, y es p re 
ferible que la no tación  abreviada P ( A )  a m enos que la elección tácita de  S se e n tien 
da c la ram en te . Tam bién  es p refe rib le  cuando  querem os refe rirnos  a varios espacios 
m uéstrales en  el m ism o ejem plo. Si A  es el even to  de que una persona gane m ás de 
$50.000 al año, G  es  el evento de que una persona sea un graduado de la facultad de le
yes, L  es el evento  de que una persona tenga licencia para practicar la profesión legal, y 
E  es el even to  de que una persona esté  dedicada activam ente a la práctica de la p ro fe 
sión legal, en tonces P ( A \ G )  es la p robabilidad  de que un g raduado  de la facultad  de 
leyes gane m ás d e  $50,000 al año, P ( A \ L )  es la p robabilidad  de que una persona con 
licencia para  prac ticar la profesión legal gane m ás de $50.000 al año  y P ( A \ E )  es la 
probabilidad  de q ue  una persona ded icada activam ente a la práctica de la profesión le
gal gane m ás de  $50,000 al año.

En los siguientes ejem plos se ilustran algunas ideas relacionadas con las p ro b ab i
lidades condicionales.

EJEM PLO 2.15

U na organización de  investigación de los consum idores ha estudiado los servicios con ga
rantía proporcionados por las 50 agencias de autom óviles nuevos en una cierta  ciudad, y 
en la tabla siguiente se resum en sus hallazgos.

Unen servicio Mal servicio
de garantía de garantía

En operación por 10 años o más 16 4

En operación menos de 10 años 1 0 20

Si una persona selecciona a lea to riam en te  una de estas agencias de autom óviles nuevos, 
¿cuál es la p robab ilidad  de que seleccione una que p roporciona buen  servicio de garan
tía?  Tam bién, si u na  persona selecciona a lea to riam en te  una de las agencias qu e  han 
operado  p o r 1 0  artos o  más, ¿cuál es la p robabilidad  de que seleccione una agencia que 
proporciona buen  servicio de garantía?

Solución

Por “a lea to riam en te"  querem os decir que, en  cada caso, todas las selecciones son 
igualm ente p robab les y podem os p o r tan to  usar la fórm ula del teo rem a 2.2. Si G  
den o ta  la selección de la agencia que p roporciona buen  servicio de  garantía , y si 
n { G )  d en o ta  el núm ero  de e lem en tos en  G  y n (S )  el núm ero  de elem entos en  el 
espacio  m uestra l com pleto , ob tenem os

E sto  con testa  la prim era pregunta.
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Para la  segunda pregunta , nos circunscribim os al espacio m uestral reducido 
que consta de  la p rim era línea de  la tab la , esto  es, las 16 + 4 = 20 agencias que 
han estado  o p eran d o  p o r 10 años o  más. D e éstas, 16 p roporc ionan  buen  servicio 
de garan tía  y ob tenem os

p ( C \ T)  =  ^  =  0.80

donde T  d en o ta  la selección de una agencia que ha operad o  p o r 10 años o  más. 
E sto  responde la segunda p regun ta  y, com o se debió  h aber esperado , P( G\  T)  es 
considerab lem ente  m ás a lta  que P( G) .  ▲

Puesto  que el n um erado r de P ( G | T )  es n(  T  f l  G )  =  16 en el e jem plo  p receden 
te, el núm ero  de agencias que han  o perado  p o r 1 0  años o  m ás y brindan  buen  servicio 
de garan tía  y el denom inado r es n(  T) ,  el núm ero  de agencias que han  o perado  10 años 
o  más. podem os escrib ir con sím bolos

p̂  = n(Jñ r
E ntonces, si d iv idim os el n um erado r y el denom inador en tre  n (S ), el núm ero  to ta l de 
agencias de autom óviles nuevos en  la ciudad dada , ob tenem os

n ( T D G )

" ( S )  _  P ( T C G )
n G ] T )  -  ~  ~ ñ f r

n (S)

y así, hem os exp resado  la p robab ilidad  condicional P ( G  17 ) en  térm inos de dos p ro b a
bilidades defin ida para  todo  el espacio m uestral S.

G eneralizando  de lo an te rio r, definam os aho ra  la p robabilidad  condicional.

d e fin ic ió n  2.1 Si A  y B  son dos even to s cualqu iera  en un espacio m uestra l S  y 
P ( A )  ^  0, la p ro b a b ilid a d  co n d ic io n a l de B  dado  A  es

p ^ = p- w

EJEM PLO 2.16

C on respecto  al e jem plo  2.15, ¿cuál es la p robab ilidad  de que una de las agencias que 
ha o perado  m enos de 1 0  años p roporc ionará  buen  servicio de garantía?
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Solución

Puesto  que P ( T ’ O  G ) =  =  0.20 y P( T' )  =  ^  ^  =  0-60- la sustitución

en la fórm ula nos da

P ( G \ r )  =  P { r n G )  =  ° - ^  =  l-  a
{ 1 '  P ( T )  0.60 3

A unque presen tam os la fórm ula para P( B\ A)  po r m edio  de un ejem plo donde las 
posibilidades son igualm ente probables, esto  no constituye un requisito  para  su uso.

EJEM PLO 2.17

C on respecto  a los dados am añados del e jem plo  2.9, ¿cuál es la p robabilidad  de  q ue  el 
núm ero  de p un to s  tirados sea un cuadrado  perfecto? Tam bién, ¿cuál es la probabilidad 
de que sea un cuad rad o  perfec to  dado  que es m ayor que 3?

Solución

Si A es el e v en to  de  que el núm ero  de puntos tirados sea m ayor que 3 y  B es el 
even to  de q u e  es un cu ad rad o  perfecto , tenem os A — { 4 .5 .6 } . B =  {1 ,4} y
A C\ B  =  {4}. Puesto  q ue  las p robabilidades de tira r un 1 .2 .3 .4 .5  o  6  con el d a 
do son 9, 9, 9 , « . i  y 9 (véase página 39). encon tram os que la respuesta  a la p rim e
ra p regun ta  es

' w  =  Í  +  ¿ - |

Para de te rm inar P(B\A),  calculam os prim ero

P(A H B) — ^ y /*(/!) =  I + |  + I  =  Í  

Entonces, al sustitu ir en  la fórm ula de la definición 2.1, ob tenem os

Para verificar que la fórm ula de la definición 2.12 ha dado  la respuesta  “co rrec
ta"  en  el e jem p lo  p reced en te , só lo  tenem os que asignar p ro b ab ilid ad  v  a  los dos n ú 
m eros pares en e l espacio  m uestral reducido A  y p robab ilidad  2v  al núm ero  im par, de 
tal m anera  q ue  la sum a de  las tres  p robab ilidades  sea  igual a 1. A sí tenem os 
v  +  2v  +  v  =  1, v  =  |  y. por tan to , P ( B \ A )  =  ¡ com o antes.

EJEM PLO 2.18

Un fabricante de partes  de aerop lano  sabe, por experiencia, que la p robab ilidad  de que 
una o rden  esté  lista para  em barque a tiem po es 0.80. y de q ue  esté  lista para  em barque
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a tiem po y tam bién  se en tregue a  tiem po es 0.72. ¿C uál es la p robabilidad  de que tal 
o rden  se en tregue  a tiem po dado  que estuvo lista para  em barque a tiem po?

Solución

Si R  rep re sen ta  el even to  de que una o rd en  esté  lista para  em b arq u e  a tiem po 
y D  sea el even to  q ue  se en tregue  a tiem po, tenem os P ( R )  =  0.80 y 
P ( R  H  D )  =  0.72, y resu lta  que

v '  P ( R )  0.80

Así, 90%  de los em barques se en tregarán  a tiem po con tal que sean em barcados 
a tiem po. A dvierta  que P { R \ D ) ,  la p robabilidad  de que un em barque qu e  se en 
tregó  a  tiem po  tam bién estuvo listo para  em barque a tiem po, no  se puede  d e te r
m inar sin inform ación  adicional; para  es te  p ropósito  tam bién  tend ríam os que 
saber P ( D ) .  A

Si m ultiplicam os las expresiones de am bos lados de la fórm ula de  la definición
2.1 p o r  P{A) .  o b tenem os la siguiente re g la  d e  m ultip licac ión .

t e o r e m a  2 .9  Si A  y B  so n  d o s  e v e n to s  cu a lq u ie ra  en  un  esp acio  m u es tra l S  y 
P ( A )  & 0. en to n ce s

P ( A  r \ B )  =  P { A ) - P ( B \ A )

En palabras, la p robab ilidad  de que A  y B  ocurran  am bos es el p roducto  de  la p ro b a
bilidad de A y la p robabilidad  condicional de B  dado  A.  A lternativam ente, si P ( B )  ^  0, 
la probabilidad de que A  y B ocurran  am bos es el producto  de la probabilidad de B  y la 
p robabilidad  condicional de A  d ad o  fi; con sím bolos

P(A D B )  = P { B ) ‘ P( A\ B)

Para derivar esta  regla alternativa de m ultiplicación, intercam biam os A y fi en la fórm u
la del teo rem a 2.9 y nos valem os del hecho que A Ci fi =  f i f l A .

EJEM PLO 2.19

Si seleccionam os a lea to riam en te  dos cinescopios en sucesión de un em barque de 240 ci
nescopios, de  los cuales 15 están  defectuosos, ¿cuál es la probabilidad de  que am bos es
tén  defectuosos?

Solución

Si suponem os p robabilidades iguales para  cada selección (que es lo que q u e re 
m os decir al se leccionar a lea to riam en te  cinescopios), la p robab ilidad  de que el 
prim er cinescopio  esté  defectuoso  es ¿ 5 , y la p robabilidad  de que el segundo ci
nescopio  es té  defec tuoso  dado  que el p rim er cinescopio  es tá  defec tuoso  es 
A sí la p robab ilidad  de q ue  am bos cinescopios estén  defectuosos es ¿ 5  • =  1 ^ 2  •
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E sto  supone que estam os m u e s tre a n d o  sin re em p lazo ; esto  es, el p rim er cinesco
p io  no se reem plaza  an tes de qu e  se seleccione el segundo cinescopio. ▲

EJEMPLO 2.20
E ncuen tre  las p robab ilidades de  sacar a lea to riam en te  dos ases de una bara ja  o rd inaria  
de 52 cartas de  ju ego  si m ucstream os

(a )  sin reem plazo;

(b )  con reem plazo.

Solución

(a )  Si la p rim era  carta  no se reem plaza  an tes de que se saque la segunda. la 
p robab ilidad  de sacar dos ases en  sucesión es

4 _ 2 =  1

5 2 '5 1  221

(b ) Si la p rim era  carta  se reem plaza an tes de q ue  se saque la segunda, la p ro 
babilidad  correspond ien te  es

4 4 =  1
52 ' 52 “  169 A

E n las situaciones descritas en  los dos e jem plos p receden tes hay un o rd en  tem 
poral defin ido en tre  los dos even tos A  y B.  En general, éste  no tiene  que ser el caso 
cuando escribim os P ( A  \ B)  o  P ( B \ A ) .  Por ejem plo, podríam os p regun tar por la p ro b a
bilidad de q ue  la p rim era carta  qu e  se sacó sea un as dado  que la segunda carta  que se 
sacó (sin reem plazo) es un as: la respuesta  tam bién  sería

El teorem a 2.9 se puede generalizar fácilm ente para  que sea válido en m ás de dos 
eventos; p o r ejem plo, para  tres even tos tenem os

t e o r e m a  2 .10  Si A ,  B  y C  son tres even tos cualqu iera  en  un espacio m uestral 5  
tal que P ( A  Pl B)  ^  0, en tonces

P ( A  n  B  n C) =  P ( A )  • P { B \ A ) -  P ( C \ A  n  B)

D em ostración . E scrib iendo á f l f l O C  com o (>4 f l  B)  D  C  y usando  dos 
veces la fórm ula del teo rem a 2.9, ob tenem os

p ( a  n  b  n c)  =  p [ { a  n  A) n  c]

=  p ( a  n b ) - p ( c \ a  n  fl)

=  P ( A ) ‘ P ( B \ A ) - P ( C \ A D  B)  ▼



58 Capítulo 2: Probabilidad

EJEM PLO 2.21

U na caja de fusibles contiene 20 fusibles, de los cuales cinco están  defectuosos. Si se se
leccionan tres fusibles a lea to riam en te  y se sacan de la caja en  sucesión sin reem plazo, 
¿cuál es la p robab ilidad  de que los tres fusibles estén  defectuosos?

Solución

Si A  es el even to  de que el p rim er fusible esté defectuoso, B  es el even to  de que 
el segundo fusible esté  defectuoso, y C  es el even to  de qu e  el te rcer fusible esté 
defec tuoso , en tonces P { A ) = P{B\ A)  =  P(C\ A  H B )  =  ^  y la su s titu 
ción en la fórm ula nos da

^ n « n c )  =  A . ± . l  

1

114 A

G eneralizaciones adicionales de los teorem as 2.9 y 2.10 a & eventos son simples, 
y la fórm ula resu ltan te  se puede  dem ostra r p o r inducción m atem ática.

2.7 EVENTOS INDEPENDIENTES

H ablando  de m anera  inform al, dos eventos A  y B  son in d e p e n d ie n te s  si la ocurrencia 
o  no ocurrencia  de cualqu iera  de los dos no afecta la p robabilidad  de la ocurrencia  del 
o tro. Para ilustrarlo  tom em os el ejem plo p receden te , donde las selecciones habrían  si
do independ ien tes si cada fusible se hub iera  reem plazado  an tes de que el siguiente se 
seleccionara; la p ro b ab ilid ad  de  sacar un fusible de fec tuoso  hab ría  perm anecido  

C on  sím bolos, dos even to s A  y B  son in d epend ien tes  si P ( B \ A )  =  P ( B)  y 
P ( A \ B )  =  P ( A ) ,  y se puede  dem ostra r que cualqu iera  de estas igualdades implica a la 
o tra  cuando  am bas p robab ilidades condicionales ex isten , esto  es, cuando  ni P ( A )  ni 
P ( B )  es igual a cero  (véase el ejercicio 2.65).

A hora, si sustituim os P ( B )  po r P ( B  |A )  en  la fórm ula del teorem a 2.9, obtenem os

P ( A  ( I B )  =  P ( A ) - P ( B \ A )

=  P ( A ) - P ( B )

y usarem os esto  com o nuestra  definición form al de independencia.

d e f in ic ió n  2 .2  D os eventos A y  B  son in d e p e n d ie n te s  si y sólo si

P { A f \ B )  =  P ( A ) ' P ( B )

Siguiendo los pasos en  sen tido  inverso, podem os dem ostra r que la definición 2.2 im pli
ca la definición de independencia  que dim os an teriorm ente .



Sección 2 .7 : Eventos independientes 59

Si dos even to s no son independientes, decim os que son d e p e n d ie n te s . A l o b ten e r 
la fó rm ula  de la  definición 2.2. suponem os q ue  P ( B \ A )  existe  y, p o r tan to , que
P ( A )  ^  0. Por conveniencia m atem ática , perm itirem os que la definición tam bién  sea
válida cuando P ( A )  =  0  y/o P ( B ) — 0.

EJEM PLO 2.22

Se lanza una m oneda tres veces y se supone que los ocho  resu ltados posibles, H H H , 
HH T, H T H , T H H , HTT, TH T, T T H  y TTT, son igualm ente probables. Si A  es el even 
to  de que una cara  ocurra en  cada uno de los dos prim eros lanzam ientos. B  es el evento  
que una cruz ocu rra  en  el te rcer lanzam iento  y C  es el even to  q ue  exactam ente  dos cru 
ces ocurren  en  los tres lanzam ientos, dem uestre  que

(a )  los even tos A  y  f í  son independientes;
(b ) los even tos B  y  C  son dependientes.

Solución

Puesto  que

A  =  {H H H . HH T}

B  = { H H T . H T T, T H T . TTT}

C  =  {H IT . T H T , TTH }

A  C\ B  =  {H H T}

B C \ C  =  {H TT, TH T}

el supuesto  de que los ocho  resu ltados posibles son todos equ ip robab les nos da 
P (A )  =  i ,  P ( B )  =  }, P( C)  =  1, P ( A  H  B)  =  |  y P ( B  D C )  =  J.

(a )  P u e s to  q ue  P ( A )  • P ( B )  =  i ' 2  =  s =  P (A  ^  # ) • ,os even tos A y B  son in
dependientes.

(b )  P u e s to  q u e  P ( B )  • P{C)  =  í * | =  j |  ^  P ( B  D  C ), los even tos A  y  B  no  son 
independientes. ▲

En relación con la definición 2.2, se puede dem ostra r que si A  y  B  son indepen
dientes. en tonces tam bién  lo son A  y B' .  A '  y B,  y  A '  y  B' .  Por ejem plo.

t e o r e m a  2 .1 1  Si A  y  B  son independientes, en tonces A  y  B'  tam bién  son in d e 
pendientes.

D em ostración . Puesto que A  = ( A  f~l B )  U  ( A  f l  B ' ) ,  com o se le pidió al 
lector qu e  dem ostra ra  en  el inciso (a) del ejercicio 2.4, A  O  B  y A  IT B'  son m u
tuam en te  excluyentes, y A  y  B  son independien tes po r suposición, tenem os

P { A )  =  P[[A  D  B)  U  (A  D B' ) ]

=  P{ A C l B )  +  P ( A  H B ' )

=  p ( a ) - p ( b ) +  p ( a  n  B' )



R esu lta  que

P { A C B ' )  =  P { A ) -  P { A )  • P ( B )

=  P ( A ) - [  1 -  P ( B ) }

=  P ( A ) - P ( B ■) 

y de ah í qu e  A y  B'  sean independientes. T

E n  los ejercicios 2.66 y 2.67 se le ped irá  al lector que dem uestre  que si A  y B  son 
independien tes, en to n ces  A '  y B  son  in d epend ien tes  y así lo son A '  y B \  y si A  y B  
son dep en d ien tes , en tonces A y  B'  son dependientes.

Para  ex ten d e r el concepto  de independencia  a m ás de dos eventos, definam os lo 
siguiente
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d e fin ic ió n  2 3  Los even tos A t , A 2 y A k son in d e p en d ie n te s  si y só lo  si la
p robabilidad  de la intersección de cualesquiera 2, 3  o  A: de estos eventos es
igual al p roducto  de sus p robabilidades respectivas.

Para tres even tos A ,  B  y  C . p o r  ejem plo, la independencia requiere  que

P ( A H B )  =  P ( A ) " P ( B)

P ( A n C )  =  P ( A ) - P ( C )

P ( B D C )  =  P ( B ) - P ( C )

y

P ( A D B r C )  =  P ( A )  • P ( B )  • P( C)

Es de in terés señalar que tres o  m ás even tos pueden  ser in d e p e n d ie n te s  p o r  p a 
re ja s  sin ser independientes.

EJEM PLO 2.23

La figura 2.11 m uestra  un diagram a de Venn con p robabilidades asignadas a sus d iver
sas regiones. V erifique que A  y  B  son independientes, qu e  A  y  C  son independientes y 
que B  y  C  son independien tes pe ro  que A ,  B  y C  no son independientes.

Solución

C om o se p u ed e  ver en  el d iag ram a, P ( A )  =  P ( B ) =  P ( C )  =  P ( A  f l  B)  =  
P { A  r \ C )  =  P { B C \ C )  =  ¿ y P ( A  D  B  H  C ) =  Así,



P(B) • P(C) = -  = P{BC\ C)

pero

P ( A ) - P ( B ) - P ( C )  =  P ( A  n e n e )  A
o
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Figura 2.11 Diagram a de Venn para el ejem plo 2.23.

A propósito , al ejem plo an te rio r se le puede d a r una in terp re tac ión  "rea l"  al con 
siderar un cuarto  grande que tiene tres  in te rrup to res  separados que con tro lan  las luces 
del techo. E stas luces estarán  encendidas cuando los tres in te rrup to res estén "hacia a rri
b a ” y por tan to  tam bién  cuando uno de los in te rrup to res esté  “ hacia a rrib a"  y los o tros 
dos estén  "hacia ab a jo ” . Si A  es el even to  qu e  el prim er in te rru p to r esté  “hacia a rrib a” , 
B  es el even to  q ue  el segundo in te rru p to r esté  “hacia a rrib a" , y C  es el even to  que el 
te rcer in te rru p to r esté  “hacia a rriba" , el diagram a de Venn de la figura 2.11 m uestra un 
posible conjunto  d e  p robabilidades asociado con que los in te rrup to res estén  "hacia a rri
ba" o  “hacia ab a jo ” cuando las luces del techo  están  prendidas.

Tam bién puede  suceder que P ( A  f l  B  H  C ) =  P ( A )  • P ( B )  • P{C)  sin que A . B  y 
C  sean independ ien tes por parejas; se le pedirá al lector que verifique esto  en  el e je r
cicio 2 .6 8 .

Por supuesto , si se nos da que ciertos even tos son independientes, la p robabilidad  
de que todos ocu rran  es sim plem ente el p roducto  de sus respectivas probabilidades.

EJEM PLO 2.24

E ncuen tre  las p robab ilidades de ob ten er

(a )  tres caras en tres lanzam ientos a leato rios de una m oneda balanceada;

(b ) cu a tro  seis y después o tro  núm ero  en cinco lanzam ientos a leato rios de un 
dado  balanceado.
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Solución

(a )  Al m ultip licar las p robabilidades respectivas, ob tenem os

1 1 1 _  1 

2 *2 * 2  8

(b ) Al m ultip licar las p robabilidades respectivas, ob tenem os

1 . 1 . 1 . 1 . 5  _  5
6 * 6  6 *6 * 6  7,776 A

2.8 TEOREM A DE BAYES

E n m uchas situaciones el resu ltado  de un experim ento  depende de lo que sucede en va
rias e tapas interm edias. Lo siguiente es un ejem plo sencillo donde hay una e tap a  in te r
m edia que consta  de dos alternativas:

EJEMPLO 2.25

La term inación  d e  un trabajo  de construcción se puede re trasa r a causa de una huelga. 
Las p robab ilidades son 0.60 de  qu e  hab rá  una huelga, 0.85 de que el trab a jo  de cons
trucción se term ine  a tiem po si no  hay huelga y 0.35 que el trabajo  de construcción se 
term ine a tiem po  si hay huelga. ¿C uál es la p robab ilidad  de  que el trabajo  de construc
ción se term ine a tiem po?

Solución

Si A  es el even to  de que el trabajo  de construcción se term inará  a tiem po y fi es 
el even to  de  que hab rá  una huelga, se nos dan  f i( f i)  =  0.60, P{A\ B' )  =  0.85 y 
P(A | f i)  =  0.35. N os valem os de la fórm ula del inciso (a) del ejercicio 2.4, del he
cho de que A (1 B y A B'  son m utuam ente  excluyentes y de la form a a lte rn a 
tiva de la regla de m ultiplicación, podem os escribir

p {a ) =  p [ ( A n f i ) u ( A n f i ' ) ]

=  P(A n  f i)  +  P { A D B ' )

= p ( b )  • p { a \ b )  +  P(B' )  • P(A | f i ' )

Entonces, a l sustitu ir los valores num éricos dados, ob tenem os 

P(A)  =  (0.60)(0.35) +  (1 -  0.60)(0.85)

=  0.55 A

U na generalización inm ediata  de esta  clase de situación es el caso donde la e ta 
pa in te rm ed ia  p e rm ite  k  a lte rn a tiv as  d ife ren tes  (cuya ocurrenc ia  se d en o ta  p o r f i , .
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B 2, . . . , B k). R equ iere  el siguiente teo rem a, algunas veces llam ado la regla de la proba
bilidad total o la regla de eliminación.

TEOREM A 2 .1 2  Si los eventos B x. B : , . . . , y Bk constituyen una partición  del es
pacio m uestra l S  y P{ B¡) ^  0  para  i =  1 ,2  k.  en tonces para  cualquier even
to  A  en  S

P ( A )  =  ' S . p M - p í a Ib ,)
1=1

C om o fue defin ido  en  la nota al pie de la página 10, las B  constituyen  una partición  del 
espacio m uestral si son m u tuam en te  excluyentes por pare jas y si su unión es igual a S. 
U na dem ostrac ión  form al del teo rem a 2.12 consta, esencialm ente, de  los m ism os pasos 
del ejem plo 2.25, y se le deja  al lector en  el ejercicio 2.74.

EJEM PLO 2.26

Los m iem bros d e  una em presa de  consultoría  ren tan  autom óviles de tres agencias de 
ren ta  de autom óviles: 60%  de la agencia 1 .30%  de la agencia 2, y 10% de la agencia 3. 
Si 9%  de los au tom óviles de la agencia 1 necesita una afinación, 20%  de los au tos de 
la agencia 2 necesitan  una afinación, y 6 %  de los au tos de la agencia 3 necesitan  una 
afinación, ¿cuál es la p robabilidad  de que un autom óvil ren tado , en tregado  a la em p re 
sa. necesite una afinación?

Solución

Si A  es el evento de que el automóvil necesita una afinación,y B x, B-, y B y son los even
tos de que el autom óvil venga de las agencias 1, 2 o  3, tenem os P { B X) =  0.60, 
P ( B 2) =  0.30 , P { B 3) =  0.10, />(>% | f i ,)  =  0 .0 9 ,P (> l|f i : ) = 0 2 0 y P ( / l | f i O  =  0.06. 
Al sustituir estos valores en la fórmula del teorem a 2.12 obtenem os

P { A )  =  (0.60) (0.09) +  (0.30) (0.20) +  (0 .10)(0.06)

=  0.12

Así, 12% d e  todos los autom óviles ren tados en tregados a esta  em presa necesita
rán una afinación. ▲

C on resp ec to  al e jem plo  p receden te , supongam os que nos in teresa  la siguiente 
pregunta: si un autom óvil ren tad o  en tregado  a la em presa de consultoría  necesita una 
afinación, ¿cuál es la p robab ilidad  de que haya venido de  la agencia de ren ta  2? Para 
responder a  p regun tas de  esta  clase, necesitam os el siguiente teorem a, llam ado el teo
rema de Bayes:

t e o r e m a  2 .1 3  Si B X, B 2, . . . ,  B k constituye una partición  del espacio  m uestral S
y P(B,) ^  0 para  i =  1 ,2  k ,  en tonces para  cualqu ier even to  A  en  S  tal que
P( A)  *  0
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P { B , \ A ) = -
P { B r) - P ( A \ B r)

' Z P { B , ) - P ( A \ B i)
i* 1

p a ra  r =  1 , 2

E n palabras, la p robab ilidad  de que el even to  A  se haya alcanzado a través de la rési- 
m a ram a del d iagram a de á rbo l de  la figura 2 . 1 2 , d ad o  que se alcanzó a través de  una 
de sus k  ram as, es la razón  de  la probabilidad asociada con la résim a ram a a  la sum a de 
las p robab ilidades asociadas con to d as  las k  ram as de! árbol.

. . .  p ( a  n B r)
D em ostración . Escribim os P ( B r\ A )  =  — acuer t *° a *a def¡-

nición de p robab ilidad  condicional, só lo  tenem os que sustitu ir P ( B r) • P ( A \ B r) 
con P ( A  O  B r) y la fórm ula del teo rem a  2.12 p o r P{ A) .  y

A

74*
V

P(A\B t) A

f l  P{A\B2) A

ete. etc

P(A\Bk) A

P(B, )  ■ P ( A \ B t) 

P(B:) P(A¡B:)

P(Bk) ■ P(A\Bk)

Figura 2 .1 2  D iagram a d e  árbol para el teorem a d e  Bayes.

EJEM PLO 2.27

C on respecto  al e jem plo  2.26, si un autom óvil de  ren ta  en tregado  a la em presa de co n 
s u lto ra  necesita u na  afinación, ¿cuál es la p robab ilidad  de que p rovenga de  la agencia 
de ren ta  2 ?

Solución

Al sustitu ir las p robab ilidades en la página 63 en  la fórm ula del teo rem a  2.13, ob 
tenem os

P ( B  =  _ m m i o ) _______________
V 2 1 (0 .60)(0 .09) +  (0 .30)(0 .20) +  (0.10)(0.06)

=  0.060 
”  0.120

=  0.5

O bserve q u e  aunque sólo 30%  de los autom óviles en tregados a la em presa  vie
n en  de la agencia 2 ,5 0 %  de los autom óviles que requ ieren  una afinación vienen 
de esa agencia. A
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EJEM PLO 2.28

E n un c ierto  estado . 25%  de todos los autom óviles em iten  cantidades excesivas de co n 
tam inantes. Si la p robab ilidad  es 0.99 de que un au to  que em ite  can tidades excesivas de 
contam inantes fallará  las p ruebas de em isión vehicular del estado , y la p robab ilidad  es 
0.17 que un au tom óvil que no em ite cantidades excesivas de con tam inan tes aun así fa
llará la p rueba, ¿cuál es la p robabilidad  de que un au to  que falla la p rueba  em ita  can 
tidades excesivas de contam inantes?

Solución

Si dibujam os esta situación com o en la figura 2.13, encontram os que las probabilida
des asociadas con las dos ram as del diagrama de árbol son = (0.25)(0.99) =  0.2475 
y (1 — 0.25) (0.17) =  0.1275. Así, la probabilidad de que un au to  que falla la p rue
ba realm ente em ita cantidades excesivas de contam inantes es

0.2475
 =  0.66
0.2475 +  0.1275

Por supuesto , este  resu ltado  tam bién  se podía h aber ob ten ido  sin el diagram a al 
sustitu ir d irec tam en te  en  la fórm ula del teo rem a de Bayes. ▲

B  0.99 A 
J*   • ( 0.25 ) ( 0 .99) =  0.2475

0.17 A
* (0.75)(0.17) =  0.1275

F ig u ra  2 .1 3  D iagram a de árbol para el ejem plo 2.28.

Aunque el teo rem a de Bayes resulta de los postulados de probabilidad y la defini
ción de probabilidad condicional, ha sido objeto  de una am plia controversia. Es indudable 
la validez del teo rem a de Bayes, pero num erosos argum entos han surgido sobre la asigna
ción de probabilidades previas P(B, ) .  Tam bién, una buena dosis de misticismo rodea al 
teorem a de Bayes porque supone una form a de razonam iento "al revés” , o  a la “inversa", 
esto  es. razonar "del efecto a la causa” . Por ejem plo, fallar la prueba es el efecto y em itir 
cantidades excesivas de contam inantes es una causa posible (ejem plo 2.28).

EJERCICIOS

2.61 D em uestre  que los postulados de p robab ilidad  se satisfacen p o r las p robab ili
dades condicionales. E n o tras palabras, dem uestre  que si P { B)  =*= 0, en tonces
(a) P ( A | f í ) g 0 ;
(b) P ( B \ B )  =  1;
(c) P( A¡  U  A 2 U  =  P ( A l \ B)  +  P ( A Z\ B ) +  ••• para  cualquier secuen

cia d e  even tos m utuam ente  ex d u y en tes  A ,, A 2.......
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2.62 D em uestre  p o r  m edio  de ejem plos num éricos qu e  P [ B \ A ) +  P { B \ A ' )
(a) p u ed e  ser igual a 1 ;
(b) no  necesita  ser igual a  1 .

2.63 R ep itiendo  el m étodo  de dem ostración  del teo rem a  2.10, m uestre  que

P (A C \ B C \ C C l D )  =  P { A )  - P ( B \ A )  - P ( C \ A  n  B )  ■ P ( D \ A  n  B  n  C)  

con tal q u e  P ( A  f l B O C )  ^  0.

2.64 D ados tres  even tos A ,  B  y C  tales q ue  P ( A  O  B  f l  C ) *  0 y P ( C \ A  H  B)  =
P ( C \ B ) .  dem uestre  que P { A \ B C \ C )  =  P ( A \ B ) .

2.65 D em uestre  que si P ( B \ A )  =  P ( B )  y  P{B)  0. en tonces P ( A \ B )  =  P ( A ) .

2.66 D em uestre  que si los even tos A y  B  son independientes, en tonces
(a) los even tos A '  y B  son independientes;
(b ) los even tos A '  y  B '  son independientes.

2.67 D em uestre  que si los even tos A y  B  son dependientes, en tonces los even tos A  
y  B '  son dependientes.

2.68 Tom e la figura 2.14 com o refe ren c ia  p a ra  d em o stra r que P ( A  D  B f l C )  =  
P ( A ) ‘ P { B )  • P( C)  no  im plica necesariam ente que A . B . y  C son todos indepen 
d ien tes p o r  parejas.

F igura 2 .1 4  D iagram a para los ejercicios 2 .68, 2 .6 9  y  2 .70.

2.69 Tome la figura 2.14 com o referencia para dem ostrar que si A  es independiente de B  
y  A  es independiente de C, entonces B  no es necesariam ente independiente de C.

2.70 Tom e la figura 2.14 com o referencia  para  dem ostra r que si A  es independien te  
de B  y  A  e s  independien te  de C, en tonces A  no  es necesariam ente  independ ien 
te d  c  B  U  C.

2.71 Si los even to s A , B , y  C  son independientes, dem uestre  que
(a) A  y  B  C \ C  son independientes;
(b ) A  y  B  U  C  son independientes;
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2.72 D em uestre  que se deben  satisfacer 2* — k  — 1 condiciones para  que k  even 
tos sean  independientes.

2.73 P ara  cualquier even to  A , dem uestre  que A  y 0  son independientes.

2.74 D em uestre  el teo rem a 2.12 valiéndose de la siguiente generalización de la ley 
d istribu tiva dada en el inciso (b ) del ejercicio 2 .1 :

/ m ^ u ñ j U - U B » )  = (Anfl,)u(>inB2) u - ü ( / i n B t) 

AP LICACIO N ES

2.75 H ay noven ta  asp iran tes para  un trabajo  en  el dep artam en to  de noticias de una 
estación d e  televisión. A lgunos son egresados de la universidad  y algunos no. al
gunos de ellos tienen  al m enos tres años de experiencia y algunos no la tienen, 
el análisis exacto  es

A l  menos tres años de experiencia 

M enos de tres años de experiencia

Si el o rden  en que el geren te  de la estación  en trev ista  a los asp iran tes es a lea 
torio. G  es el even to  que el p rim er asp iran te  en trev istado  sea un egresado  de la 
universidad, y T  es el even to  de que el p rim er asp iran te  en trev istado  tenga al 
m enos tres  años de experiencia, de term ine  cada una de  las siguientes p robab i
lidades d irec tam en te  de los asien tos y de  los renglones y colum nas de  la tabla:
(a ) P(C)-.  (b ) P ( r ) -  (c) P ( G D T \ ,
(d ) P ( G ' n r ) ;  (e)  P { T \ G ) \  ( f )  P { G ' \ T ' ) .

2.76 U se los resu ltados de ejercicio 2.75 para verificar que

. , , p ( G n r )
(a) P ( r | G ) =  ^ ^ ;

. , , p ( G ' r r )
(b) p( G' \r ) = yp{ r )  \

2.77 C on respecto  al ejercicio 2.46. ¿cuál es la p robabilidad  de q ue  el docto r escogi
do  para  rep re sen ta r al personal del hospital en  la convención tenga seguro con
tra  tra tam ien to  e rró n eo  dado  que es un ciru jano?

2.78 C on respec to  al ejercicio 2.49. ¿cuál es la p robab ilidad  de que un m arido vote 
en  la elección dado  que su m ujer va a votar?

2.79 C on respec to  al ejercicio 2.51, ¿cuál es la p robab ilidad  de que uno de los estu 
d ian tes viva en  el cam pus dado  que es de fuera  del estado?

2.80 U n a  caja con tiene  100 pelotas, de las cuales 25 son rojas, 40 son blancas, y 35 
son negras. Si se seleccionan dos pelo tas de la caja, ¿cuál es la p robabilidad  que 
una será ro ja  y una será blanca

Egresados de N o egresados
la universidad de la universidad

18 9

36 27
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(a ) si la prim era pelo ta se reem plaza an tes de sacar la segunda;
(b ) si la segunda pelo ta  se saca sin reem plazar la prim era?

2 J 1  Se cree q ue  las probabilidades son 0 .20 .0 .40 ,0 .30  y 0.10 de que los equ ipos de 
baloncesto  de cua tro  universidades, T, U. V  y W. ganen  el cam peonato  de su 
conferencia. Si se pone a la un iversidad U  bajo  vigilancia y se le declara  inele
gible p a ra  el cam peonato , ¿cuál es la p robabilidad  de que la universidad T  ga
ne el cam peonato  de la conferencia?

2X 2  C on respec to  al ejercicio 2.52, encuen tre  las p robabilidades de q ue  una perso 
na que visite D isneylandia
(a) viajará en  el M onorriel dado  que irá en  C rucero  de la Jungla;
(b) tom ará  e l pasco del M atte rho rn  dado  que irá al C rucero  de la Jungla y via

ja rá  e n  el M onorriel;
(c) no irá  al C rucero  de  la Jungla dado  que viajará en el M onorriel y/o to m a

rá  el paseo  del M atterhorn ;
(d) tom ará  el paseo  del M atterho rn  e irá al C rucero  de la Jungla dado  que no 

viajará en el M onorriel.
(Sugerencia: D ibuje un diagram a de Venn y anote  las p robabilidades asociadas 
con las diversas regiones.)

2.83 La p robabilidad  de sobrevivir a una cierta  operación  de trasp lan te  es 0.55. Si un 
pacien te  sobrevive la operación , la p robab ilidad  de que su cuerpo  rechace el 
trasp lan te  en m enos de un m es es 0.20. ¿C uál es la p robabilidad  de que sobre
viva a  estas  e tapas críticas?

2.84 Se exam inan  canastas o  cajas de huevo en  busca de coágulos de sangre al re 
m over a lea to riam en te  tres huevos sucesivam ente y exam inar su contenido. Si
los tres huevos están  bien, se em barca la caja; de o tra  m anera  se rechaza. ¿C uál 
es la p robab ilidad  de que una caja se em barque si contiene 1 2 0  huevos, de los 
cuales 1 0  tienen  coágulos de sangre?

2.85 Supongam os qu e  en V ancouver, B. C ,  la p robabilidad  de que a  un día lluvioso 
de o to ñ o  le siga un día lluvioso es 0.80 y la p robab ilidad  de que a un día so lea
do le siga un día lluvioso es 0.60. E n co n tra r las p robabilidades de que a un día 
lluvioso d e  o to ñ o  le siga
(a) un día lluvioso, un día so leado  y  o tro  día lluvioso;
(b) dos d ías soleados y después un día lluvioso;
(c) dos d ías lluviosos y después dos días soleados;
(d) llueva dos días m as tarde.
[Sugerencia: E n  el inciso (c) use la fórm ula del ejercicio 2.63.]

2.86 U se la fórm ula del ejercicio 2.63 para encon trar la probabilidad de escoger a lea
to riam en te  (sin reem plazo) cua tro  conejillos de  Indias de  una jau la  que con tie
ne 20 conejillos de Indias, de los cuales 15 están  sanos y 5 están  enferm os.

2.87 Se lanza dos veces un dado  balanceado. Si A  es el even to  de que en  el p rim er 
tiro  salga un núm ero  par, B  es el evento  de que en  el segundo tiro  salga un nú 
m ero  par, y C  es el even to  de que am bos tiros resu lten  en  el m ism o núm ero, 
¿son los even to s A , B  y C
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(a) independien tes por parejas,

(b ) independien tes?
2.88 U n tirad o r ce rte ro  acierta en el b lanco con una p robabilidad  de 0.75. Si se su 

pone  independencia, encuen tre  las probabilidades de  ob ten er

(a ) un acierto  seguido de dos fallas:
(b ) dos aciertos y  una falla en cualquier orden.

2.89 U n a  m oneda  está arreg lada  de m anera que las p robabilidades de  cara  y cruz, 
son 0.52 y 0.48 respectivam ente. Si la m oneda se lanza tres veces, ¿cuáles son las 
p robab ilidades de sacar

(a ) sólo caras;

(b ) dos cruces y una cara en ese o rden?

2.90 U n em barque  de 1.000 partes contiene 1% de partes  defectuosas. E ncuen tre  la 
p robab ilidad  de que

(a) las p rim eras cu a tro  p a rtes  escogidas a rb itra riam en te  para  inspección no 
sean defectuosas;

(b) la p rim era  p arte  defectuosa se encon trará  en  la cuarta  inspección.
2.91 Los registros m édicos m uestran  que una en tre  10 personas en una cierta  ciudad 

tiene deficiencia tiro idea. Si se escogen a lea to riam en te  12 personas en esta  ciu
d ad  y se les hacen análisis, ¿cuál es la p robabilidad  de que al m enos una de ellas 
tenga una deficiencia tiro idea?

2.92 Si cinco d e  los 10 cam iones repartido res de  una com pañía no satisfacen los es
tándares de  em isión y tres de ellos se seleccionan para  una inspección, ¿cuál es 
la p robab ilidad  de que ninguno de los cam iones seleccionados satisfará los e s 
tán d ares  de em isión?

2.93 Si una p e rso n a  escoge a lea to riam en te  cu a tro  de  15 m onedas de o ro  q ue  un 
cam bista tiene  en alm acén, y seis de las m onedas son falsas, ¿cuál es la p ro b a 
bilidad de  que las m onedas escogidas sean todas falsas?

2.94 U na tienda  departam en ta l que factura a sus clien tes una vez al m es ha encon
trad o  que si un cliente paga o p o rtunam en te  en  un mes, la p robabilidad  es 0.90 
de que él o  ella tam bién pague oportunam en te  el siguiente mes: sin em bargo, si 
un cliente no paga o p o rtunam en te  en  un mes, la p robabilidad  de  que él o  ella 
pague o p o rtunam en te  el siguiente m es es so lam ente  0.40.
(a ) ¿C uál es la p robabilidad  de que un clien te  que paga o p o rtunam en te  en  un 

m es tam bién  pagará  oportunam en te  los tres m eses siguientes?

(b) ¿C uál es la p robabilidad  de  que un cliente que no paga o p o rtunam en te  en 
un m es tam poco pagará  oportunam en te  los siguientes dos m eses y después 
haga un pago o p o rtu n o  al m es siguiente de ello?

2.95 C on respec to  a la figura 2.15, verifique que los even tos A , B , C  y D  son inde
pendientes. A dvierta  que la región que rep resen ta  a A  consta de dos círculos, y 
tam bién es así para las regiones que rep resen tan  B  y  C.

2.96 E n  una p lan ta  electrónica, se sabe por experiencia previa que la probabilidad 
es 0.84 de que un trab a jad o r nuevo que haya asistido al program a de capacita-
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F igura 2 .15  D iagram a para el ejercicio 2 .95.

ción o  ad iestram ien to  de la com pañía cum plirá con su cuota  de p roducción , y 
la p robab ilidad  correspond ien te  es 0.49 para  un trab a jad o r nuevo que no  haya 
asistido al p rogram a de capacitación de la com pañía. Si 70%  de todos los tra 
bajadores nuevos asisten al p rogram a de capacitación, ¿cuál es la p robabilidad  
de  que un  traba jado r nuevo cum plirá con la cuota  de producción?

2.97 E n un laberin to  T, a una ra ta  se le da  com ida si voltea a la izquierda y una des
carga de electricidad  si vo ltea a la derecha . E n el p rim er ensayo  hay una p ro 
babilidad de  50-50 de que la ra ta  se voltee en  cualquier dirección; entonces, si 
recibe a lim ento  en el p rim er ensayo, la p robab ilidad  es 0 . 6 8  de q ue  vo lteará  a 
la izquierda en el siguiente ensayo, y si recibe una descarga eléctrica en  el p ri
m er ensayo, la p robabilidad  es 0.84 de que vo lteará  a la izquierda en el siguien
te ensayo. ¿C uál es la p robab ilidad  de que la ra ta  voltee a la izquierda en  cl 
segundo  ensayo?

2 .9 8  Por experiencia  se sabe que en  una cierta  industria  60%  de todos los litigios en 
tre  los traba jado res  y la adm inistración son po r salarios, 15% p o r las condicio
nes de trab a jo  y 25%  son sobre  aspectos de  prestaciones. Tam bién 45%  de los 
litigios p o r  salarios se resuelven sin huelgas, 70%  de los litigios p o r condiciones 
de traba jo  se resuelven sin huelgas y 40%  de los litigios acerca de  prestaciones se 
resuelven sin huelgas. ¿C uál es la p robabilidad  de que un litigio en tre  tra b a ja 
dores y la  adm inistración se resuelva sin una huelga?

2 .9 9  C on respecto  al ejercicio 2.98, ¿cuál es la probabilidad de que si un litigio entre 
los trabajadores y la adm inistración se resuelva sin una huelga, sea por salarios?

2 .1 0 0  La probab ilidad  de  que un accidente de un solo autom óvil sea deb ido  a frenos 
defectuosos es 0.04, la p robab ilidad  de que un accidente de un solo au to  sea  co
rrec tam en te  a tribu ido  a frenos defectuosos es 0.82, y la p robab ilidad  de que un 
accidente de un solo au to  sea incorrectam ente  a tribu ido  a frenos defectuosos es
0.03. ¿C uál es la p robabilidad  de que
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(a ) un accidente de un solo au to  será a tribu ido  a frenos defectuosos;
(b ) un accidente de un solo au to  a tribu ido  a frenos defectuosos fue rea lm en

te causado  po r frenos defectuosos?

2 .1 0 1  En una cierta  com unidad . 8 %  de todos los adultos m ayores de 50 años tienen 
diabetes. Si un servicio de salud en esta com unidad diagnostica co rrectam ente  
a 95%  de las personas con  d iabetes com o enferm as de d iabetes e inco rrec ta 
m en te  d iagnostica a 2 %  de todas las personas sin d iabetes com o enferm as de 
d iabetes, encu en tre  las p robab ilidades de que
(a) el servicio de salud com unitario  d iagnosticará a un adu lto  m ayor de 50 co

m o en fe rm o  de  diabetes;
(b ) una persona m ayor de 50 diagnosticada con d iabetes p o r el servicio de sa

lud rea lm en te  tenga la enferm edad.

2 .1 0 2  Con respecto al ejem plo 2.25, suponga que descubrimos posteriorm ente que el tra
bajo se term inó a tiempo. ¿Cuál es la probabilidad de que haya habido una huelga?

2 .1 0 3  U na casa d e  ventas po r co rreo  em plea tres depend ien tes de alm acén, U, V  y W, 
qu ienes re tiran  artículos de los anaqueles y los reúnen  p a ra  su subsecuente ve
rificación y  em paque. U  com ete  un e rro r  en  una o rden  (saca el artícu lo  equ ivo
cado  o la can tidad  equ ivocada) una vez de cien, V  com ete  un e rro r  en  una 
o rden  cinco veces de cien, y W com ete un e rro r  en una orden  tres veces de cien. 
Si U, V  y W surten , respectivam ente, 30, 40 y 30%  de todas las órdenes, ¿cuál 
es la p robab ilidad  de que
(a) se com eta  un e rro r  en una orden;
(b ) si se com ete  un e rro r  en  una o rden , la o rden  haya sido surtida  p o r U:
(c) si se com ete  un e rro r  en  una o rden , la o rden  haya sido surtida  p o r V I

2.104 La explosión en una obra  en  construcción pudo  h aber ocurrido  com o resu ltado  
de e lec tric idad  está tica , m al funcionam ien to  del equipo, descuido  o  sabotaje. 
E n trev istas con los ingenieros de construcción que analizaron  los riesgos im pli
cados d ieron  com o resu ltado  cálculos de  que tal explosión ocurriera  con p ro b a
b ilidad  de 0.25 com o un resu ltad o  de la e lec tric idad  está tica , 0.20 com o un 
resu ltado  del mal funcionam iento  del equipo. 0.40 com o un resu ltado  de descui
do, y 0.75 com o un resu ltado  de sabotaje. Tam bién se juzgó que las p robab ilida
des previas de las cua tro  causas de la explosión e ran  0 .20,0.40,0.25 y 0.15. C on 
base en  toda  esta  inform ación, ¿cuál es
(a ) la causa m ás verosím il de  la explosión;
(b ) la causa m enos verosím il de  la explosión?

2 .1 0 5  U na co rred o ra  de a rte  recibe un em barque de cinco p in turas antiguas del ex
tran jero , y sob re  la base de la experiencia pasada estim a que las p robabilidades 
son, respectivam ente, 0 .76 ,0 .09 ,0 .02 ,0 .01 ,0 .02  y 0.10 de que 0 ,1 ,2 ,3 ,4  o todas 
las 5 sean falsificaciones. Puesto  que el costo  de au ten ticación  es bastan te  alto, 
decide seleccionar a lea to riam en te  una de las cinco p in tu ras y enviarla  para  su 
au ten ticación . Si resu lta  que esta  p in tu ra  es una falsificación, ¿qué probabilidad 
debe asignarle  aho ra  a la posibilidad de que todas las o tras p in turas sean tam 
bién falsificaciones?
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2 .1 0 6  Para o b ten e r respuestas a preguntas delicadas, algunas veces usam os un m étodo 
llam ado la técnica de  respuesta al azar. Supongam os, po r ejem plo, que querem os 
de te rm inar qué porcen taje  de los estudiantes a una universidad g rande fuman 
m arihuana. E laboram os 20 tarjetas •‘flash’’, anotam os "Fum o m ariguana al m e
nos una vez por sem ana" en  1 2  de las tarjetas, donde 1 2  se selecciona arb itraria
m ente. y "N o  fum o m ariguana al m enos una vez p o r sem ana" en  las otras. 
Entonces, dejam os que cada estudiante (en la m uestra entrevistada) seleccione al 
azar una de las 2 0  tarjetas y responda “sí" o  “no"  sin divulgar la pregunta.
(a) E stab lezca una relación en tre  P (Y ). la p robabilidad  de que un estud ian te  

dará una respuesta de “sí” y  P ( M) .  la probabilidad de que un estudiante se
leccionado a lea to riam en te  en esa universidad fum e m arihuana al m enos 
una vez p o r sem ana.

(b ) Si 106 de 250 estud ian tes respondieron  "sí” bajo  estas condiciones, use el 
resu ltad o  del inciso (a) v ^  com o un estim ado  de P ( Y )  p a ra  estim ar 
P ( M ) .
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CAPITULO

3
Distribuciones de probabilidad 
y densidades de probabilidad

3.1 IN T R O D U C C IÓ N
3 .2  D ISTR IB U C IO N ES DE PROBABILIDADES
3 .3  VARIABLES ALEATOR IAS C O N T IN U A S
3 .4  F U N C IO N E S  DE D E N S ID A D  DE PROBABILIDADES
3 .5  D ISTR IB U C IO N ES M ULTIVAR IAD AS
3 .6  D ISTR IB U C IO N ES M AR G INALES
3 .7  D ISTR IB U C IO N ES C O N D IC IO N A L E S

3.1 INTRODUCCIÓN

E n la m ayoría d e  los problem as aplicados que con tienen  p robabilidades sólo nos in te
resa un aspecto  particu la r (o  dos o  unos cuan tos aspectos particu lares) de los resu lta
dos de los experim entos. Por ejem plo, cuando lanzam os un p a r de dados generalm ente  
nos in teresa  só lo  el to ta l y no el resu ltado  de cada dado : cuando en trev istam os a una 
pare ja  de  casados seleccionada a lea to riam en te  quizá nos in terese  el tam año  de su fa
m ilia y su ingreso  com binado, pe ro  no el núm ero  de  años que han estado  casados o  el 
total de  sus activos; y cuando m uestream os focos incandescentes producidos en serie tal 
vez nos in terese  su durabilidad  o  su brillantez, p e ro  no su precio.

E n cada u n o  de estos ejem plos nos in teresan  núm eros asociados con los resu lta
dos de experim en tos de azar, esto  es, en  los valores asum idos p o r las variables aleato
rias. E n el lenguaje  de la p robab ilidad  y la estadística, el to ta l q ue  lanzam os con un par 
de dados es una variable aleatoria, el tam año de la familia de una pareja de casados esco
gida a lea to riam en te  y su ingreso com binado son variables a lea to rias, y tam bién lo son 
la durab ilidad  y la b rillan tez de un foco incandescente escogido a lea to riam en te  para 
inspección.

Para ser m ás explícitos, considere la figura 3.1, que (com o la figura 2.1 en la p á 
gina 29) rep resen ta  el espacio  m uestral para  un experim en to  en  el que lanzam os un par 
de dados, y supongam os que cada uno de los 36 resu ltados posibles tiene la p robab ili
dad  Sin em bargo , adv ierta  que en  la figura 3.1 hem os asociado un núm ero  a  cada 
punto : p o r ejem plo , hem os asociado  el núm ero  2  al pun to  ( 1 . 1 ), el núm ero  6  al pun to  
(1, 5), el núm ero  8  al p u n to (6 , 2), e l núm ero  11 al pun to  (5, 6 ) y así sucesivam ente. Evi-
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7 8 9 1 0 11 12
6 • • • • • •

6 7 8 9 1 0 11
5 • • • • • •

5 6 7 8 9 1 0
4 • • • • • •

4 5 6 7 8 9
3 — • • • • • •

3 4 5 6 7 8
2 ~ • • • • • •

2 3 4 5 6 7
1 • • • • • •

1 l 1 l l 1
1 2 3 4 5 6

F igura 3.1 N ú m e ro  total de puntos obtenidos con u n  par d e  dados.

den tem en te , asociam os con  cada p u n to  el valor de una variable a lea to ria , esto  es, el to 
tal co rrespond ien te  al lanzam iento  del p a r de dados.

Puesto  que “asociar un núm ero  con cada p u n to  (e lem en to ) de  un espacio  m ues- 
tra l"  es sim plem ente o tra  form a de decir que estam os “defin iendo  una función sobre 
los puntos de un espacio m uestra l”, hagam os ahora  la siguiente definición.

d e f in ic ió n  3.1 Si S  es un espacio  m uestral con un a  m edida de p robab ilidad  y X  
es una función de valor real defin ida sob re  los elem entos de S. en tonces X  se lla
m a una variable aleatoria.t

En este  libro siem pre deno tarem os las variables a lea to rias con  letras m ayúsculas y sus 
valores con las co rrespond ien tes le tras  m inúsculas; po r ejem plo , escrib irem os x  para 
deno ta r el valor  d e  la variable a lea to ria  X .

C on relación al ejem plo p receden te  y a  la figura 3.1, observe q ue  la variable a lea
to ria  X  asum e el valor 9, y escribim os X  =  9 para  el subconjunto

{(6 ,3 ) ,  ( 5 ,4 ) ,  (4, 5), (3, 6 )}

t  En algunos libros se usan los térm inos “variable de probabilidad”, "variable estocástica” y 
"variatc" en vez de “variable aleatoria".
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del espacio m uestra l 5. Así, X  =  9 se in te rp re ta  com o el con jun to  de elem entos de  S  
p a ra  el cual el to ta l es 9, y, m ás genera lm en te , X  =  x  se debe  in te rp re ta r com o el con
ju n to  de e lem en tos del espacio  m uestral para  el cual la variable a lea to ria  X  asum e el 
valor x. E sto  puede  parecer confuso, pe ro  recuerda a  uno  de los m atem áticos qu e  di
cen *71*) es una función de .r” .

EJEM PLO 3.1

Se seleccionan dos calcetines al azar y  se sacan en  sucesión de una gaveta que con tie
ne cinco calcetines cafés y tres calcetines verdes. E num ere  los elem entos del espacio 
m uestra l, las p robab ilidades correspondien tes y los valores w q u e  co rresponden  a la va
riable a lea to ria  W. donde W  es el núm ero  de calcetines cafés seleccionados.

Solución

Si B  y G  rep resen tan  café y  verde, las p robabilidades para  B B , B G . G B  y G G  
son, respec tivam en te  M  =  & , H  =  ü ,  H  =  $1 y H  =  y los resu ltados se 
m uestran  en  la siguiente tab la

Elemento del
espacio muestral Probabilidad U!

BB
5

2
14

15
BG 1

56

15
GB 1

56

GG
3

0
28

T am bién , podem os escrib ir P (W  =  2) =  £ ,  p o r  e jem plo , para  la p robab ilidad  
del even to  de que la variable a lea to ria  IV asum irá el valor 2. ▲

EJEM PLO 3.2

Se lanza c u a tro  veces una m oneda ba lanceada . E n u m ere  los e lem en tos del espacio  
m uestral que se presum e son igualm ente p robables, ya que esto  es lo que querem os de
cir p o r una m oneda  que es tá  balanceada, y los valores co rrespond ien tes de x  de la va
riable a lea to ria  X ,  el núm ero  to ta l de  caras.

Solución

Si H y T  rep resen tan  cara  y cruz, los resu ltados se m uestran  en  la siguiente tabla:



Elemento del
espacio muestral Probabilidad x
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H H HH
1

16
4

HH HT
1

16 3

HHTH
1

16
3

HTHH 1

16
3

TH H H
1

16
3

HHTT
1

16
2

HTHT
1

16 2

HTTH
1

16 2

TH H T
1

16
2

THTH \_
16

2

TTH H
1

16
2

HTTT
1

16 1

THTT
1

16
1

TTH T
1

16
1

TTTH
1

16
1

ITTT
1

16
0

A sí, podem os escrib ir P ( X  =  3 )  =  ¡?, po r e jem plo , p a ra  la p robab ilidad  del 
even to  de que la variable a leato ria  X  asum irá el valor 3. ▲

El hecho q ue  la definición 3.1 se lim ita a funciones de valores reales no im pone 
restricción alguna. Si los núm eros que querem os asignar a los resultados de un experi
m ento  son núm eros com plejos, siem pre podem os considerar po r separado  las partes 
rea les e im aginarias com o valores asum idos por dos variables a leatorias. T am bién , si 
querem os describ ir cuantita tivam ente  los resultados de un experim ento , digam os, si d a 
m os el color del cabello  de una persona, podem os hacer a rb itra riam en te  que las des-
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cripciones tengan  valores reales al codificar los diversos colores, y quizá al rep re sen ta r
los con los núm eros 1. 2, 3 y así sucesivam ente.

E n  todos los ejem plos de esta  sección hem os lim itado nuestro  análisis a espacios 
m uéstra les d iscretos, y por tan to  a variables aleatorias discretas, a saber, variables a lea
to rias cuyo in tervalo  es finito  o  infin ito  num erable. Las variables a leatorias continuas 
definidas sobre  espacios m uéstrales continuos se estud iarán  en  la sección 3.3.

3.2 DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDADES

C om o ya vimos en  los ejem plos 3.1 y 3.2, la m edida de p robabilidad  definida en un es
pacio m uestral d iscre to  au tom áticam ente  provee las p robabilidades de que una varia
ble a lea to ria  asum irá  cualquier valor dado  d en tro  de su intervalo.

P or e jem plo , una vez asignada la p robab ilidad  ¿  a cada e lem en to  del espacio  
m uestral de la figura 3.1, inm ediatam ente  encon tram os que la variable a lea to ria  X ,  el 
to ta l lanzado con  el p a r de dados, asum e el valor 9  con p robab ilidad  jg- com o se des
cribe en la página 74, X  =  9  con tiene  cua tro  elem entos igualm ente probables del es
pacio  m uestra l. L as p robab ilidades asociadas con todos los valores posibles de X  se 
m uestran  en la siguiente tabla:

P (X  =  x)

2

3

4

5

6

7

8 

9

10

11

12

1_
36
2_
36
2
36
4_
36
_5_
36
2

36
_5_
36
2

36
2

36
2

36
2

36
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E n vez de m ostrar las probabilidades asociadas con los valores de una variable alea
toria  en una tabla, com o hicimos en la ilustración precedente, es generalm ente preferible 
d a r una fórm ula, esto  es, expresar las probabilidades po r m edio de  una función tal que 
sus valores, f [ x ) ,  sean iguales a P ( X  = x )  para cada x  den tro  del rango de la variable 
a leatoria  X.  P or ejem plo, para  el total ob ten ido  con un par de dados escribiríam os

„  . 6  — Ijc — 71
/ W  = --------—   para  x  =  2 ,3 , . . . ,  12

com o se puede verificar fácilm ente p o r sustitución. C laram ente

6 -  |2 -  7 | ,  6 ^ 5  =  J .
n  1 36 36 36

/ ( 3 )  =  =  « Z - f  ,  A
R  '  36 36 36

/ ( 1 2 )  =  6 ~  - 12 ~  7 |  =  É -Z - j. =  _L
A  ] 36 36 36

y todos estos valores concuerdan  con los m ostrados en  la tab la  p receden te .

d efin ic ió n  3 .2 Si X  es u na  variab le  a lea to ria  d iscre ta , la función d a d a  po r 
f ( x )  =  P ( X  =  a:) para  cada x  d en tro  del in tervalo  de X  se llam a la distribución 
de probabilidad de X.

B asado en los postu lados de probab ilidad , se deduce inm ed ia tam en te  que

t e o r e m a  3.1 U na función puede serv ir com o la distribución de p robab ilidad  de 
una variable a lea to ria  discreta A' si y sólo si sus valores f ( x ) ,  satisfacen las co n 
diciones

1. f ( x )  ^  0 para  cada valor d en tro  de su dom inio;

2. =  1. donde la sum a se ex tiende sobre  todos los valores d en tro
X

de su dom inio.

EJEM PLO 3.3

E ncuen tre  una fó rm ula  para  la d istribución  de  p robab ilidad  del núm ero  to ta l de  caras 
ob ten idas en cu a tro  lanzam ientos de una m oneda balanceada.
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Solución

C on base en  las p robab ilidades  en  la tab la  de la pág ina  76. encon tram os que 

=  0) =  ¿, / > ( * = ! )  =  A.  p ( x =  2 ) = f t .  />(X =  3 ) =  f# y

P ( X  =  4) =  ^ .  Al observar que los num eradores de estas cinco fracciones 1, 4,
/ 4 \  / 4 \  Í 4 \  Í 4 \  ( 4 \

6. 4 y 1 son los coeficien tes b inom iales I I, I I ,  I I, 1^1 y I I ,  encon tram os

que la fórm ula para  la distribución de p robabilidad  se puede escrib ir com o

f { x )  =  - 7 7 -  pa ra  x  =  0, 1, 2, 3. 4 
16

En la sección 5.4 se da una justificación teórica  para  esta  fórm ula y un tra tam ien 
to  m ás genera l para  n  tiros de una m oneda balanceada. ▲

EJEM PLO 3.4

V erifique si la función dada  por

x  +  2
/ ( * )  =  25 p a ra  .r =  1 , 2 ,  3, 4, 5

puede servir com o distribución de p robab ilidad  de una variable a lea to ria  discreta. 

Solución

Al su s titu ir  los d ife ren tes  valores de x,  o b ten em o s / ( l )  =  ¿ ,  f [2)  =  g ,  
fV>) =  5 . / ( 4 )  =  m y ñ $ )  =  Puesto  que todos estos valores son no negati
vos se satisface la p rim era condición del teo rem a 3.1, y puesto  que

/ ( . )  + ñ 2)  +  / ( 3 )  +  * 4 )  + / (5,  =  ¿  ¿  ¿  +  A  +  L

=  1

se satisface la segunda condición del teo rem a 3.1. Así, la función dada puede se r
vir com o la distribución de p robab ilidad  de una variable a lea to ria  que tenga el in
tervalo  {1, 2, 3, 4, 5}. Por supuesto , si a lguna variable a leato ria  dada  realm ente 
tiene esta  d istribución  de p robabilidad  es un asun to  to ta lm en te  d istinto. ▲

E n algunos p rob lem as es deseab le  p resen tar gráficam ente  las distribuciones de 
p robab ilidad  y las dos clases de p resen tac iones gráficas usadas para  este  propósito  se 
m uestran  en las figuras 3.2 y 3.3. La m ostrada en  la figura 3.2, llam ada un histograma 
de probabilidad, o sim plem ente un histograma. rep resen ta  la distribución de p robab i
lidad del e jem plo  3.3. La a ltu ra  de cada rectángulo  es igual a la p robab ilidad  de que X  
asum a el valor q ue  co rresponde al pun to  m edio de  su base. AI rep resen ta r 0 con el in
tervalo  de - 0 .5  a  0 .5 ,1  con el in tervalo  de 0.5 a  1 .5 ,... y 4 con el in tervalo  de  3.5 a 4.5, 
estam os, po r así decirlo , “ex tend iendo" los valores de la variable a lea to ria  discreta d a 
da sobre  una escala continua.
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f (x )
6
16

4
16

16

0 1 2  3

N ú m e ro  de caras 

F igura 3 .2  Histogram a de probabilidades.

/ «
6
16

4
16

16

0 1 2  3 4

N ú m e ro  de caras 

F igura 3.3 Gráfica de barras.
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Puesto que cada rectángulo del histogram a de la figura 3.2 tiene ancho unitario , 
podríam os haber d icho que las áreas de los rectángulos, en vez de  sus alturas, son igua
les a las p robabilidades correspondientes. Hay ciertas ventajas al identificar las áreas de 
los rectángulos con las probabilidades, por ejem plo, cuando  deseam os aproxim ar la g rá
fica de una distribución de p robabilidad  discreta con una curva continua. E sto  se puede 
hacer aun  cuando los rectángulos de un histogram a no tengan todos un ancho unitario  
m ediante el ajuste de las a lturas de los rectángulos o  al m odificar la escala vertical.

La gráfica d e  la figura 3.3 se llam a gráfica de barras, pero  tam bién se conoce co
m o histogram a. C om o en la figura 3.2, la a ltura  de cada rectángulo, o  b arra , es igual a 
la  p robabilidad  de l valor correspond ien te  de la variable a leatoria, pe ro  no hay p re te n 
sión de ten er una escala horizontal continua. A lgunas veces, com o se m uestra  en  la fi
gura 3.4, usam os líneas (rectángulos sin ancho) en  vez de  los rectángulos, pe ro  todavía 
nos referim os a las gráficas com o histogram as.

A unque hay diversas ocasiones en las que usarem os las gráficas en  este tex to , los 
h istogram as y los d iagram as de b a rra  se usan principalm ente en  la estadística descrip
tiva para  com unicar v isualm entc la inform ación p roporc ionada po r una distribución de 
p robabilidad  o  una distribución de datos reales.

Hay m uchos problem as en los que in teresa  conocer la  p robabilidad  de que el va
lor de una variable a lea to ria  sea m enor que o  igual a algún núm ero  real x. A sí, escri
bam os q ue  la p ro b ab ilid ad  de que A” asum a un valor m eno r qu e  o  igual a x  com o 
F(x)  =  P { X  = x )  y  refirám onos a esta  función definida para  todos los núm eros reales 
x  com o la función de distribución, o la distribución acumulativa, de X.

m
b
16

4
16

16

2 3

N ú m e ro  de caras

Figura 3.4 H istog ram a.
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d efinició n  3 3  Si X  es una variable a lea to ria  d iscreta, la función d ada  por 

F ( x )  = P ( X  á  x)  =  2 / ( 0  P a ra  <  *  <  0 0
(Si

donde f ( t )  es e l valor de la distribución de p robab ilidad  de X  en r, es llam ada la 
fundón de distribución, o la distriburión acumulativa, de X.

C on base en  los postulados de  p robab ilidad  y algunas de sus consecuencias inm e
d iatas. se sigue que

teo r em a  3 3  Los valores de F( x )  de  la  función de distribución de una variable 
a leato ria  d iscreta  X  satisface las condiciones

1. F ( - o o )  =  o y F (oo ) =  1;

2. si a <  b,  e n to n c e s  F(a)  =  F ( b )  para  cualesquier núm eros reales a y  b.

Si se nos d a  la distribución de p robab ilidad  de una variable a lea to ria  d iscreta, ge
neralm ente  es fácil encon trar la función de distribución correspondien te .

EJEM PLO 3.5

E ncuen tre  la función de distribución del núm ero  to ta l de  caras ob ten idas en  cua tro  lan
zam ientos de u na  m oneda balanceada.

Solución

D ado  f { 0 )  =  ± , f (  1) =  ¿ . / ( 2)  =  fc . / (3)  =  & y / ( 4 )  =  ¿  del ejem plo 3.3, se 
sigue que

f i o )  = m  = -¡¿ 

m  =  m  +  « > )  =  ^

f ( 2 ) = / ( 0 ) + / U )  + / ( 2 )
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F (3 ) =  /(O) +  / ( l )  +  f {2 )  +  f ( 3 )  =  yg

f(4) = m  +fii) +A2) + m  + f{4) =  i

Por tan to , la  función de distribución está  dada por

p a ra *  <  0 

para 0  =  x  <  1

para  1 S r  <  2

para  2 á  i  <  3

para  3  S  í  <  4

p a r a r  S  4

O bserve q ue  esta función de distribución está  definida no  sólo para  los valores 
asum idos p o r la variable a lea to ria  dada , sino p a ra  todos los núm eros reales. Por 
e jem plo , podem os escribir F (1 .7 ) =  p, y F ( 1 0 0 ) =  1 . aunque las p robabilidades 
de o b ten e r “cuando  m ucho 1.7 caras" o  “cuando  m ucho 100 caras” en  cua tro  lan 
zam ien tos de  una m oneda balanceada pueden  no ten er un significado real. ▲

EJEM PLO 3.6

E ncuen tre  la función de distribución de la variable a lea to ria  W  del e jem plo  3.1 y d ibu 
je  su gráfica.

Solución

C on base e n  las p robabilidades dadas en la tab la de la página 75, podem os escri
b ir /(O ) =  =  ?6 +  & =  5S y / ( 2 )  =  p . d e  m anera  que

F (0 )  =  /(O ) =  ~

F( 1) =  /(O ) +  / (1 )  =  ~

F(2)  = / ( 0 )  +  / ( 1 )  + / ( 2 )  =  1

F(x)  =

0

1̂

16
5_
16
n
16
15
16 

1

De ah í que la función de distribución de W  está  dada por
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F ( w)  =

0

3_
28
_9_
14
1

p a ra  h- <  0 

p a ra O  ^  w  <  1

p a ra  1 á  w  <  2 

p a ra  w S  2

La gráfica d e  esta  función de distribución, m ostrada  en la figura 3.5, se ob tuvo  al 
trazar p rim ero  los pun tos (w \ F ( w) )  p ara  w  =  0, 1 y  2 y  después com p le ta r la 
función escalón com o se indica. O bserve que en  todos los pun tos de d iscontinui
dad  la función de distribución asum e el m ayor de los dos valores, com o lo ind i
can los pun tos grandes en la figura 3.5. ▲

F(w)

1 i -----------------------

9

1 4
l
i
a
a
i
a
a
i
a
a

3

•
a
a
a
a
a
a
a
a
a

2 8

i i IV
0  1 2 

F ig u ra  3 .5  Gráfica de la función de  distribución del ejem plo 3.6.

T am bién  podem os invertir el proceso ilustrado  en los dos ejem plos an terio res, es
to es, o b ten e r valores de la distribución de p robabilidad  de una variable a leato ria  a p a r
tir  de  su función d e  distribución. Para  este  fin, usam os el siguiente resultado:

t e o r e m a  3.3 Si el in te rvalo  d e  la variab le  a lea to ria  X  consta  de los valores 
<  x 2 <  Jfj <  ” • <  x n , en tonces f ( x \ )  =  F ( ^ |)  y

f[x¡)  =  F(x<) -  F (x ,-x ) p a ra  i =  2, 3  n
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EJEM PLO 3.7

Si la función de d istribución  de X  está  dada  por

para  x  <  2 

para 2 á  x  <  3

para  3 S x < 4  

para  4 S  .r <  5

para  5 ^  x  <  6

para  6  S  x  <  7

para  7 á i < 8

para  8 S x < 9

para  9 i . t <  1 0

para  1 0  ^  x  <  1 1

para  1 1  ^  x <  12 

para  x  §  1 2

encu en tre  la d istribución  de p robab ilidad  de esta  variable aleatoria.

Solución

A l u sar el teo re m a  3.3, o b tenem os / ( 2 )  =  / ( 3 )  =  ¿  ^  f \ 4) =  ^
/ ( 5 )  =  g  -  & «  » ........ A l 2 ) =  1 -  í  =  i  y una com paración

con las p robab ilidades en  la tab la de la página 77 nos revela que la variable a lea
to ria  q ue  nos in teresa  en  este  caso es e l núm ero  to ta l de  pun tos tirados con un 
p a r de dados. ▲

E n el resto  de este  cap ítu lo  estarem os in teresados en variables a lea to rias con ti
nuas y sus d istribuciones, y en p rob lem as relacionados con la ocurrencia  sim ultánea de 
los valores de dos o  m ás variables a leatorias. E n  el cap ítu lo  5 regresarem os a las d istri
buciones de p robab ilidad  de variables a lea to rias  discretas; de  hecho, todo  ese capítu lo  
es ta rá  dedicado  a las d istribuciones de p robabilidad  que p roporcionan  m odelos espe
cialm ente im portan tes para  las aplicaciones.

F(x) =

0

J_
36
_3_
36
6_
36
1 0

36
15
36
21
36
26
36
30
36
33
36
35
36 

1
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EJERCICIOS

3.1 D eterm ine  si los valores dados pueden  servir com o valores de una distribución 
de p robab ilidad  de una variable a lea to ria  con  el in tervalo  x  =  1, 2, 3 y 4:
(a )  / ( I ) =  0 .25. f { 2) =  0.75, 3) =  0.25 y f { 4) =  - 0 .2 5 ;
(b )  / ( l ) =  0.15, f { 2) =  0.27. f { 3) =  0.29 y / ( 4 )  =  0.29;
(C) / ( D  =  í ¡ , / ( 2 )  =  tS , / ( 3 )  =  ¿ y / i ; 4 )  =  ¿ .

3.2 D eterm ine  si la función dada puede servir com o distribución de p robabilidad  de
una variab le  a leato ria  con el in tervalo  dado:

(a )  / ( . t )  =  -  — ■"  p a ra  x  =  1, 2, 3, 4, 5;

(b )  f { x )  =  ^  p a ra  x  =  0 , 1, 2, 3, 4;

(c) f ( x )  =  -  p a ra  x  =  0 , 1, 2, 3, 4, 5.

2x
3.3 V erifique que f ( x )  =  p a ra  x  =  1. 2, 3 k  pueda  servir com o la

A  l K  i X 1

distribución  de p robabilidad  de una variable a lea to ria  con el in tervalo  dado.

3.4 D eterm ine  c  tal que la función pueda  servir com o la d istribución  de p robab ili
dad  de u na  variable a lea to ria  con el in tervalo  dado:

(a )  f \ x )  =  ex  p a ra  x  =  1, 2, 3. 4, 5;

(b )  f { x )  =  p a ra  x  =  0, 1, 2, 3 , 4 , 5;

(c ) / ( x )  =  ex2 p a ra  x  =  1, 2, 3 , . . . ,  k ;

(d ) f ( x )  =  c Q )  p a ra  x  =  1, 2 , 3........

[Sugerencia: para el inciso (c) refiérase al apéndice A.]

3.5 ¿P ara  q ué  valores de k

f ( x )  =  { \ - k ) k >

puede serv ir com o los valores de la distribución de  p robab ilidad  de  un a  varia
ble a lea to ria  con el in tervalo  infin ito  num erab le  x  =  0 . 1 . 2 . . . .  ?

3.6 D em uestre  q ue  no hay valores de c ta les  que

/ w  =  f

p ueda  serv ir com o los valores de  la d istribución  de  p robab ilidad  de una varia
b le a lea to ria  con el in tervalo  infinito  num erab le  x  =  1, 2, 3 ,—
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3 .7  C onstruya un histogram a de p robab ilidad  para  cada una de las siguientes dis
tribuciones d e  probabilidad:

3 .8  D em uestre  el teo rem a 3.2.

3 .9  D eterm ine si los valores dados pueden  servir com o los valores de una función 
de d istribución  de una variable a lea to ria  con el in tervalo  x  =  1 .2 .3  y 4:

(a )  F{ 1) =  0.3, F{2) =  0.5, F{3) =  0.8 y F (4 ) =  1.2;

(b )  E ( l )  =  0.5, F(2)  =  0.4, F{3) =  0.7 y F(4) =  1.0;

(c ) ^ (1 )  =  0.25, F{2) =  0.61, F(3) =  0.83. y F(4) =  1.0.

3 .1 0  E ncuen tre  la función de distribución de la variable a lea to ria  del inciso (a) del
ejercicio 3.7 y dibuje su gráfica.

3.11 E ncuen tre  la función de distribución de la variable a leato ria  que tiene la d istri
bución de p robab ilidad

para  x  =  0 , 1 , 2 ;

5-x p ara  x  =  0, 1, 2, 3, 4, 5.

f t x )  =  y j: para *  =  1 .2 , 3, 4. 5

3 .1 2  Si X  tiene la función de distribución

0  p a r a x <  1

6
1 p ara  r  i? 1 0

encuen tre

(a )  P {2 <  *  S  6 );

(b )  P{A -=  4);

(c) la d istribución  de p robab ilidad  de X.
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3.13 Si X  tiene la función de  distribución

F(x)  =

0  

1 

4
1

-

2
3
4 

1

para  .r <  —4 

para  — 1 S  x  <  1

para  1 §  x  <  3

para  3 á . r < 5  

para  r £ 5

P ( X  <  3); 
P ( X  =  5).

encuen tre

(a )  P ( X  ^  3); (b )  P ( X  =  3); (c)

(d ) P ( A í g l ) ;  (e )  P ( - 0 .4  <  *  <  4 ); (f)

3.14 C on respec to  al ejem plo 3.4, verifique q ue  los valores de la función de d istribu 
ción están  dados por

x 2 +  5x
F (x ) =

50

p a ra  x  =  1, 2. 3, 4  y 5.

3 .1 5  C on respec to  al teo rem a 3.3, verifique que

(a )  P ( X  >  x ,) =  1 — F [x,)  para  i  =  1, 2. 3  n :
(b )  P { X  £  x ,)  =  1 -  F ( x ,- ,)  para i =  2, 3 , . . . ,  n  y P ( X  £  x ,)  =  1.

APLICACIONES

3 .1 6  C on respec to  al ejem plo 3.3, encuen tre  la distribución de p robabilidad  de Y , la 
d iferencia en tre  el núm ero  de  caras y el núm ero  de  cruces ob ten idas en  cuatro  
lanzam ientos de una m oneda balanceada.

3 .1 7  U na urna contiene cuatro  pelotas num eradas 1, 2, 3 y 4. Si se sacan al azar dos 
pelotas d e  la urna (esto es, cada par tiene la misma oportunidad  de ser seleccio
nado) y Z  es la sum a de los núm eros de las pelotas que se sacaron, encuentre

(a ) la distribución de p robab ilidad  de  Z  y dibuje un histogram a;

(b ) la función de distribución de  Z  y dibuje su gráfica.

3 .1 8  U na m oneda está a lte rada  para  que las caras sean dob lem ente  p robab les que 
las cruces. Para  tres lanzam ientos independien tes de la m oneda, encuen tre

(a) la distribución de p robab ilidad  de  X ,  e l núm ero  to ta l de  caras;

(b ) la p robab ilidad  de lanzar cuando  m ucho dos caras.

3 .1 9  C on respecto al ejercicio 3.18. encuentre la función de distribución de la variable 
aleatoria X  y dibuje su gráfica. U se la función de distribución de  X  para encontrar

(a )  P( 1 < A f S 3 ) ;  (b)  P( X  >  2).
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3.20 La distribución  de probabilidad de V , el núm ero  sem anal de accidentes en  una 
c ie rta  in tersección , está  d ad o  p o r g (0 ) =  0.40, g( 1) =  0.30, g(2)  =  0.20 y 
# (3 )  =  0.10. C onstruya la función de distribución de V  y dibuje su gráfica.

3.21 C on referencia  al ejercicio 3.20, encuen tre  la p robabilidad  de que habrá  al m e
nos dos accidentes en una sem ana cualquiera , usando
(a) las p robab ilidades originales;
(b ) los valores de la función de distribución.

3.22 C on respecto  al ejercicio 2.58, ¿es el resu ltado  de este  ejercicio una distribución 
de p robab ilidad?  Si lo es, dibuje su histogram a.

3.23 C on respec to  al ejercicio 3.22. encuen tre  la función de  distribución de la sum a 
de los pun tos del dado, esto  es la p robabilidad  de que esta  sum a de puntos en 
los dados sea cuando m ucho 5, donde 5  =  2, 3 . . . . ,  12.

3.3 VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

En la sección 3.1 in trodujim os el concep to  de variable a lea to ria  com o una función de 
valor real defin ida sobre  los pun tos de un espacio m uestral con una m edida de p ro b a 
bilidad. y en  la figura 3.1 ilustram os esto  a) asignar el total ob ten ido  con un par de dados 
a cada  uno de los 36 pun tos igualm ente p robab les del espacio m uestral. E n  el caso con 
tinuo, donde las variables a leato rias pueden  asum ir valores en  una escala continua, el 
procedim iento  es con m ucho el mismo. Los resultados de los experim entos se rep resen 
tan  po r puntos en  segm entos de líneas o  líneas, y los valores de las variables aleatorias 
son  núm eros a p ro p iad am en te  asignados a los p u n to s  m ed ian te  reglas o  ecuaciones. 
C uando  una m edición u observación p roporc iona  d irec tam ente  el valor de una varia
ble aleatoria, generalm ente no nos m olestam os en distinguir en tre  el valor de la variable 
a lea to ria  (la m edición que ob tenem os) y el resu ltado  del experim en to  (el p u n to  co rres
pond ien te  sobre  el eje real). Así, si un experim en to  consiste en  de te rm inar el con ten i
do real de un frasco de 230 gram os de café instan táneo , el resu ltado  en  si, digam os, de 
225.3 gram os, es el valor de la variable a lea to ria  que nos in teresa, y no es realm ente  ne
cesario  añad ir qu e  el espacio  m uestral consiste en  un c ierto  in tervalo  con tinuo  de p u n 
tos sobre  el eje rea l positivo.

E l p rob lem a de definir p robab ilidades en relación con los espacios m uestra co n 
tinuos y las variables a leatorias continuas acarrea  algunas com plicaciones. Para ilustrar, 
considerem os la siguiente situación.

EJEM PLO 3.8

Supongam os q ue  nos in teresa  la posibilidad de que un accidente ocu rra  en  una ca rre 
tera  q ue  tiene 2 ( ) 0  km  de  largo y que nos in teresa  la p robabilidad  de que ocurra  en un 
lugar dado  o  en c ie rto  tram o de  la carre tera . El espacio  m uestral de  es te  ' ‘experim en
to ” consiste en un  continuo  de puntos, aquéllos en  el in tervalo  de 0  a 2 0 0 . y supondre
m os. para  esc la rece r el tem a, q ue  la p robab ilidad  de qu e  un acciden te  ocu rra  en cual-

d
qu ier in tervalo  d e  longitud d  es —— , donde d  se m ide en  kilóm etros. A dvierta  que es
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ta asignación de p robabilidades es congruente  con los postu lados 1 y 2 de la página 37:

las p robab ilidades son to d as  no negativas y P( S )  =  ^  =  1. H asta  ahora  la asig- 
¿XjKj 2(X)

nación de probabilidades se aplica sólo a  los intervalos sobre el segm ento  de línea desde 
0  hasta  200, p e ro  si usam os el postu lado  3, tam bién podem os o b ten e r las p robab ilida
des para  la un ión  de cualquier secuencia fin ita  o  infinita num erab le  de in tervalos que 
no se traslapan . P o r ejem plo, la p robabilidad  de  que un accidente ocu rra  en cualesquie
ra de  dos in tervalos que no se traslapan  de longitud d, y d 2 es

dj + d 2 
200

y la p robabilidad  de que ocurra  en  uno  cualquiera de una secuencia infinita num erable  
de in tervalos q ue  no se traslapan  de longitud d x, d 2, d3, . . . e s

d x +  d 2 +  d 3 +  •••
200

Entonces, si aplicam os el teo rem a 2.7, podem os am pliar la asignación de p robabilidad  
a la unión de in tervalos que se traslapan , y puesto  que la intersección de  dos in te rva 
los es un in tervalo  y e l com plem ento  de un in tervalo  es o  un in tervalo  o la unión de dos 
in tervalos, podem os am pliar la asignación de p robabilidad  a cualquier subcon jun to  del 
espacio  m uestral que se pueda o b ten e r al fo rm ar uniones o  intersecciones de fin itam en
te  o  num erab lem en te  m uchos in tervalos o  al fo rm ar com plem entos. A

A sí, al am pliar el concep to  de p robabilidad  al caso con tinuo , hem os usado o tra  
vez los postu lados 1, 2 y  3, pe ro  para  hacer esto  en  general debem os excluir de  nuestra  
definición de “e v en to ” todos los subconjuntos del espacio  m uestral qu e  no  se puedan  
o b ten e r fo rm ando  uniones o  in tersecciones de fin itam ente  o  num erab lem en te  m uchos 
in tervalos o  fo rm ando  com plem entos. H ab lando  en  térm inos prácticos, esto  no  es im 
p o rtan te , ya qu e  sim plem ente no asignam os p robab ilidades a tales clases de  conjuntos 
de difícil com prensión.

C on respecto  al e jem plo  3.8, observe tam bién  que la p robabilidad  de que ocurra  
un accidente en un  in tervalo  m uy corto , digam os, un in tervalo  de 1 cen tím etro , es so 
lam ente  0.00000005, que es m uy pequeño . C onform e la longitud del in te rvalo  se a p ro 
xima a cero, la p robab ilidad  de q ue  ocurra  un accidente en  él tam bién  se aprox im a a 
cero: ciertam ente, en  el caso continuo siem pre asignamos una probabilidad cero  a  puntos 
individuales. E sto  no significa que los eventos correspondien tes no pueden  ocurrir; des
pués de  todo , cuando  ocurre un accidente en el tram o  de 2 0 0  k ilóm etros de carre tera , 
tiene que ocurrir en  algún pun to  aun  cuando  cada  pun to  tenga p robab ilidad  cero.

3.4 FUNCIONES DE DENSIDAD DE PROBABILIDADES

La m anera  en q ue  asignam os p robab ilidades en  el e jem plo  3.8 es muy especial, y es de 
natu ra leza  sim ilar a la m anera  en que asignam os p robabilidades iguales a las seis caras 
de un dado , caras o  cruces, las 52 cartas de ju eg o  en  una bara ja  e s tán d a r y así sucesi-
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vam ente. P ara  tra ta r  de  m anera m ás genera l el problem a de  asociar p robab ilidades con 
los valores de variab les a leato rias continuas, supongam os que un em bo te llado r de b e 
bidas gaseosas está  in teresado  en la cantidad  real de una bebida gaseosa que su m áqui
na de em bo te llar pone  en las botellas de 16 onzas. E v iden tem ente , la can tidad  variará 
algo de bo tella  a bo tella ; es, de hecho, una variable a lea to ria  continua. Sin em bargo , si 
él redondea  las can tidades al décim o de onza m ás cercano , e s ta rá  tra tan d o  con una va
riable a lea to ria  d iscreta  que tiene una distribución de  probab ilidad , y esta  distribución 
de  p robab ilidad  se puede ver com o un h istogram a en  el cual las p robab ilidades están  
dadas p o r las áreas de  los rectángulos, digam os, com o el d iagram a en la pa rte  superio r 
de  la figura 3.6. Si é l red o n d ea  las can tidades al centésim o de onza m ás cercano , e s ta 
rá  o tra  vez tra tan d o  con una variable a lea to ria  d iscreta  (una d ife ren te ) q ue  tiene una 
distribución  de p robab ilidad , y es ta  d istribución  de p robab ilidad  se puede ver com o un 
histogram a donde las p robab ilidades están  dadas po r las á reas de los rectángulos, d iga
m os, com o el d iag ram a en  la parte  m edia de la figura 3.6.

15.9 16.0 16.1
Cantidades redondeadas al décimo de onza más cercano

16.00 16.10 

Cantidades redondeadas al centésimo de onza más cercano

15.9 16.0 16.1

F ig u ra  J .6  D efinición de probabilidad en el caso continuo.



D ebe ser ev iden te  qu e  si redondeam os las can tidades al m ilésim o de onza más 
cercano o  a l diezm ilésim o de onza m ás cercano, los h istogram as de las distribuciones 
de p robab ilidad  d e  las variables a lea to rias  d iscretas co rrespondien tes se aprox im arán  a 
la curva con tinua m ostrada en  el d iagram a en  la parte  inferior de la figura 3.6, y la sum a 
de las á reas  de  los rec tángu los qu e  rep re sen ta n  la p ro b ab ilid ad  de q ue  la can tidad  
quede d en tro  de un in tervalo  especificado se aproxim a al á rea  correspond ien te  bajo  la 
curva.

C iertam en te , la definición de p robab ilidad  en el caso continuo  presum e para  cada 
variable a lea to ria  la existencia de u na  función, llam ada una fundón de densidad de 
probabilidad, tal que las áreas bajo  la curva d an  las p robabilidades asociadas con los 
intervalos co rrespond ien tes sobre  el eje horizontal. E n o tras pa labras, una función de 
densidad  de probab ilidad , in tegrada de  a a b (con a  2  b ), da  la p robabilidad  de que la 
variable a lea to ria  correspondien te  asum irá un valor en  el in tervalo  de  a a b.
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d efin ic ió n  3 .4 U na función con valo res f ( x ) ,  defin ida  sob re  el co n ju n to  de 
todos los núm eros reales, se llam a una función de densidad de probabilidad de la 
variable a lea to ria  con tinua A" si y sólo si

para  cualesquiera constan tes reales a y  b  con a á  b.

Las funciones de densidad  de p robabilidad  tam bién se conocen, m ás b revem en te , com o 
densidades de probabilidad, fundones de densidad, densidades, o f.d.p.

A d v ie rta  qu e  / ( c ) ,  el valor de la densidad  de  p ro b ab ilid ad  de X  en  c, no  da 
P ( X  =  c ) com o en el caso discreto. E n relación con la variables a lea to rias  continuas, 
las p robab ilidades  siem pre  es tán  asociadas con in tervalos y  P ( X  =  c)  =  0  para  
cualquier constan te  real c. E sto  concuerda  con lo que dijim os en  la página 90 y tam 
bién se sigue d irec tam en te  de la definición 3.4 con a =  b  =  c.

D ebido  a  es ta  p ropiedad , el valor de una función de densidad  de p robab ilidad  se 
puede  cam biar con  algunos de los valores de  una variab le  a lea to ria  sin cam biar las 
probabilidades, y esto  es p o r lo que decim os en  la definición 3.4 que f ( x )  es el valor de 
una  densidad  de p robab ilidad , n o  la densidad  de probab ilidad , de  la variable a leato ria  
X  en x.  T am bién , en vista de esta p rop iedad , no im porta  si incluim os los puntos term i
nales del in tervalo  de a  a  ó; sim bólicam ente.

t e o r e m a  3 .4  Si X  es una variable a leato ria  continua y  a y  b son constan tes reales 
con a % b,  en tonces

P{a  ^  X  á  b)  =  P( a  á  X  <  b)  =  P(a < X  S  b)  =  P( a  <  X  <  b)



A nálogo al teo rem a  3.1, enunciem os ahora  las siguientes p rop iedades de las d en 
sidades de p robab ilidad  que. una vez más. se siguen d irec tam ente  de los postu lados de 
probabilidad .

t e o r e m a  3 .5  U na función puede  servir com o una densidad  de p robab ilidad  de 
una variable a lea to ria  con tinua X  si sus valores, f { x ) .  satisfacen las cond ic ionest

1 . f ( x ) £  0  p a ra  —oo < x  <  oo;

2. J j ( x ) d x = l .

Sección 3.4: Funciones de densidad de probabilidades 93

EJEM PLO 3.9

Si X  tiene la densidad  de p robabilidad

f ( x ) _  í  k  • e ~ix 
z lo

p a ra  x  >  0

en  c u a lq u ie r o tra  p a rte

encuen tre  k  y P (0 .5  S  X  S  1).

Solución

Para satisfacer la segunda condición del teo rem a 3.5. debem os tener

e~ix 11 k 
k  • e~3x dx  =  k  • lím  —  =  -  =  1i - »  — 3  | 0 3

y se sigue qu e  k  — 3. P ara  la p robabilidad  ob tenem os

P( 0.5 S J f S l ) *  f  3e~ix dx  =  - e " 3* 
Jos

i
=  - e ~ 3 +  e~u  =  0.173

0.5

A unque  la variable a lea to ria  del e jem plo  an te rio r no puede asum ir valores negativos, 
am pliam os artificialm ente el dom inio  de su densidad  de p robabilidad  para incluir todos 
los núm eros reales. Ésta es una práctica  que seguirem os en  todo  este  texto.

C om o en el caso discreto , hay m uchos problem as en  los que nos in teresa  cono
cer la p robab ilidad  de que el valor de una variable a lea to ria  continua X  sea m enor que 
o  igual a  algún núm ero  real x . Así. hagam os la siguiente definición análoga a la defin i
ción 3.3.

t  Las condiciones no son “si y sólo si" como en el teorema 3.1 porque /(.*) podría ser negativa 
para algunos valores de la variable aleatoria sin afectar a cualesquiera de las probabilidades. Sin 
embargo, ambas condiciones del teorema 3.5 las satisfacen casi todas las densidades de probabilidad 
usadas en la práctica y estudiadas en este texto.
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d e f in ic ió n  3.5 Si X  e s  u n a  v a r ia b le  a le a to r ia  c o n t in u a  y e l v a lo r  d e  su  d e n s id a d  
d e  p r o b a b i l id a d  e n  t  e s  f ( t ) ,  e n to n c e s  la  fu n c ió n  d a d a  p o r

/•'(.O =  P { X  á  x ) =  í f ( t )  d i  p a ra  — oo <  x  <  oo
J-00

se llam a la función de distribución, o la distribución acumulativa, de X .

Las p rop iedades de las funciones de  distribución dadas en el teo rem a 3.2 son tam 
bién  válidas en  el caso  con tinuo ; e s to  es, F( — oo) =  0, F (oo) =  1 y F( a)  á  (¿>) 
cuando  a <  b.  A dem ás, se sigue d irec tam en te  de la definición 3.5 que

t e o r e m a  3.6 Si f ( x )  y F{x)  son los valores de la densidad  de p robabilidad  y la 
función de d istribución  de X  en  x,  en tonces

P( a  ^  X  á  b)  -  F ( b )  -  F(a)

para  cualesqu ier constan tes reales a y  b  con a S  b,  y

donde la derivada existe.

EJEM PLO 3.10

E ncuen tre  la función  de distribución de la variab le  a lea to ria  X  del e jem plo  3.9, y úsela 
para  evaluar de nuevo  P ( 0.5 i  ^  S  1),

Solución

Para * >  0,

-F ( x )  =  f  A t )  di  =  í  3e ~ * d t =  -
J -  <x> Jo

y puesto  q ue  F{x)  =  0 para  x  á  0, , podem os escribir

. í  0  p a ra  x  á  o
“  \ l  -  e " 1* p a ra  x  >  0

Para d e te rm in a r la p robab ilidad  P( 0.5 ^  X  ^  1 ) ,usam os la p rim era  p a rte  del 
teo rem a 3.6, y obtenem os

P{0.5 S  X  ^  1) =  F ( l )  -  F (0 .5 )

=  O  "  ^ 3) -  ( 1  "  e - '* )

=  0.173



Sección 3.4: Funciones de densidad de probabilidades 95

E sto  concuerda  con el resu ltado  o b ten id o  al usar la densidad  de p robab ilidad  
d irec tam en te  en el ejem plo 3.9. A

E ncuen tre  una función de densidad  de p robab ilidad  para  la variable a leato ria  cuya fun
ción de  d istribución  está  dada por

y dibuje su gráfica 

Solución

Puesto  que la función de densidad  dada es diferenciable en  todas partes excepto  
e n j r  =  O y j r = l ,  d iferenciam os para  j c < 0 , 0 < x < l y x > l ,  o b ten iendo  
0, 1 y 0. A sí. de  acuerdo  a la segunda p arte  del teo rem a 3.6. podem os escribir

Para  llenar los vacíos en x  =  0 y x  =  1, hacem os /(O ) y / ( I ) am bos igual a cero. 
E n  realidad , no im porta  cóm o se defina la densidad  de p robabilidad  en  estos dos 
pun tos, p e ro  hay ciertas ventajas (las cuales se explican en  la página 243) para 
escoger las variab les de  m anera  que la densidad  de p robab ilidad  sea  d iferen te  de 
cero  en un in tervalo  ab ierto . A sí. podem os escrib ir la densidad  de p robabilidad  
de la variab le  a lea to ria  original com o

EJEM PLO 3.11

0  p a ra  x  =  0

F( x )  =  x  p a ra  0 <  x  <  1
1 p a ra  x  S  i

0

/ 0 0  =  i

p a ra  x  <  0  

p a ra  0  <  x  <  1 

p a ra  x  >  10

p a ra  0  <  x  <  1 

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

E sta  gráfica se m uestra en la figura 3.7 a

/<*)

1

x
0

Figura 3 .7  Densidad de  probabilidad del ejem plo 3.11.



E n  la m ayoría de las aplicaciones encon tram os variables a leato rias qu e  son dis
cre tas o  son con tinuas, de m anera  q ue  las funciones de d istribución  correspondien tes 
tienen  una aparienc ia  de escalera  com o e n  la figura 3.5. son curvas con tinuas o  son 
com binaciones d e  líneas com o en la figura 3.8. que m uestra  la gráfica de la  función de 
distribución del e jem plo  3.11.

Las funciones de d istribución  discontinuas com o la m ostrada en  la figura 3.9 se 
presen tan  cuando  las variables a lea to rias  son mixtas. U n a función de  distribución tal 
será  d iscon tinua  en  cada  p u n to  qu e  tenga  una p robab ilidad  no  ce ro  y con tinua  en 
cualquier o tra  parte . C om o en  el caso discreto , la a ltu ra  del escalón en  el pun to  de dis
continuidad  da  la  p robabilidad  que la  variable a lea to ria  asum irá ese valor particu lar. 
Con respecto  a la  figura 3.9, P { X  =  0 .5 ) =  j  — |  pe ro  fuera  de  eso la variable 
a lea to ria  es com o una variable a lea to ria  continua.

En este  lib ro  nos lim itarem os a variables a leatorias que son d iscretas o  continuas 
en donde las ú ltim as tienen  funciones de  distribución que son d iferenciab les en todos 
los valores de las variables a lea to rias  excep to  en  un con jun to  finito  de  valores

F(x)

Capítulo 3: Distribuciones de  probabilidad y  densidades de probabilidad

F ig u ra  3 .8  Función de distribución del ejem plo 3.11.

F(x)

F igura 3 .9  Función de  distribución de una variable aleatoria mixta.
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EJERCICIOS

3.24 La densidad  de p robabilidad  de la variable a leato ria  con tinua X  está  dada  por

'  1

/ ( * )  =
^ p a ra  2 <  x  <  7

0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

(a) dibuje su gráfica y verifique que el á rea  total bajo la curva (arriba  del eje 
x  ) es igual a  1 .

(b ) E ncuen tre  P(3 <  X  <  5).

3 .2 5  E n cu en tre  la  función de  d istribución  de la variable a lea to ria  X  del ejercicio
3.24 y úsela para  evaluar de nuevo el inciso (b).

3.26 (a) D em uestre  que

f ( x )  =  3x2 p a ra  0  <  x  <  1

rep re sen ta  una función de  densidad.

(b ) B osqueje  u na  gráfica de es ta  función  e ind ique  el á re a  asociada con  la 
p robab ilidad  q ue  0.1 <  x  <  0.5.

(c) C alcule la p robab ilidad  que 0.1 <  x  <  0.5.

3 .2 7  (a) D em uestre  que

f { x )  =  e~x p a ra  0  <  *  <

rep resen ta  una función de densidad  de probabilidad.

(b) Bosqueje una gráfica de esta función e indique el á rea  asociada con la p ro 
babilidad de que .r >  1 .

(c) C alcule la p robabilidad  de que x  >  1.

3 .2 8  La densidad  de p robab ilidad  de la variable a leato ria  Y  e s tá  dada por

/(>’) =

1
—(y +  1) p a ra  2 <  y  <  4 
8
0  e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

E ncuen tre  P ( Y  <  3 .2 ) y P { 2.9 <  Y  <  3.2).

3.29 E ncuen tre  la función de distribución de la variable a lea to ria  Y  del ejercicio 3.28 
y úsela para  de te rm in a r las dos p robab ilidades pedidas en  ese ejercicio.

3.30 La función de  densidad  de p robabilidad  de la variable a leato ria  X  está dada por

p a ra  0  <  x  <  4 

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

E ncuen tre

(a) el va lo r de c:

(b ) p ( * < i ) y P ( * >  i ) .
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3 .3 1  E ncuen tre  la función de distribución de la variable a leato ria  X  del ejercicio 3.30 
y úsela para  de te rm inar las dos p robab ilidades pedidas para  el inciso (b) de ese 
ejercicio.

3 .3 2  La densidad  de p robab ilidad  de la variable a lea to ria  Z  está  dada  por

E ncuen tre  k  y dibuje la gráfica de esta  densidad  de probabilidad.
3 .3 3  C on  refe renc ia  al ejercicio 3.32, en cu en tre  la función de d istribución  de Z  y 

d ibuje su  gráfica.
3 .3 4  La función de densidad  de la variable a lea to ria  X  está  dada po r

E ncuen tre  P ( X  <  4 ) y  P { X  >  | ) .
33 5  C on respec to  al ejercicio 3.34, encuen tre  la función de d istribución  de  X  y úsela 

p ara  eva luar de nuevo las dos p robab ilidades pedidas en  ese ejercicio.
3 .3 6  E ncuen tre  la función de distribución de la variable a lea to ria  X  cuya densidad  

de p robab ilidad  está  dada p o r

T am bién  bosqueje las gráficas de la densidad  de p robabilidad  y las funciones de 
d istribución.

3 .3 7  E ncuen tre  la función de distribución de la variable a lea to ria  X  cuya densidad 
de p robab ilidad  está  dada por

T am bién  bosqueje las gráficas de la densidad  de p robab ilidad  y las funciones de 
distribución.

3 .3 8  C on resp ec to  al ejercicio 3.37 encuen tre  P ( 0.8 <  X  <  1.2), usando

(a) la densidad  de probabilidad;
(b ) la función de distribución.

3.39 E ncuen tre  la función de distribución de la variab le  a lea to ria  X  cuya densidad  
de p robab ilidad  está  dada  por

p a ra  z >  0  

p a ra  :  1 0

6 ^ ( 1  -  x )  
0

p a ra  0  <  x  <  1 

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

— p a ra  0  <  x  <  1

f [ x )  =  • j  p a ra  2 <  x  <  4

0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte
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f ( x )  =

x
2
1

2
3 -  x 

2

0

p a ra  0  <  x  S  1 

p a ra  1 <  x  =  2  

p a ra  2 <  x <  3 

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

T am bién  bosqueje  las gráficas de estas densidades de p robabilidad  y funciones 
de d istribución.

3.40 La función de distribución de la variable a lea to ria  X  está  dada por

p a r a x  <  — 1 

p a ra  — 1 S  x  <  1F ( x )  =

0

x +  1

1 p a r a x  ¡S 1

E ncuen tre  P ( - J  <  X  <  }) y  P ( 2  <  X  <  3 ).

3 .4 1  C on refe renc ia  al ejercicio 3.40, encuen tre  la densidad  de p robab ilidad  de A' y 
úsela p a ra  volver a calcular las dos probabilidades.

3 .4 2  La función de distribución de  la variable a leato ria  Y  está  dada  p o r

F{y)  =

0  e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

E ncuen tre  P ( y  á  5 ) y P { Y  >  8 ).

3.43 C on resp ec to  al ejercicio 3.42, encu en tre  la densidad  de p robab ilidad  de Y  y 
úsela para  volver a calcular las dos probabilidades.

3 .4 4  C on  re sp e c to  al e jercic io  3.42 y el resu ltad o  del ejercicio  3.43, bosque je  las 
gráficas d e  la función  de d istr ib u c ió n  y la d ensidad  d e  p ro b ab ilid a d  de Y,  
hac iendo  / ( 3 )  =  0 .

3 4 5  La función de distribución de  la variable a lea to ria  X  está  dada por

-  ( l  +  x)e~* p a ra  x  >  0  

0  p a r a x  §  0

E n c u e n tre  P { X  á  2 ) , P ( \  <  X  <  3 ) , y P ( X  >  4).

3 .4 6  C on respecto  al ejercicio 3.45, encuen tre  la densidad  de  p robabilidad  de X.

3 .4 7  C on respecto  a la figura 3.9, encuen tre  expresiones para  los valores de la fun
ción de d istribución  de la variable a lea to ria  m ixta X  para
(a) x  ^  0; (b ) 0  <  x  <  0.5;
(c) 0.5 S  x  <  1; (d ) x i l .

F( x )
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3.48 U se los resu ltados del ejercicio 3.47 para  encon trar expresiones para  los valores 
de la densidad  de p robabilidad  de la variable a leato ria  m ixta A' para 
(a ) x  <  0; (b ) 0  <  x <  0.5;
(c) 0.5 <  x  <  1; (d ) x  >  1.

P ( X  =  0 .5 ) =  ?, como ya se indicó en la página 96, y /(O ) y / ( 1 )  están indefinidas.

3.49 La función de distribución de la variable a lea to ria  m ixta Z  está  dada  por

p a ra  z  <  —2 

p a ra  — 2  í  z <  2

p a ra  z §  2

E ncuen tre  P ( Z  =  - 2 ) ,  P ( Z  =  2 ). P ( - 2  <  Z  <  1). y P (0  S  Z  ^  2 ). 

APLICACIONES

3.50 La can tidad  rea l de  café (en  gram os) en  un frasco de 230 g ram os q ue  llena 
c ie rta  m áqu ina  es un a  variab le  a lea to ria  cuya densidad  de p robab ilidad  está  
dada por

1
0 p a ra  x  S= 2 2 7 .5

i  p a ra  2 2 7 .5  <  x  <  2 3 2 .5

0  p a ra  x  S  2 3 2 .5

E n cu en tre  las p robab ilidades de que un frasco de 230 gram os qu e  llene esta
m áquina con tend rá
(a) cuando  m ucho 228.65 gram os de café;
(b ) cualqu ier can tidad  en tre  229.34 y 231.66 gram os de café;
(c) al m enos 229.85 gram os de café.

3.51 E l n ú m ero  de m inutos que un vuelo  de Phoenix a Tucson se adelan ta  o  atrasa 
es una variable a lea to ria  cuya densidad  de p robab ilidad  está  dada  por

/(-O  =
¿ ( 3 6  -  x 2)  p a ra  —6  <  x  <  6 

0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

donde los valores negativos son indicativos de que un vuelo  llega ade lan tado  y 
los va lo res positivos son ind icativos de  q ue  llega con re traso . E n cu en tre  las 
p robab ilidades de uno  de estos vuelos llegará
(a) al m enos 2  m inutos adelan tado;
(b ) al m enos 1 m inu to  retrasado;
(c) cualqu ier tiem po en tre  1 y 3 m inutos adelan tado;
(d ) exactam en te  5 m inutos re trasado .
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3.52 La vida en el anaquel (en horas) d e  un a lim ento  em pacado  p erecedero  es una 
variable a lea to ria  cuya función de densidad  de p robab ilidad  está  dada por

E ncuen tre  las p robabilidades q ue  uno de  estos paquetes ten d rá  una vida en  el 
anaquel de
(a) al m enos 2 0 0  horas;
(b ) cuando  m ucho 1 0 0  horas;

(c) cua lqu ier tiem po en tre  80 y 1 2 0  horas.

3.53 E l desgaste (en  m iles de k ilóm etros) que los dueños de autom óviles tienen  con 
cierta  clase de neum áticos es una variable a leato ria  cuya densidad  de p ro b ab i
lidad está  d a d a  por

¿C uáles son las p robab ilidades de que en un día dado

(a) el consum o de agua en  esta  ciudad  no sea m ayor de 6  m illones de  litros;
(b) el abastecim ien to  de agua sea inadecuado  si la capacidad  diaria  de  esta  

ciudad es 9 m illones de litros?

c ie r ta  ra za  e s  u n a  v a riab le  a le a to r ia  cuya fu n c ió n  d e  d is trib u c ió n  e s tá  d a d a  po r

E ncuen tre  las p robabilidades de que un pe rro  com o ésos de  cinco años de edad 
vivirá
(a) m ás a llá  de los 1 0  años;
(b )  m en o s  de  8  años;

(c) en tre  12 y 15 años.

20,000
p a ra  x  >  0

f ( x )  =  {x  +  1 0 0  ) 5

0 en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

E ncuen tre  la p robabilidad  que una de estos neum áticos du rará
(a) cuando  m ucho 18,000 kilóm etros;
(b ) cualqu ier valor en tre  27.000 y 36.000 kilóm etros;
(c) al m enos 48,000 kilóm etros.

3.54 E n una cierta  ciudad el consum o d iario  de agua (en m illones de  litros) es una 
variable a lea to ria  cuya densidad  de p robab ilidad  está  dada por

0  en  c u a lq u ie r  o traen  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

3.55 La du rac ión  de vida to ta l (en años) de perros de cinco años de edad  de  una

p a ra  x  á  5

p a ra  x  >  5
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3.5 DISTRIBUCIONES M ULTIVAR IADAS

A l princip io  de e s te  cap ítu lo  defin im os una variab le  a lea to ria  com o una función de 
valor real defin ida  sob re  un espacio  m uestra l con  una m edida  de p robab ilidad , y  es 
lógico que se p u ed en  defin ir m uchas variables a leatorias d iferen tes sobre  un y el m ism o 
espacio  m uestra l. C on respecto  al espacio  m uestra l de  la figura 3.1, p o r ejem plo , sólo 
consideram os la  variab le  a lea to ria  cuyos valores fueron  los to tales lanzados con un par 
de dados, pe ro  tam bién  podíam os h ab e r considerado  la variable a leato ria  cuyos valores 
fueran  los p roducto s de los núm eros lanzados con los dos dados, la variable a leato ria  
cuyos valores sean  la d iferencia de los núm eros lanzados con  el d ad o  ro jo  y el dado  
verde , la variab le  a lea to ria  cuyos valores sean  0 , 1 o  2  d ep en d ien d o  del n ú m ero  de 
dados que sa lieran  con  2, y así sucesivam ente. M ás real, un experim en to  puede  consis
tir en  escoger a lea to riam en te  algunos d e  los 345 estud ian tes q ue  asisten  a una escuela 
prim aria, y tal vez al d irec to r le in teresen  sus coeficientes de  inteligencia, a la enferm era 
de la escuela sus pesos, a sus p ro feso res el núm ero  de días que han  es tado  ausen tes, y 
así sucesivam ente.

E n esta  sección exam inarem os p rim ero  en  el caso bivariado, esto  es, en  las situa
ciones donde nos in teresa , al m ism o tiem po, un p a r  de variables a lea to rias  definidas en 
un espacio m uestral conjunto. M ás tarde, am pliarem os este  exam en al caso m ultivariado 
qu e  abarca cua lqu ier núm ero  finito  de variables aleatorias.

Si X  y Y  son  variables a lea to rias discretas, escribim os com o P { X  =  x ,  Y  =  y) .  
la p robabilidad  que X  asum irá el valor x  y Y  asum irá el valor y.  A sí, P ( X  = x ,  Y  =  y )  
es la p robab ilidad  de la intersección de los even tos X  =  x  y  Y  =  y.  C om o en  el caso 
univariado, d o n d e  tra tam os con una variable a lea to ria  y podíam os m ostrar las p ro b a 
bilidades asociadas con todos los valores de X  m edian te  una tabla, podem os ahora, en 
el caso bivariado, m ostrar las p robab ilidades asociadas con todos los pares de valores 
de  A" y y  m ed ian te  u na  tabla.

EJEM PLO 3.12

D os cápsulas se seleccionan  al a z a r  de un frasco  q ue  con tiene  tres  asp irinas, dos 
sedan tes y cua tro  cápsulas laxantes. Si A” y y  son, respectivam ente, los núm eros de cáp
sulas d e  aspirina y sedan tes incluidas en tre  las dos cápsulas que se sacaron  del frasco, 
encuentre  las probabilidades asociadas con todos los pares posibles de valores de X  y Y.

Solución

Los pa res  posib les son (0, 0 ) , (0 , 1), (1 , 0 ) , (1 , 1), (1, 2 ) y (2 . 0 ) . P a ra  en co n 
tra r  la p robabilidad  asociada con ( 1 , 0 ), po r ejem plo , observe que estam os in te re 
sados en  el even to  de o b ten e r u na  de las tres  cápsulas de  aspirina, n inguna de las 
dos cápsulas de sed an te  y. po r tan to , una de  las cu a tro  cápsulas laxantes. E l nú 

m ero  de  m an eras  en  qu e  esto  se puede  hacer es =  1 2 , y el núm ero

to tal de  m an e ras  en  las que se p u ed en  seleccionar dos de las nueve cápsulas es 
/ 9 \
I J =  36. Puesto que esas posibilidades son igualmente probables en virtud de

la suposición de  que la selección es al azar, se sigue del teo rem a 2 . 2  que la pro-
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habilidad  asociada con (1, 0) es (1 . 0 )  es =  5 . S im ilarm ente, la p robabilidad  
asociada con ( 1 , 1 ) es

/ 3 V 2 V 4 \

V1A 1A 0 /  __ 6_ _  1

36 “  36 “  6

y, con tinuando  de esta  m anera , ob tenem os los valores m ostrados en la siguiente 
tabla

0

y 1 

2

E n realidad , com o en  el caso univariado. genera lm en te  es preferib le  rep resen ta r 
p robab ilidades com o éstas m edian te  una fórm ula. E n o tra s  palabras, es preferib le  ex
p resa r las p ro b ab ilid ad es  m ed ian te  una función  con  los va lo res f { x ,  y )  =  
P ( X  =  x ,  Y  =  y )  p a ra  cu a lq u ier p a r de valo res (x , y ) d e n tro  de l in te rvalo  de las 
variables a lea to rias  X  y  Y.  P o r ejem plo, verem os en  el capítu lo  5 que para  los dos varia
bles a lea to rias del e jem plo  3.12 podem os escribir

4 )— x  — y )  p a ra  x  — 0 , 1 , 2 ; y  — 0 , 1 , 2 ; 
0 S x + y á 2

d e f in ic ió n  3 .6  Si A" y y  son variables a lea to rias discretas, la función d ada  para  
/(■*• y )  =  P { X  =  x ,  Y  =  y )  p ara  cada p a r de valores (x,  y )  d en tro  del in te r
valo de  ( x ,  y )  se llam a distribución de probabilidad conjunta de  X  y  Y.

A nálogo  al teo rem a  3.1, se sigue de los postu lados de p robab ilidad  que

t e o r e m a  3 .7  U n a función b ivariada puede  servir com o la distribución de p ro 
babilidad con jun ta  de un  p a r de variables a lea to rias d iscretas X  y Y  si y sólo si 
sus valores, f ( x ,  y ) ,  satisfacen las condiciones

0 1 2



1 - /(*> y)  ^  0  para  cada par de valores de  (x, y ) d en tro  de su dom inio.

2 . ^  =  1 ’ donde la doble sum a se ex tiende sobre  todos los posi-
* y

b les pares de (x, y )  d en tro  de su dom inio.
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EJEM PLO 3.13

D eterm ine  el valor de k  p a ra  el que la función dada por

/ ( x .  y )  =  Arxy p a ra  x  =  1, 2. 3; y  =  1 ,2 ,3

puede serv ir com o una distribución de  p robabilidad  conjunta.

Solución

Al sustitu ir los diversos valores de x  y y. ob tenem os / ( 1 .  1) =  k ,  f (  1 ,2 )  =  2 k f 
/ ( l ,  3 )  =  3k ,  / ( 2 ,  1) =  2k ,  / ( 2 ,  2 )  =  4 k ,  / ( 2 ,  3 ) =  6 * . / ( 3 ,  1) =  3*, 
/ ( 3 ,2 )  =  bk  y / ( 3 ,  3 ) =  9* . Para  satisfacer la p rim era  condición del teo rem a 
3.7, la constan te  k  d ebe  ser no negativa, y para  satisfacer la segunda condición,

k  +  2k  +  3* +  2 k  +  4 k  +  6k  +  3 k  +  6 k  +  9k  =  1

de m anera  que 36k  =  \ y  k  =  ¿ .  ▲

C om o en  el caso univariado. hay m uchos p rob lem as en  los que in teresa  conocer 
la p robab ilidad  de que los valores de dos variables a leatorias sean m enores que , o  igua
les a , algunos núm eros reales x y y.

d e f in i c i ó n  3.7 Si A’ y y  son variables a leato rias discretas, la función dada por 

f ( x ,  y )  =  P { X  á  x , y  g  y )  =  2  2 / ( * .  t )  p a ra  - o o  <  ,  <  oo,
, S l , S > r  - O O  <  y  <  CX

donde f ( s , t ) es el valor de la distribución de  p robab ilidad  con jun ta  de  A’ y y  en 
(s,  t ) ,  se llam a la función de distribución conjunta, o  la distribución acumulativa 
conjunta, de A  y y.

En el ejercicio 3.62 se ped irá  al lector que dem uestre  las p rop iedades de las funciones 
de distribución con jun ta  que son análogas a las del teo rem a  3.2.
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EJEMPLO 3.14

C on respecto  al e jem plo  3.12, encuen tre  F{  1, 1). 

Solución

F(  1, 1) =  P{ X  S  1, Y  S  1)

= /(O . 0) 4 - /(O , 1) +  / ( 1 . 0 )  +  / ( 1 , 1 )

8
9

C om o en  e l caso  un ivariado , la función de d istribución  con jun ta  de dos v aria 
bles a lea to rias  se  define para  todos los n úm eros reales. Por e jem plo , p a ra  el e jem plo  
3.12 tam bién  o b ten em o s F ( — 2, 1) =  P ( X  S  —2, Y  §  1) =  0  y F (3 .7 , 4 .5 ) =  
P ( X  S  3 .7 , Y  S  4 .5 ) =  1.

A m pliem os ahora  los d iversos conceptos in troducidos en  es ta  sección al caso  con
tinuo.

d e f in ic ió n  3.8 U na función b ivariada  con valores f ( x ,  y ) , defin ida  sob re  el 
p lano  xy.  se llam a función de deasidad de probabilidad conjunta de las variables 
a lea to rias  con tinuas X  y  Y  si y  sólo si

p a ra  cualqu ier región A  en el p lano xy.

A nálogo al teo rem a 3.5, se sigue de los postu lados de p robabilidad  que

t e o r e m a  3 .8  U n a función bivariada puede serv ir com o una función de densidad 
de p robab ilidad  conjunta de un par de variables a lea to rias  continuas A' y y  si sus 
valores f ( x ,  y ) , satisfacen las condiciones

1 . f ( x ,  y )  S  0  p a ra  — °o <  *  <  oo, — oo <  y  <  oo;

2 .



EJEM PLO 3.15

D ada la función d e  densidad  de p robab ilidad  conjunta
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3

/(*. y)  =
t ( y  +  x )  p a ra  0 < x < l , 0 < y < 2

0 e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

de dos variables a lea to rias  X  y  Y,  encuen tre  P [ ( X .  Y )  e  A ] ,  d onde  A  es la región
{ ( x , y ) \ 0 < x <  i , l  < y  < 2 }.

Solución

/> [ ( * ,  Y )  e  A]  =  <  X  <  1 <  Y  <  2

=  J  J  |  x ( y  +  x ) d x  d y

=  [2¿y + ¥.r'dy
y , io  1 5 1 y

=  [ 2 ( h .  +  L ) d y  =  * ¿  +  J L
J x \ 4 0  4 0 /  ^  80 40

n
80

A nálogo  a la  definición 3.7, tenem os la siguiente definición de  la función de dis
tribución  con jun ta  de dos variables a lea to rias continuas.

d e f in ic ió n  3.9 Si A” y y  son variables a lea to rias  continuas, la  función dada  por 

F ( x ,  y )  =  P ( X  á  x , Y  S  y )  =  [ ’ í  f ( s ,  t ) d s  d t  p a ra  - o o  <  x <  oo,
J-oo J -o o _ o c  < y < OO

donde f ( s ,  t )  es el valor de  la densidad  de  p robab ilidad  con jun ta  de A' y y  en 
(s,  r) , se llam a la función de distribución conjunta de X  y Y.

A dvierta  que las p rop iedades de las funciones de d istribución  con jun ta , q ue  se ped irá  
al lector q ue  dem uestre  en  e l ejercicio 3.62 p a ra  el caso discreto , tam bién  son válidas 
p a ra  el caso  continuo.

C om o en  la  sección 3.4, lim itarem os nuestro  exam en aqu í a las variables a leato 
rias cuya función de distribución con jun ta  es con tinua en  todas partes  y parcialm ente  
diferenciable con respecto  a cada variable para  todos los valores de las dos variables 
a leatorias, excep to  un conjunto  finito  de valores.

d  F  ( x )
A nálogo a la  relación f ( x )  =  — -—  del teo rem a  3.6, la d iferenciación parcial en

d x
la definición 3.9 nos lleva a
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f { x ' y )  =  ¿  F { x ' y)

en  todas partes  d onde  existan estas derivadas parciales. C om o en  la sección 3.4, la fun 
ción de d istribución  con jun ta  de dos variables a leatorias continuas de te rm ina  su densi
dad conjunta (abreviación  de función de densidad  de  p robabilidad  con jun ta) en todos 
los pun tos (* , y )  donde la densidad  con jun ta  es continua. T am bién  com o en  la sección 
3.4, genera lm en te  hacem os los valores de las densidades de probabilidad con jun ta  igual 
a cero  siem pre qu e  no estén  definidas p o r la relación an terior.

encuen tre  la función de distribución con jun ta  de estas dos variables aleatorias. 

Solución

Si *  <  0 o  y <  0, se sigue inm ed ia tam en te  que F ( x , y ) =  0. Para 0  <  x  <  1 
y ü  <  y  <  1 (R eg ión  I de  la figura 3.10), ob tenem os

EJEM PLO 3.16

Si la densidad  de p robab ilidad  con jun ta  de X  y  Y  está  d ada  por

í  x  +  y  p a ra  0 < x <  1 , 0  <  y  <  1 

\  0  e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

para x  >  1 y 0  <  y <  1 (Región II de la figura 3.10), obtenem os

p ara  0 < . r < l y y > l  (R eg ión  III de la figura 3.10), ob tenem os

I II IV

1

I II

F ig u ra  3 .1 0  D iagram a para el ejem plo 3.16.
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F ( x
■ - - 1 1

(s  +  t ) d s  d i  =  ^  x { x  +  1 )

y para  .t >  1 y y  >  1 (R egión IV  de la figura 3.10), ob tenem os

. 1  , i

F ( x
■ - - 1 1

(s  + t ) d s  d t  =  1

Puesto  que la función de distribución conjunta es con tinua en  todas partes , los 
lím ites en tre  dos regiones cualqu iera  se pueden  incluir en cualqu iera  de los dos y 
podem os escrib ir

( 0

F { x ,  y )  =

2 *y(* + y)  

\ y ( y  +  i)

\ x { x  +  1 )

p a ra  r á O o y  á O  

p a ra  0  <  *  <  1 , 0  <  y  <  1

p a ra  x  £  1 . 0  <  y  <  1

p a ra  0  <  x  <  l j  2  1 

p a ra  x  ^  1 , y  =  1 a

EJEM PLO 3.17

E ncuen tre  la densidad  de p robabilidad  con jun ta  de las dos variables a lea to rias X  y  Y  
cuya función de d istribución  con jun ta  es tá  dada por

F ( x
( 1  — e  * ) ( 1  — e y) p a ra  x  >  0  y y  >  0  

0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

T am bién  use la densidad  de p robabilidad  con jun ta  para  de te rm inar

P ( \  <  X  <  3 ,1  <  Y  <  2).

Solución

Puesto  que la d iferenciación parcial nos da

d2
dx  dv

F ( x ,  y )  =  e~{x+y)

para  x  >  0  y y  >  O y O e n  cualquier o tra  p a rte , encon tram os que la densidad  de 
p robab ilidad  con jun ta  de X  y Y  está  dada por

f ( x
e-(*+y) p a ra  x  >  0  y y  >  0

0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

Así, la in tegración  nos da
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2 />3

1 1
e '~+r) d x  d y  =  {e~l -  e_3 ) ( e ' '  -  e~2)

-  ~~2 -  e " 3 -  +  e " 5=  e

=  0.074

para  />(1 <  X  <  3, 1 <  Y  <  1). ▲

Para dos variables a leatorias, la p robabilidad  con jun ta  es. geom étricam ente  ha
b lando. una superficie  y la p robabilidad  que calculam os en el e jem plo  p receden te  está 
dada p o r el volum en bajo  esta  superficie, com o se m uestra  en  la figura 3.11.

/< * .»

f (x .y) = e~(,+r) 

2

3 ...............

F ig u r a  3 .1 1  D iagram a para el ejem plo 3.17.

T odas las defin iciones de esta  sección se pueden  generalizar al caso m ultivariado. 
donde hay n variab les a leatorias. E n correspondencia  a la definición 3.6. los valores de 
distribución de p robab ilidad  conjunta de n  variables a leatorias discretas X i , X 2, . . .  y X„ 
está  dado  por

f { x ] , x 2 t . . . ,  x„) =  P ( A'j =  , X 2 =  x 2, . . . ,  X„ =  .rn)

para  cada “n-ada'" (.v ,, ,t2 ........ .r„) den tro  del in te r \a lo  de las variables aleatorias; y en
correspondencia a  la definición 3.7. los valores de su función de distribución conjunta 
están dados por

F { x x, x  2........•*„) =  P ( X x j :2  g  x n)

para  - o o  <  <  oo, - o o  <  ,r2 <  - o o  <  x „ <  oo.

EJEM PLO 3.18

Si la distribución de p robabilidad  con jun ta  de  tres variables a lea to rias  d iscretas X.  Y  y 
Z  está  dada por
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f { x , y ,  z )  =  — * - - ■ * p a r a *  = 1 , 2 ;  y  =  1 ,2 ,  3; z =  1 ,2

encuen tre  P ÍA ' =  2, V +  Z  á  3),

Solución

P { X  =  2, V +  Z  % 3 )  =  / (2 ,  1, 1) +  / ( 2 ,  1, 2 ) +  / ( 2 ,  2, 1)

63 63 63

13
63

E n el caso con tinuo , se ob tienen  o tra  vez las p robab ilidades al in teg rar la  densi
dad  de p robab ilidad  conjunta , y la función de d istribución  con jun ta  está  dada  p o r

P { x x, x 2 .x„) =  f  [  í  f [ t x, t 2 ..........,„)dt \  dt2 ••• dt„
J —00 J-OO J —00

para  — oo <  <  oo, —oo <  x 2 <  , —0 0  <  x n <  °o , análoga  a  la definición
3.9. T am bién , la d iferenciación  parcial nos da

dn
f { x u x 2 , . . . , x m)  =  d x ~ : r d~  f ( x í , x2  x , )

en  cualquier p a rte  en  que estas derivadas parciales existan.

EJEM PLO 3.19

Si la densidad  de p robabilidad  trivariada de X x, X 2 y  X 3 está  dada po r

^  , _  í  ( x x +  x 2)e~Mi p a ra  0  <  x x <  1 , 0  <  x 2 <  1 , x 3 >  0

| o  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

encuen tre  P [ { X x, X 2, X})  e  A ] ,  donde A  es la región

| ( x , , x 2 , x 3 ) | 0  <  x x <  <  x 2 <  1 , * 3 <  l}
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Solución

p[(xx, x 2, x 3) g  a ] = p(o < x x <  i  <  * 2 <  i ,  x y <  í j

=  Í f Í + x̂g Xi dXi dXl dXi 
- í T C ' t ) - ' - . ' . .

=  -  (1 -  e~' )  =  0.158

EJERCICIOS

3.56 Si los valores de la d istribución  de  p robab ilidad  con jun ta  de X  y Y  son com o se 
m uestra  en  la tab la

.r
0  1 2

0  

1

y
2 

3

encuen tre
(a) P ( X  =  1, Y  =  2 );
(c) / >( ^ + V , ^ l ) ;  (d ) P { X  >  Y) .

3.57 C on resp ec to  al ejercicio 3.56, encuen tre  los siguientes valores de la función de 
d istribución  con jun ta  de las dos variables aleatorias:
(a) F (1 .2 , 0 .9 ); (b ) F ( - 3 ,  1.5);
(c) F (2 , 0 ) ;  (d ) F (4 ,2 .7 ) .

3.58 Si la d istribución  de p robabilidad  conjunta de X  y Y  está dada por

f t x .  y )  =  c { x 2 +  y 2) p a ra  x  =  - 1 ,  0, 1, 3; y  =  - 1 ,  2, 3 

encuen tre  el valor de c.



3.59 C on respecto  al ejercicio 3.58 y al valor ob ten ido  para  c, encuen tre

(a) P ( X  S 1 J >  2);

(b ) P ( X  =  0, Y  á  2);

(c) P { X  +  Y  >  2).

3.60 D em uestre  que no hay un valor de k  p ara  el cual

f ( x ,  y )  =  k y ( 2 y  -  x )  p a ra  x  =  0 , 3; y  =  0 . 1. 2

p u ed a  se rv ir  com o la d istribución  de p robab ilidad  con jun ta  de dos variables 
aleatorias.

3.61 Si la d istribución  de p robabilidad  con jun ta  de A" y y  es tá  dada por

/ ( * .  y )  =  ¿  {x +  y )  p a ra  *  =  0, 1, 2, 3; y  =  0, 1, 2

elabore  una tabla que m uestre  los valores de la función de  distribución conjunta 
de las dos variables a lea to rias en los 12 puntos (0 . 0 ) . (0 . 1 ) . . . . .  (3 , 2 ).

3.62 Si F ( x . y )  es el valor de la función de d istribución  con jun ta  de dos variables
a lea to rias  discretas X  y Y  en  (x, y ) ,  dem ostra r que

(a) F ( - o o ,  - o o )  =  0 ;

(b ) F( oo, oo) =  i ;

(c) si a <  b  y  c  <  d.  en tonces F(a,  c ) S  F(b,  d) .

3.63 D eterm ine  k  de  m anera  que

k x ( x  — y )  p a ra  0  <  x  <  1 . — x  <  y  <  x  
en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

p ueda  serv ir com o una densidad  de p robab ilidad  conjunta.

3.64 Si la densidad  de p robabilidad  con jun ta  de X  y Y  está  dada por

Capítulo  3: Distribuciones de probabilidad y  densidades de probabilidad

/(*. y)

. í  24 x y  p a ra  0 < x <  1, 0 <  y  <  1, jc +  v <  1
/ ( x ,  y) =  \

[ 0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

encuen tre  P ( X  +  Y  <  ^).

3.65 Si la densidad  de p robabilidad  con jun ta  de X  y Y  está  dada por

p a ra  .r >  0 , y  >  0 . x  +  y  <  1 

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte/ (* •V ) =  { o

encuen tre

(a) P ( X  25 J ,  Y  t í  1);

(b ) P ( X  +  Y  >  j) ;

(c) P ( X  > 2 Y) .

3.66 C on referencia  al ejercicio 3.65, encuen tre  una expresión  para  los valores de la 
función de distribución con jun ta  de A" y y  cuando  ,r >  0 y  >  0  y r  +  y  <  1, 
y úsela p a ra  verificar e l resu ltado  del inciso (a).
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3.67 Si la densidad  de p robabilidad  con jun ta  de A' y y  está  dada  por

1

/(*. y)  =
p a ra  0  <  x  <  y ,  0  <  y  <  1 

e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

encuen tre  la  p robabilidad  que la sum a de los valores de X  y Y  excederá s .

3.68 E ncuen tre  la densidad  de p robab ilidad  con jun ta  de las dos variables a leatorias 
X  y Y  cuya función de distribución con jun ta  está  dada por

nx-y) =  { ó *  ~ | , ) ( 1  ~

p a ra  x  >  0 . y  >  ü 
en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

3.69 U se la d ensidad  de p robab ilidad  con jun ta  o b ten id a  en  el ejercicio  3.68 para  
encon trar P (1  <  X  ^  2. 1 <  Y  S  2).

3.70 E ncuen tre  la densidad  de  p robab ilidad  con jun ta  de las dos variables a leato rias 
X  y Y  cuya función de distribución con jun ta  está dada por

— x — e  y +  e x y p a ra  x  >  0 , y  >  0

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

3.71 U se la d ensidad  de p robab ilidad  con jun ta  o b ten id a  en  el e jercic io  3.70 para  
en co n trar P ( X  +  Y  >  3).

3.72 Si F(x ,  y)  es e l valor de la función de distribución con jun ta  de las dos variables 
a leato rias con tinuas X  y Y  en  (x . y ) , exprese P( a  <  X  á  b.  c  <  Y  ^  d )  en 
térm inos de  F(a,  c ). F(a.  ti),  F(b,  c ) y F ( b , d) .  O bserve que el resu ltado  tam 
bién es válido  para  variables a lea to rias discretas.

3.73 Use la fó rm ula  o b ten ida  en el ejercicio 3.72 para  verificar el resu ltado  0.074, 
del e jem plo  3.17.

3.74 Use la fórmula obtenida en el ejercicio 3.72 para verificar el resultado del ejercicio 3.69.

3.75 Use la fórmula obtenida en el ejercicio 3.72 para verificar el resultado del ejercicio 3.71.

3.76 E ncuen tre  k  si la densidad  de p robab ilidad  con jun ta  de X ,  Y  y Z  está  dada por

/(.v, y ,  z )  =  k x v z

para x  =  1, 2; y  =  1, 2, 3; z =  1. 2.

3.77 C on  respecto  al ejercicio 3.76, encuen tre

(a) P ( X  =  1, K S  2, Z  =  1);

(a) P ( X  =  2, Y  +  Z  =  4).

3.78 C on referencia  al ejercicio 3.76, encuen tre  los siguientes valores de la función 
de d istribución  con jun ta  de  las tres variables aleatorias:

(a) F ( 2 , 1 , 2 );

(b ) F ( l ,  0 , 1 );

(c) F(  4 , 4 . 4 ) .
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3.79 E n cu en tre  k  si la densidad  d e  p robabilidad  con jun ta  de X,  Y  y Z  está  dada por

z \  — /  — z) p a ra O  < x < l , 0 < y < l , 0 < z < l , x  +  y  +  z < l
\ o  e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

3.80 C on respec to  al ejercicio 3.79, encuen tre  P ( X  +  Y  <  }).

3.81 Use el resu ltad o  del ejercicio 3.16 para  verificar la función de d istribución  con 
jun ta  de las variables a lea to rias X x, X 2 y  X 3 del e jem plo  3.19 está  dada po r

’ 0  p a ra  x , S  0 , x 2 ^  0 , o  x 3 S  0

^ x ,x 2(x , +  x2) ( l  — e- *3) p a ra  0  <  x , <  1 , 0  <  x 2 <  1 , x3 >  0

F ( x , ,x 2 ,x 3) =  ^ x 2(x 2 +  l ) ( l  -  e~x>) p a r a x ,  £  1 , 0  <  x 2 <  l , x 3 >  0

~ X |(x | +  l ) ( l  -  e”' J) p a ra O  <  x , <  l , x 2 S  l , x 3 >  0

. 1  — e~Xy p a ra x !  ^  1 , x 2 l , x 3 >  0

3 ^ 2  Si la densidad  de  p robabilidad  con jun ta  de X ,  Y  y  Z  está  dada  por

í  ^  (2x +  3 y  +  z )  para  0 < x <  1 ,0  <  y  <  1, 0  <  z <  1 
ñ x . y , z )  =  < 3

( o  en  cualquier o tra  parte

encuen tre
(a ) P ( X  =  l Y  =  \ , Z  =  \ );

(b ) P { X <  j ,  Y < \ , Z <  J ) .

APLICACIONES

3.83 Suponga q ue  tiram os un p a r de dados balanceados y X  es el núm ero  de dados 
que salen 1, y Y  es e l núm ero  de dados que salen 4, 5 o  6 .
(a) D ibuje un d iagram a com o el de  la figura 3.1 q ue  m uestre  los valores de X  

y Y  asociados con  cada uno  de los 36 p un to s  igualm ente  p robab les  del 
espacio  m uestral.

(b ) C onstruya  una tab la  que m uestre  los valores de  la  d istribución  de p ro b a 
bilidad conjunta de X  y Y.

3.84 Se seleccionan al azar dos libros de tex to  de  un anaquel que con tiene  tres tex 
tos de estad ística , dos tex tos de m atem áticas y tres textos de  física. Si X  es el 
núm ero  d e  tex tos de estadística y Y  el núm ero  de textos de  m atem áticas rea l
m en te  escogidos, construya una tab la q ue  m uestre  los valores de la distribución 
de p robab ilidad  con jun ta  de X  y Y.

3.85 Si X  es el núm ero  de caras y y  es el núm ero  de  caras m enos el núm ero  de cruces 
obtenidas en tres lanzam ientos de  una m oneda balanceada, e labore una tab la que 
m uestre los valores de la distribución de probabilidad conjunta de  X  y  Y.

3.86 U n tirad o r certero  apun ta  a un blanco circu lar con rad io  1. Si d ibujam os un sis
tem a de c o o rd en ad as  rec tan g u la r con su origen  en  el c e n tro  de l b lanco , las
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coordenadas del pun to  de im pacto, (X . Y), son variables a leato rias que tienen  
la densidad  de probabilidad conjunta

1

/(*. y)  =
— p a ra  u  «c x  -t- y0  <  x 2 +  y 2 <  1 

0  e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

E ncuen tre
(a) P [ ( X , Y) e  A ] ,  donde A  es el secto r del círculo en  el p rim er cuadran te

lim itado  p o r las líneas y  =  0  y y  =  x;
(b ) P [ { X , Y) e  f l] , donde fi =  { (x , y ) |0  <  x 2 +  y 2 <  |} .

3.87 U n a  c ie rta  un iversidad  aplica exám enes de ap titu d  a todos los a lum nos de
prim er ingreso  en ciencias y hum anidades. Si A' y Y son, respectivam ente, las 
proporciones de respuestas correctas que un estudiante obtiene en  las p ruebas de 
las dos m aterias, la d istribución  de  p robab ilidad  con jun ta  de estas  variab les 
a lea to rias  se puede aproxim ar con la densidad  de p robab ilidad  conjunta

/(*. y)  =

' 2
-  (2x  +  3y)  p a ra  0  <  x <  1, 0 <  y  <  1 

0  en  c u a lq u ie r o tra  p a rte

¿C uáles son  las p robab ilidades de que un estud ian te  obtenga
(a) m enos de 0.40 en  am bas pruebas:
(b ) m ás de 0.80 en la p ru eb a  de ciencias y m enos de 0.50 en  la p ru eb a  de 

hum anidades?

3.88 Suponga que P, el precio de cierta m ercancía (en dólares), y 5. sus ventas totales 
(en 1 0 , 0 0 0  unidades), son variables aleatorias cuya distribución de  probabilidad 
conjunta se puede aproxim ar bastan te con la densidad de probabilidad conjunta

/( f i .  *)
5pe~p‘ p a ra  0 .20 <  p  <  0.40, 5  >  0

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

E ncuen tre  las p robabilidades que
(a) el precio será m enos que 30 centavos y las ventas excederán 20,000 unida

des;
(b ) e l p rec io  e s ta rá  en tre  25 y 30 cen tavos y las ven tas  serán  de m enos de 

1 0 ,(XX) unidades.

3.6 DISTRIBUCIONES MARGINALES

P ara  in troduc ir e l concep to  de una d istribución  m arg inal, considerem os el sigu ien te  
ejem plo.

EJEM PLO 3.20

En el ejem plo 3.12 derivam os la distribución de p robabilidad  conjunta de dos variables 
a leato rias A" y Y, el núm ero  de cápsulas de aspirinas y el núm ero  de cápsulas de sedante
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incluidas en tre  las dos cápsulas qu e  se sacaron  al azar de  un frasco que con tiene  tres 
aspirinas, dos sedan tes y cua tro  cápsulas laxantes. E ncuen tre  la d istribución  de  p ro b a
bilidad de X  sola y de Y  sola.

Solución

E n  la sigu ien te  tab la se m uestran  los resu ltados del ejem plo 3.12, ju n to  con los 
totales m arginales, esto  es, los to ta les  de las respectivas h ileras y colum nas

x

1_

12
1_

18
J_
36

Los to ta les de  colum na son las p robabilidades de q ue  X  asum irá los valores 0, 1, 
y  2. E n  o tra s  pa labras, son los valores

2

g(.x) = y) Para * =  o, i, 2
y = 0

de la d istribución  de p robab ilidad  de X .  P o r la m ism a razón , los to ta les  de las 
hileras son los valores

* (> ) =  y ) p a ra  y  =  0 , 1 , 2
x=0

de la d istribución  de p robab ilidad  de Y. ▲

A sí llegam os a la siguiente definición.

d e f i n i c i ó n  3.10 Si X  y  Y  son variables a lea to rias d iscretas y f \ x ,  y )  es el valor 
de  la d istribución  de  p robab ilidad  con jun ta  en  (x ,y ) ,  la función dada por

g{x)  =  ^ f { x > y )
y

p a ra  cada  x  d e n tro  de l in tervalo  X  es llam ada la d istribución  m arginal de  X.  C o
rrespond ien tem en te , la función dada  p o r

0  1 2

A  I  J_
12 2 12



* (y )  =  2 / U . y )
M

para  cada y  es llam ada la distribución marginal de Y.

C uando  A' y y  son variables a lea to rias  continuas, las d istribuciones de p robab ilidad  se 
reem plazan con densidades de probab ilidad , las sum as se reem plazan con in tegrales y 
ob tenem os
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d e f in ic ió n  3.11 Si A- y y  son variables a leato rias continuas y f \ x , y )  es el valor 
de su densidad  de probabilidad con jun ta  en  (.r, y ) , la función dada por

g ( j )  =  J  f ( x ,  y )  d y  p a ra  - o o  <  *  <  oo

es llam ada la densidad marginal de X.  C orrespondientem ente , la función dada por

M y ) =  /  f i x • y )  d x  p a ra  —oo <  y <  oo
J-QC

es llam ada la densidad marginal de Y.

EJEM PLO 3.21

D ada la densidad  de p robabilidad  conjunta

=  1 3 (x +  2>') Para 0 < x < l , 0 < y < l

[ o  en  cualqu ier o tra  parte

encuen tre  la d iversidad  m arginal de X  y Y.

Solución

A l efec tua r las in tegraciones necesarias, ob tenem os
OO J

* (* )  =  J ^  / (* •  y ) d y  =  Jo |  (*  +  2y )  d y  =  |  ( x  +  1 )

p ara  0  <  x  <  1 y g ( x )  =  0 en  cualqu ier o tra  parte . D e igual m anera,

A (y) =  J ^  ñ * .  y )  d x  =  j  |  (x +  2y)  d x  =  i  ( 1  +  4y)

p ara  0  <  y  <  1 y  h ( y )  =  0  en cualquier o tra  parte . ▲

C uando  estam os trabajando  con más de dos variables aleatorias, podem os hablar 
no sólo de las distribuciones m arginales de las variables aleatorias individuales, sino tam 
bién de las distribuciones marginales conjuntas de m uchas de las variables aleatorias. Si
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la distribución de probabilidad conjunta de las variables aleatorias discretas A ',, X 2, . . .  
y X n tiene los valores f [ x x, x 2, , x „), la distribución m arginal de X } sola está dada por

para  todos los va lo res d e n tro  del in tervalo  de X \ , la distribución m arginal con jun ta  de 
A j , X 2 y Xy  está dada po r

p ara  todos los va lo res d en tro  del rango  de  X \ , X 2 y X 3, y  o tra s  d istribuciones m ar
ginales se p u eden  defin ir en la m ism a form a. Para el caso continuo, las d istribuciones 
de p robab ilidad  se reem plazan  con  densidades de  p ro b ab ilid ad , las sum as se reem 
plazan con in tegrales, y si la densidad  de p robab ilidad  con jun ta  de las variables a lea to 
rias continuas X ¡ , X 2, . . .  y X n tiene los valores f [ x } , x 2, . . . , x „), densidad  m arginal 
de  X 2 so la es tá  dada  por

para  — oo <  x 2 <  oo, la distribución m arginal con jun ta  de A', y X„ están  dadas p o r

C onsiderem os o tra  vez la densidad  de p robab ilidad  trivariada del e jem plo  3.19,

encuen tre  la densidad  m arginal con jun ta  de Aj y X 2 y la densidad  m arginal de  A', sola. 

Solución

Al efec tuar la in tegración necesaria , encon tram os que la densidad  m arginal con
ju n ta  de  A , y A 3 está  dada po r

p a ra  0  <  x ,  <  1 y  r 3 >  0  y m (x , ,  x3) =  0 en  cu a lq u ier o tra  p a rte . U sando  
este  resu ltado , encon tram os que la  densidad  m arginal de  A , sola es tá  dada  por

8Í-X i)  =  — »*..)

m (x 1 , x 2 , x 3) =  r 2 .........*«)

para  — oo <  x , <  oo y — oo <  x„ <  oo, y así sucesivam ente.

EJEM PLO 3.22

p a ra  0  <  x , <  1 , ü  <  x 2 <  1 , x 3 >  0  

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

para  0  <  X| <  1 y g (x ,)  =  0  en  cualqu ier o tra  parte . ▲
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C orrespondiendo a  las diversas densidades y distribuciones m arginales y marginales 
conjuntas que hem os introducido en  esta  sección, tam bién podem os definir fundones de 
distribución marginales y marginales conjuntas. A lgunos p rob lem as relacionados con 
tales funciones d e  distribución se dejan al lector en  los ejercicios 3.92, 3.99 y 3.100.

3 .7  D IS T R IB U C IO N E S  C O N D IC IO N A L E S

En el capítulo 2 definimos la probabilidad condicional del evento A.  dado el evento B , como

siem pre y cuando  P { B )  ^  0. Supongam os ah o ra  que A  y B  son los eventos X  =  x  y 
Y  =  v de m odo que podem os escribir

= /(*, y)
*00

siem pre y cuando  P ( Y  =  y )  =  h ( y )  #  0, donde f ( x ,  y )  es el valor de la distribución 
de p robab ilidad  con jun ta  de X  y Y  en (.t, y), y h ( y )  es el valor de la distribución m ar
ginal de Y  en y. D eno tem os la p robabilidad  condicional con f ( x \ y )  p ara  indicar que x  
es una variable y y  está  fija, hagam os aho ra  la siguiente definición.

d e f in ic ió n  3 .1 2  Si f ( x .  y )  es e l valor de  la distribución de p robabilidad  conjunta 
de las variables a leato rias d iscretas X  y  Y  en  (x, y ) ,  y h (y )  es el valor de la dis
tribución m arginal de  Y  en  y, la función dada por

/ (" lv )  =  fj t ñ } h i y )  * "

para  cada x  d en tro  del in tervalo  de X .  se llam a la distribución condicional de X  
dado  Y  =  y .  E n form a correspondien te , si g ( .t)  es el valor de la distribución m ar
ginal de  X  en  jc. la función d ada  por

» ( v ! j )  =  * (x )  *  0

para  cada y d e n tro  del in tervalo  de  Y , se llam a la distribución condicional de Y  
dado  X  — x.

EJEM PLO 3.23

C on resp ec to  a  los e jem plos 3.12 y 3.20, en cu en tre  la d istribución  condicional de  X  
d ado  Y  =  1.
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Solución

A l sustitu ir los valores aprop iados de la tab la  en  la página 116, ob tenem os

2
9 4

/ ( o l í )  =  y  =  y

18

/ ( . i d = 4 = 1  

18

/ ( 2 1 1 ) =  - y  =  0  *

Ts

D onde X  y  Y  son variables a leato rias continuas, las distribuciones d e  p robab ili
dad  se reem plazan  con densidades de  probab ilidad , y ob tenem os

d efin ic ió n  3.13 Si / ( . r, y )  e s  el v a lo r  d e  la d en s id a d  co n ju n ta  d e  las v a riab le s  
a le a to ria s  co n tin u as  A" y y  en  (x , y ) , y h ( y )  e s  el v a lo r d e  la d en s id a d  m arg in a l 
d e  y  en  y,  la  fu n c ió n  d a d a  p o r

^  =  h(y)  *  °

para  — oo <  x  <  o o , se llam a densidad condicional de X  dado  Y  =  y .  D e m ane
ra co rrespond ien te , si g (x )  es el valor de la densidad  m arginal de  X  en  x,  la fun
ción dada  por

" ( y U )  =  *  o

para  — oo <  y  <  oo, se llam a densidad condicional de Y  d ad o  X  =  x.

EJEMPLO 3.24

C on respecto  al e jem plo  3.21, encuen tre  la densidad  condicional de X  dado  Y  =  y  y 
úsela para  eva luar P ( X  S  Y  =  | ) .
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Solución

Al valernos d e  los resultados ob ten idos en la página 117,

et 7  (•* +  2 y )
/ ( x |v )  =  =------------------

h ( y )

tenem os

¿  ( 1  +  4y )

=  2 x  +  4 -v  

1 +  4y

para  0 <  x  <  1 y  / ( x |y )  =  0 en  cualqu ier o tra  parte . A hora

f \ * l )  =

2x +  4 • — 

1 + 4 . 1

_ 2x +  2

y podem os escrib ir

i xsi\Y=\)=i! 2x +  2 , 5
\  Í. i . /  j  o J  tí.

Es in te resan te  observar que en  la figura 3.12 esta  p robabilidad  está  dada  p o r la 
razón del á re a  del trapezo ide A B C D  al á rea  del trapezo ide  A E F D .  A

F ig u ra  3 .1 2  Diagrama para el ejemplo 3.24.



EJEM PLO 3.25

D ada la densidad  de p robabilidad  conjunta

4xy  p a ra  0  <  x  <  1 , 0  <  y  <  1
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en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte  

encuentre las densidades marginales de A' y y  y la densidad condicional de A  dado Y  =  y. 

Solución

Al efec tua r las in tegraciones necesarias, ob tenem os

£(*) =  /  y )  dy  =  4xy dy
J-OO Jo

\ y - \

=  2xy2 =  2x
\ y = Q

p ara  0 <  x  <  1, y g (x )  =  0  e n  c u a lq u ie r  o tra  p a r te ; tam b ién
00 1

h (y )  =  J  /(x , y )  dx  =  J  4xy dx

|* - l
=  2 x  2y \  =  2y

lx - 0

p a ra  0  <  y  <  1, y h (y )  =  0 e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte . E n to n ce s , al su s titu ir  e n  la 
fó rm u la  p a ra  la d en s id ad  co n d ic io n a l, o b te n e m o s

f { x h )  =  ñ ± i i l  =  =  2x
I [ X ' y )  h ( y )  2y  

para  0 <  x  <  1, y f ( x \ y )  =  0 en  cualqu ier o tra  parte . A

C uando  estam os traba jando  con m ás de dos variables a leato rias, ya sea continuas
o discretas, podem os considerar varias clases d iferen tes de d istribuciones o  densidades
condicionales. P o r ejem plo, si / ( x , , x 2 , x 3, x4) es el valor de la distribución con jun ta  de 
las variables a lea to rias  d iscretas A’, ,  A 2, A 3 y A 4 en  (x ,. x2 , x 3 , *4). podem os escribir

p ( x y \xt, x 2, x 4) =  g { x u x 2, x 4) * 0
8 \ x  1. x2 , x 4)

p a ra  el va lo r d e  la d istribución  cond icional de A 3 e n  x3 d a d o  A, =  x , , X 2 =  x 2 y 
X 4 = x4, donde g (x l t * 2»*4) es el valor de  la d istribución  m arginal con jun ta  de X , ,  X 2 
y X 4 en ( x , , x2, *4). T am bién  podem os escribir

q ( x 2, x 4\x 1 , x 3) =  X* \ X*- m ( x , , x 3 ) * 0
m fx ,,  x 3J

p a ra  el va lo r d e  la d istribuc ión  condicional con jun ta  de  X 2 y X 4 en  (x 2, x4) dado  
A , =  x , y A 3 =  x 3, o
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r ( x 2, x3, x 4 |x , )  =  ’ 't4-) b { Xl ) *  0

p a ra  el valor de la d istribución  condicional con jun ta  de X 2, X 3 y X A en  (x2, x 3, x4) 
dado  X x =  X i .

C uando  traba jam os con dos o m ás variables a leatorias, son genera lm ente  de gran 
im p o rtan c ia  las p regun tas  de independencia. E n el e jem plo  3.25 vem os que 
f ( x \ y)  =  2x  no  depende  del valor dado  Y  =  y .  pero  éste  c laram ente  no es el caso en

2 x  ‘i ’  4  v
el ejem plo 3.24, d onde  f ( x \ y )  =  - +  . S iem pre que los valores de  la distribución

condicional de X  dado  Y  =  y  no  dependan  de y , se sigue que f { x \ y )  =  g (x ) ,  y por 
tan to  las fó rm ulas de  las definiciones 3.12 y 3.13 nos dan

f í x . y )  = f ( . x \ y ) - h ( y )  =  n ( x ) - h ( y )

E sto  es, los va lo res de d istribución  con jun ta  están  d ados p o r los p roductos de los valo
res co rrespond ien tes  de las dos d istribuciones m arginales. Al genera lizar a p a rtir  de 
esta  observación, hagam os ahora  la siguiente definición.

d e f i n i c i ó n  3 .1 4  S i /(x ] , x 2 - O e s  el valor de la distribución de p robabilidad
con jun ta  de las n variables a lea to rias  discretas X t , X 2 X n en (x 3, x 2, . . . ,  x„),
y f ( x , )  es el valor de la distribución m arginal de  X,  en x,  p ara  i  =  1, 2 , . . . ,  n.  
en tonces las n  variables a lea to rias  son independientes si y sólo si

f i x i . J f j  x„)  =  f i { x x) - f 2( x 2) -  . . .  •fn{xn)

p a ra  toda  ( x j , x 2, . . . ,  x„) d en tro  de su intervalo.

Para d a r la definición correspond ien te  para  variables a leatorias continuas, sim plem ente 
sustitu im os la p a lab ra  densidad  po r la pa labra  distribución.

C on esta  definición de independencia , se puede  verificar fácilm ente que las tres 
variab les a lea to rias  del e jem plo  3.22 no son independ ien tes, p e ro  que las variables 
a lea to rias A*, y X y X x y X 3 y tam bién las dos variables a lea to rias  X 2 y X 3 son indepen
dientes por pare jas (ver ejercicio 3.101).

Los e jem plos sigu ien tes sirven  p a ra  ilu stra r el uso  de la defin ición  3.14 para 
encon trar p robab ilidades relacionadas a varias variables a leatorias independientes.

EJEM PLO 3.26

C onsiderem os n  lanzam ien tos in d epend ien tes  de  una m oneda balanceada, sea A', el 
nú m ero  de  ca ra s  ( 0  o  1 ) o b ten id as  en  el iésim o lanzam ien to  para  i  =  1 , 2 , . . . ,  n. 
E ncuen tre  la d istribución  de p robab ilidad  conjunta de estas n  variables aleatorias

Solución

Puesto  qu e  cada una de  las variables a lea to rias  X ¡ ,  p ara  i  =  1, 2 , . . . ,  n, tiene la 
d istribución  de  p robabilidad
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y las n  variab les a lea to rias  son independ ien tes, su d istribución  de  p robabilidad  
con jun ta  es tá  dada p o r

D adas las variab les a lea to rias independ ien tes X x, X 2 y  Xy  con  densidades de probabi-

cncuen tre  la densidad  de p robab ilidad  con jun ta  y úsela  para  eva luar la  p robabilidad  
P { X x +  X 2 S  1, * 3 >  1).

Solución

D e acuerdo  a la definición 3.14, los valores de la densidad  de  p robab ilidad  con 
ju n ta  están  dadas por

/ ( * , ,  j 2 , x 3) =  J ¡ ( x , ) \6 ( x 2 )-.6 (x3 )

=  e~x' ■ 2e~u '  •

=  6e~x' -2 *2 -3,J

para  jc, >  0 , x 2 >  0, >  0, y f { x x, x 2, x 3) =  0  en  cualqu ier o tra  parte . A sí

f M  =  2  Pa ra  x ¡ =  °- 1

/(•*!• * 2  - O  =  f t ( x ••• -/nU n)

1  i  I
2  '  2  ’ *" * 2

donde =  0  o  1 p ara  i =  1 , 2 , . . . ,  n.

EJEM PLO 3.27

lidad

p a ra  .r, >  0  

e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

2 e 1 p a ra  x 2 >  0

0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

3e- lr j  p a ra  x 3 >  0
0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

J  i J  o J  o

=  ( l  — 2e~l +  e 2)e  3

=  0.020 ▲
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EJERCICIOS

3.89 D ados los valores de la distribución de p robabilidad  conjunta de X  y Y  m ostra
dos en  la tab la

x
- 1  1

1 1

8 2

1
0

4
1

0
8

encuen tre
(a ) la  d istribución  m arginal de  X \

(b ) la d istribución  m arginal de  Y;

(c) la distribución condicional de X  dado  Y  =  — 1.

3 .9 0  C on  respec to  al ejercicio 3.56. encuentre

(a ) la d istribución  m arginal de X:

(b ) la d istribución  m arginal de  Y\
(c) la d istribución  condicional de X  dado  Y  =  1;

(d ) la d istribución  condicional de Y  dado  X  =  0.

3 .9 1  D ada la d istribución  de p robab ilidad  conjunta

f ( x ,  y , z)  =  p a ra  x  =  1, 2, 3; y  =  1, 2, 3; z =  1 ,2
lUo

encuen tre
(a) la d istribución  m arginal con jun ta  de X  y Y\

(b ) la d istribución  m arginal con jun ta  de X  y Z;

(c) la d istribución  m arginal de  X\

(d ) la d istribución  condicional de  Z  dado  X  =  1 y Y  =  2;
(e ) la d istribución  de p robabilidad  con jun ta  de Y  y  Z  dado  X  =  3.

3 .9 2  C on respecto  al e jem plo  3.20, encuen tre
(a) la función  de d istribución  m arg inal de  X , es decir, la función d ada  p o r 

G(jc) =  P { X  §  x )  para  - o o  <  x  <  oo;

(b ) la función de distribución condicional de X  dado  Y  = 1, es decir, la función 
dada p o r  / r( r | l )  =  P ( X  ^  r |  Y  =  1) para  — oo <  <  oo.

3 .9 3  V erifique si X  y Y  son independ ien tes si su distribución de  p robab ilidad  con
ju n ta  está  d ada  por
(a) f [ x ,  y )  =  j  p a ra  x  =  — 1 y  y  =  —1 , x  =  — 1 y y  =  1 , x  =  1 y

y  =  —1 , y x  =  1 y y  =  1 ;
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(b ) f ( x , y )  =  \  p ara  r  =  0  y >- =  0 , *  =  0  y y  =  l , y j r  =  l y y  =  1.
3.94 Si la densidad  de  p robab ilidad  con jun ta  de X  y Y  e s tá  dada por

para  0 < . r < l , 0 < y < 2  

en  cualquier o tra  parte

encuen tre
(a ) la densidad  m arginal de X\
(b ) la densidad  condicional de Y  d ad o  X  =  5 .

3.95 C on respec to  al ejercicio 3.94, encuen tre
(a) la densidad  m arginal de  Y\
(b ) la densidad  condicional de X  dado  Y  =  1.

3.96 Si la densidad  de p robab ilidad  con jun ta  de A' y y  está  dada  p o r

encuen tre
(a) la densidad  m arginal de  X;
(b ) la densidad  m arginal de Y.
D eterm ine  tam bién  si las dos variables a lea to rias son independientes.

3 .9 7  C on respecto  al ejercicio 3.67, encuentre
(a )  la densidad  m arginal de X\
(b ) la densidad  m arginal de Y.
D eterm ine  tam bién  si las dos variables a lea to rias son independientes.

3 .9 8  C on  respecto  al e jem plo  3.22, encuen tre
(a ) la densidad  condicional de X 2 dado  X x =  5 y Xy  =  2;
(b ) la densidad  de  p robab ilidad  con jun ta  de X 2 y X } d ad o  X x =  \  .

3 .9 9  Si F(x,  y )  es el valor de  la función de d istribución  con jun ta  de  X  y Y  en  (x , y ) ,  
dem uestre  que la función de d istribución  m arginal de X  está  dada  po r

U se este  resu ltado  p a ra  encon trar la función de distribución m arginal de  X  para 
las variab les a leatorias del ejercicio 3.68.

3.100 Si F(jr, , x 2, x 3) es el valor de la función de distribución con jun ta  de  X }, X 2 y 
Xy  en  ( x | , x 2, Xy), dem uestre  que la función de distribución marginal conjunta
X¡ y  X 3 e s tá  dada po r

A / (x ,, x 3) =  F (x , , 0 0 , x3) p a ra  — °o  < x , < 0 0 , — 0 0  < x3 < °o 

y que la función de distribución marginal de A', está  dada  por

/(*. y) =  {
2 4 y ( l  ~  x  -  y )  
0

p a ra  x  >  0 . y  >  0 , x  +  y  <  1 

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

G ( x )  =  F(x ,  co ) p a ra  - 0 0  <  x  <  0 0

G ( x t ) =  F (or,. 0 0 , co ) p a ra  - 0 0  <  <  0 0
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C on respec to  al ejem plo 3.19. use estos resultados para  encon trar
(a) la función de  distribución m arginal con jun ta  de  Af, y X 3\
(b ) la función de  distribución m arginal de X ¡ .

3 .1 0 !  C on referencia  al ejem plo 3.22, verifique que las tres variables a leatorias X x, X 2 
y X 3 no  son independientes, pe ro  que las dos variables aleatorias X x y  X 3 y tam 
bién las dos variables a lea to rias  X 2 y X 3 son independientes p o r parejas.

3 .1 0 2  Si las variab les a lea to rias  in d ep en d ien tes  X  y Y  tien en  las densidades m ar
ginales

/(•O  =

n ( y )  =

p a ra  0  <  x  <  2 

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

p a ra  0  <  y  <  3 

en  c u a lq u ie r o tra  p a rte

encuen tre
(a ) la densidad  de p robab ilidad  con jun ta  de A” y Y\

(b ) el valor de  P { X 2 +  Y 2 >  l ) .

APLICACIONES

3 .1 0 3  C on respecto  al ejercicio 3.84, encuen tre
(a ) la d istribución  m arginal de  X:
(b ) la d istribución  condicional de Y  d ad o  X  =  0.

3 .1 0 4  Si se sacan dos cartas a lea to riam en te  (sin reem plazo) de una bara ja  com ún de 
52 cartas de  juego , Z  es el núm ero  de ases ob ten idos en  la p rim era carta  y W  
es el núm ero  to ta l de  ases ob ten idos en  las dos cartas, encuen tre
(a ) la d istribución  de p robab ilidad  con jun ta  de Z  y W;
(b ) la d istribución  m arginal de  Z;
(c) la d istribución  condicional de W  d ad o  Z  =  1.

3 .1 0 5  Si X  es la p roporc ión  de personas que responderán  a una clase de solicitud por
co rreo , Y  e s  la proporción  q ue  responderán  a o tra  clase de solicitud po r correo, 
y la densidad  de p robabilidad  con jun ta  de X  y Y  está  dada por

’ 2
-  (.r +  4 v) para  ( ) < * <  1 , 0  <  y  <

0  en  cualqu ier o tra  parte

encuen tre  las p robab ilidades de que
(a) al m enos 30%  responderá  a la p rim era clase de solicitud por correo;
(b ) cuando  m ucho 50%  responderá  a la segunda clase de solicitud p o r correo  

d ad o  q u e  ha hab ido  un 2 0 %  de respuesta  a  la p rim era clase de solicitud 
p o r correo .



3.106 C on  respecto  al ejercicio 3.88. encuen tre
(a) la densidad  m arginal d e  P-,
(b) la densidad  condicional de  5  dado  P  =  p \
(c) la p robab ilidad  de que las ven tas se rá n  m enores qu e  30.000 un idades
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3.107 Si X  e s  la can tidad  de  d inero  (en dólares) que un agente de ventas gasta en 
gasolina durante  un día y Y  es la cantidad de d inero  (en  dólares) correspondiente 
que le reem bolsan , la densidad  con jun ta  de estas dos variables a lea to rias  está 
dada p o r

encuen tre
(a ) la densidad  m arginal de  X;
(b ) la densidad  condicional de X  dado  X  =  12;
(c) la p robab ilidad  de que al agen te  de ventas se le reem bolsarán  al m enos $ 8  

cuando  gasta $ 1 2 .

3.108 M uestre que las dos variables aleatorias del ejercicio 3.87 no son independientes.

3.109 La vida útil (en horas) de c ierta  clase de tubo  al vacío es una variab le  a leato ria  
que tiene  la  densidad  de probabilidad

Si tres de estos tubos funcionan independ ien tem en te , encuen tre
(a) la densidad  de p robab ilidad  con jun ta  de X t , X 2 y  X¡ ,  q ue  rep resen tan  las 

longitudes de sus vidas útiles;
(b ) e l valor de P ( X } <  100, X 2 <  100, X 3 2  200).
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cuando  p  =  25 cents.

p a ra  1 0  <  x  <  2 0 , ^  <  y  <  x

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

p a ra  x  >  0

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

REFERENCIAS

Tratam ientos más avanzados o más detallados del m aterial en este capítulo se pueden



CAPÍTULO

4
Esperanza matemática

4.1 IN T R O D U C C IÓ N
4.2  EL V ALO R  ESPERADO D E U N A  VARIABLE ALEATO R IA

4.3 M O M E N T O S
4 .4  TE O R E M A  D E CH EBYSH EV
4.5  F U N C IO N E S  GENERATRICES DE M O M E N T O S
4.6  M O M E N T O S  P R O D U C T O
4.7  M O M E N T O S  DE C O M B IN A C IO N E S  LINEALES DE VARIABLES ALEATORIAS
4.8  ESPERANZA C O N D IC IO N A L

4.1 INTRODUCCIÓN

O rig inalm ente, el concep to  de esperanza m atem ática  surgió en relación con los juegos 
de azar, y en  su form a m ás sim ple es el p roducto  de la cantidad  que un ju g ad o r puede 
ganar y la p robab ilidad  de que ganará. Por ejem plo , si tenem os uno  de  10,000 bo letos 
en  una rifa cuyo p rem io  principal es un viaje que vale $4,800, nuestra  esperanza m ate 

m ática es 4,800 • — - =  $0.48. E sta  can tidad  deb erá  in te rp re ta rse  en el sen tido  de un
1 0 , 0 0 0

$4 800
prom edio: en conjunto  los 10,000 boletos pagarán $4,800 o  en prom edio  =  $0.48

i_ ,  . 1 tJ.UlMJpo r boleto .

Si tam bién  hay un segundo prem io  que vale $1.200 y un te rcer p rem io  con valor 
d e  $400, podem os a rg u m en ta r q ue  e n  co n ju n to  los 10,000 bo letos pagan  $4,800 +

$1.200 + $400 = $6,400, o  en  p rom edio  =  $0.64 p o r boleto. V eam os esto  en una
1U,(X)U

form a d ife ren te , podem os a rgum en tar que si la rifa se rep ite  m uchas veces, p e rd ería 
m os 99.97 p o r c ien to  de las veces (o  con  una p robabilidad  de 0.9997) y ganaríam os ca
da uno  de los prem ios 0.01 po r cien to  de las veces (o  con p robabilidad  de 0.0001). En 
p rom edio  ganaríam os así

0 (0 .9997) +  4 ,800(0 .0001) +  1,200(0.0001) +  400(0 .0001) =  $0.64

que es la sum a de los p roductos ob ten idos al m ultip licar cada can tidad  p o r la p ro b ab i
lidad co rrespond ien te .

129
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En la ilustración de la sección an te rio r, la can tidad  que ganam os fue una variable a lea
to ria , y la esperanza  m atem ática de es ta  variable a lea to ria  fue la sum a de los p roduc
tos o b ten id o s  al m ultip licar cada  va lo r de la  variab le  a lea to ria  p o r  la p robab ilidad  
co rrespond ien te . N os referim os a la esperanza  m atem ática  de una variab le  a lea to ria  
sim plem ente com o su valor esperado, y ex tendem os la definición al caso con tinuo  al 
reem plazar la operación  de sum a p o r la in tegración, así tenem os

d e f in ic ió n  4.1 Si X  es una variable a lea to ria  discreta y  f ( x )  es el valor de  su 
distribución d e  p robabilidad  en x , e l valor esperado de X  es

E ( X )  =  ' Z x - f ( x )
X

D e m anera  co rrespond ien te , si X  es variable a lea to ria  con tinua y f ( x )  es el valor 
de su densidad  de p robab ilidad  en x,  el valor esperado de X  es

E ( X )  =  í  x - f ( x )  dx

En esta defin ición se supone, po r supuesto , que la sum a o  la integral existe; de  o tra  m a
nera . la esperanza  m atem ática está  indefinida.

EJEM P LO  4.1

E n  un lo te de 12 apara to s  de televisión se incluye 2 con cables blancos. Si se e s « n  en 
al azar tres de los apara tos para  enviarse a un hotel, ¿cuán tos de los ap a ra to s  con ca
bles blancos puede  el exped idor espera r env iar a) ho tel?

Solución

Puesto  que x  de  los dos apara to s  con cables blancos y 3 — x  d e  los o tro s  10 ap a 

ratos se p u eden  escoger en  m an eras’ tres  *os ^  apara to s  se p u e 

d e n  e sco g e r de m an e ras , y e s ta s  p o s ib ilid a d e s  son  p re su n ta m e n te

e q u ip ro b ab les , encon tram os q ue  la d istribución  de p robab ilidad  de X ,  el núm e
ro  de ap a ra to s  con cables blancos enviados a l ho tel, es tá  dado  por

ex.”-)/ ( * )  =  ----- 7 ^ 7 -----  x  =  0 , 1 , 2

U J

o, en  form a tabular:
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A hora ,

X 0 1 2

f i x )
6 9 1

11 2 2 2 2

* ( * >  =  ° - T Í  +  1 - ¿  +  2 - ¿  =  í

y puesto  q ue  no es posible env iar m edio  apara to , está  c laro  que el térm ino  “e s
p e ra r” no  se usa en  su sen tido  fam iliar. C iertam en te , deb erá  in te rp re ta rse  com o 
un p rom ed io  tocante  a envíos repetidos hechos en  las condiciones dadas. ▲

4.2

C iertas m edidas cifradas del d iám etro  de separación  de las roscas de un a d ap tad o r tie 
nen  la densidad  d e  probabilidad

í  4
I ~ 7 ------------------- 77 P a r a  0  <  x  <  1

f ( x )  =  t  7r ( l  +  * - )  P
[ o  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

E ncuen tre  el valor esperado  de esta  variab le  a leato ria

Solución

A l usar la definición 4.1, tenem os

y  dx
1 +  

ln 4
 =  0.4413

7T

H ay m uchos p rob lem as donde nos in teresa  no sólo el valor esperado  de  una va
riable a lea to ria  X ,  sino tam bién los valores esperados de variables a leatorias re laciona
das  con X .  A sí, nos p od ría  in te resa r la variab le  a lea to ria  Y,  cuyos valores están  
relacionados con  los de X  p o r m edio  de  la ecuación y  =  g ( x ) ;  para  sim plificar nues
tra  notación, deno tam os esta  variable a lea to ria  con g(A '). P o r ejem plo. g { X )  podría  ser 
X 3 así que cuando  X  asum e el valor de 2, g ( X )  asum e el valor 23 =  8 . Si querem os e n 
co n tra r el valor e sp erad o  de una variable a lea to ria  g ( X ) ,  tal, podríam os p rim ero  d e te r
m inar su d istribución  o  densidad  de  p robab ilidad  (m ed ian te  uno de los m étodos que se
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exam inarán  en  el capítu lo  7) y en tonces usam os la definición 4.1, pe ro  genera lm ente  es 
m ás fácil y m ás d irec to  usar el siguiente teo rem a

tf .o r f .m a  4.1 Si X  es una variab le  a lea to ria  discreta y f { x )  es el valor de su dis
tribución de p robab ilidad  e n  x , el valor e sperado  de g(-V) está  dado  p o r

D e form a co rrespond ien te , si X  es u na  variab le  a leato ria  con tinua y f ( x )  es e l va
lor de su densidad  de  p robab ilidad  en  x, el valor e sperado  de g ( X )  está  d ad o  por

D em ostración . Puesto  que una dem ostración  m ás general rebasa  el alcan
ce de este  tex to , dem ostrarem os aqu í este  teo rem a  sólo para  e l caso don d e  X  es 
discreta y tiene  un in tervalo  finito. Puesto  q ue  y  =  g ( x )  no  necesariam ente  defi
ne una correspondencia  unívoca, supongam os que g ( x )  asum e el va lo r g, cuando 
x  asum e los valores x n , x a , . . . ,  x ^  . E ntonces, la p robab ilidad  que g ( X )  asum i
rá el valor g,  es

EJEM P LO  4.3

Si X  es el n ú m ero  de  puntos tirados con un dado  balanceado, encuen tre  el valor espe
rado  de g ( * )  =  2 X 2 +  1.

£ [* (■ *■ )]=  - m
X

**[*(•*■) =  g¡i =  2  f o n )  
/= '

y si g (x )  asum e los valores g , . g 2  g m. se  sigue que

m

£ [ * ( * ) ]  =  1 .  g. ■ P [ g ( X )  =  g.]

m  n i

=  2 & * 2 / W•-i / - i

i - i  i=\

X

donde la sum a se ex tiende sobre  todos los valores de X.
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Solución

Puesto  que cada resu ltado  posible tiene  la p robab ilidad  g, ob tenem os 

E [ g ( X ) ] =  Í ( 2 * ’ +  l ) - i

= (2-12 + 1 ) - - + (2-6J + l ) - i
94

EJEM P LO  4.4

Si X  tiene la densidad  de p robabilidad

f { x)  =  i e"  par a -t > 0
[ 0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

encuen tre  el valor esperado  de g ( X )  =  e iXI*.

Solución

D e acuerdo  al teo rem a 4.1, tenem os

La determ inación  de las esperanzas m atem áticas a m enudo  se puede  sim plificar 
al usar los sigu ien tes teorem as, que nos perm iten  calcu lar los valores esperados a p a r
tir  de o tras esp eran zas  conocidas o  fácilm ente  calculadas. P uesto  que los pasos son 
esencialm ente los m ism os, algunas dem ostraciones se harán  para  el caso discreto  o p a 
ra  el caso continuo; o tras  se dejan  com o ejercicios para  el lector

t e o r e m a  42 Si a y b  so n  co n s ta n te s , e n to n ce s

E ( a X  +  ¿>) =  a E ( X )  +  b



D em ostración . A l usar el teo rem a 4.1 con g { X )  =  a X  +  b,  ob tenem os

E ( a X  +  b )  =  í  ( ax  +  b )  ■ f { x )  dx  
J -oo

=  a f X ' f ( x )  d x  +  b í f ( x )  dx
J-oo J-oo

=  a E ( X )  +  b  ▼

Si hacem os b =  0  o  a =  0, se sigue del teo rem a 4.2 que
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c o r o l a r io  1 Si a  es una constan te, en tonces

E ( a X )  =  a E ( X )  

c o r o l a r i o  2 Si b  es una constan te , en tonces

E { b )  =  b

O bserve que si escribim os E ( b ) ,  la constan te  b  se p u ed e  considerar com o una variable 
a lea to ria  que siem pre  asum e el valor b.

TEOREMA 4 3  SÍ C , ,  C 2 , . . ,  y c„ s o n  c o n s ta n te s ,  e n to n c e s

E =  í c .  £ [* ,< * ) ]
1 -1 i- 1

D em ostración . D e acuerdo  al teo rem a 4.1 con g ( X )  =  c ig, (A’), o b te 
n e m o s i=i

i=i2 cí& ( * ) 1 =  2
J  r l i = l

=  ¿  2  c>g¡(x)f(x)
i=l «

=  2  2  & (* ) /(* )
i - i  »

=  ^ c t E[ g t ( X ) ]

A x )

«=t



EJEM P LO  4.5

R ecurrim os al hecho  de que

E ( X 2) =  ( l 2 +  22 +  3 2 +  4 2 +  52 +  6 2) =  y

p a ra  la variable a lea to ria  del ejem plo 4.3, rehaga ese ejem plo.

Solución

Q 1  Q 4

E ( 2 X 2 +  l )  =  2 E ( X 2) +  1 =  2 - —  + 1 = —  ▲
o  3

E JEM P LO  4.6

Si la densidad  de p robab ilidad  de X  está  dada por

2 ( 1  — * )  p a ra  0  <  x  <  1
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(a ) dem uestre  que

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

E W  ( , +  l K r + 2 )

(b) y  use este  resu ltado  para  evaluar

£ [ (  2 X  +  1)! ]

Solución

(a) E ( X ' )  =  f  xr - 2 { \  -  x ) d x  =  2 f  (xT -  x r+l) dx
J o  Jo

=  2 ( — 1________ L - )  = ________2 ______
\ r  +  1 r  +  2 /  ( r + l ) ( r  +  2 )

(b ) P u es to  que E [ { 2 X  +  1 )2] =  4 E ( X 2) +  4 E ( X )  +  1 y la sustituc ión  de

r  =  l y r  =  2 e n l a  fórm ula an te rio r nos da E ( X )  =  =  | y  E ( X 2) =
2 i  2 * 3  3

=  —, obtenem os
3 - 4  6 ’

E[{ 2 X  +  1)2J =  4 - |  +  4 - j  +  1 =  3 ▲

EJEM P LO  4 .7

D em uestre  que

E [ ( a X  +  ó )" ]  =
o V ‘ /



136 Capítulo  4 : Esperanza matemática

So lución

Puesto que (ax + b ) n =  ¿  j í 0-*)” 'b ‘ de acuerdo  al teo rem a 1.9, se sigue que

E [ { a X  +  b ) n] =

=  ¿ ( " V - ' W ' )  A,=o VT/

El concepto  de una esperanza m atem ática  se puede am pliar fácilm ente a  situacio
nes que im plican m ás de  una variable a lea to ria . P or ejem plo, si Z  es la variable a lea to 
ria cuyos valores están  relacionados con los de las dos variables a lea to rias X  y Y  p o r 
m edio  de la ecuación  z  =  g ( x ,  .y), se puede dem ostra r que

t e o r e m a  4 .4  Si A' y K son variables aleatorias discretas y f ( x , y )  es el valor de 
su distribución de probabilidad conjunta en  (* , y ) ,  el valor esperado  de g ( X ,  Y)  es

D e m anera  co rrespond ien te , si X  y Y  son variables a leatorias continuas y f (x,  y ) 
es el valor de su densidad  de p robab ilidad  conjunta en  (jc, y ) , el valor esperado

La generalización de este  teo rem a a funciones de  cualquier núm ero  finito  de variables 
aleatorias es d irecta

Con respecto  al e jem plo  3.12, encuen tre  el valor esperado  de g (A \ Y) =  X  +  Y.

*  y

d e  g ( X ,  Y )  es

E [ g ( X ,  Y ) ]  =

E JEM P LO  4.8

So lución

2  2

E ( X  +  Y) =  2  +  y )  - / ( x . y )
«■*0 y- 0

=  (0 +  0) i  +  (0 +  1 ) . |  +  (0 +  2 ) . ¿  +  (1 +  0) - J  

+ (l + l ) - i + ( 2  + 0 ) - ^
10
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Si la densidad  de p robabilidad  con jun ta  d e  X  y Y  está dada  por

/ u .  y)  =
-  (x +  2y )  para 0  <  x  <  \ ,  \  <  y  < 2

0  en cualqu ier o tra  parte

encuen tre  el va lo r esperado  de g { X . Y )  =  X / Y i .

Solución

£ ( / í y ! )  =  í í ' ^ ^ - '

*

L o siguien te  es o tro  teo rem a que tiene aplicaciones útiles en traba jo  subsecuen
te. Es una generalización del teo rem a 4.3, y su dem ostración  es paralela a la dem o stra 
ción de ese teorem a.

TEOREMA 4 .5 Si C j, c2, . . . ,  y  c„ son constantes, en tonces
n n

E 2  ........-V») =  2  ........X .)]
1 = ! ¡=1

EJERCICIOS

4 1  Para ilustrar la dem ostración  del teo rem a 4.1, considere la variable a lea to ria  X , 
que  asum e los valores —2, —1. 0, 1. 2 y 3 con  p robab ilidades / ( —2 ), / (  —1), 
/(O ). /(1 )»  / (2 )  y f {3 ) .  Si g ( X )  =  A’2, encuen tre
(a ) 8 1 > £ :- 8 i  y 8 4 • l° s cu a tro  valores posibles de g ( x ) \
(b ) las p robab ilidades P [ g ( X )  =  g ,] para  1 =  1, 2. 3, 4;

4

(c) £ [g (A ')]  =  2  8 ¡ ' P [ g ( X )  =  & ]. y m uestre que es igual a
í= í

4 .2  D em uestre  el teo rem a 4.2 para  variables a lea to rias discretas.
4 .3  D em uestre  el teo rem a 4.3 p a ra  variables a lea to rias continuas.
4 .4  D em uestre  el teo rem a 4.5 para  variables a lea to rias discretas.
4 .5  D adas dos variables a lea to rias continuas X  y Y,  use e l teo rem a 4.4 p a ra  exp re 

sar E { X )  en  térm inos de
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(a) la densidad  con jun ta  de A’ y y;

(b ) la densidad  m arginal de X.

4 .6  O btenga  el valor esperado  de la variable a lea to ria  d iscreta  X  que tiene la dis
tribución  de p robabilidad

U -  2|
/ ( * )  = p a ra  jr =  —1 ,0 ,  1 ,3

4 .7  O btenga el valor e sperado  de la variable a lea to ria  Y  cuya densidad  de  p ro b a 
bilidad es tá  dada  por

f l
-  (y +  1) p a ra  2 <  y  <  4
O
0 en  cualquier o tra  pa rte

4 .8  O btenga el valor e sperado  de  la variable a lea to ria  X  cuya densidad  de  p ro b a 
bilidad es tá  dada  por

x  p a ra  0  <  x  <  1

f ( x )  =  2 — x  p a ra  l á r < 2

0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

4 .9  (a ) Si X  asum e los valores 0, 1, 2 y 3 con  p robab ilidades T2 5 . m . i b  y m » e n *
cuen tre  E ( X ) y E ( X 2).

(b ) Use los resultados del inciso (a) para  determ inar el valor de £ [ ( 3 X  +  2 )2].

4 .1 0  (a ) Si la densidad  de p robab ilidad  de  X  e s tá  dada  p o r

p a ra  1 <  x  <  3
ñ * )  = * ( ln  3) 

0 en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte  

encu en tre  E ( X ) ,  E ( X 2) y E ( X 3).

(b ) Use los resultados de la parte (a) para determ inar E ( X 3 +  2 X 2 — 3 X  +  l ) .

4 .1 1  Si la densidad  de p robab ilidad  de X  está  d ada  po r

X
2
1

2
3 — x  

2

0

p a ra  0  <  x  á  1

p a ra  1 <  x  S  2

p a ra  2  <  x  <  3

e n  c u a lq u ie r  o t r a  p a r te

en cu en tre  los valores esperados de g ( X )  =  X 2 — 5 X  +  3.
4 .1 2  C on resp ec to  al ejercicio 3.61, encuen tre  £ ( 2 ^  — Y) .
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4 .1 3  C on respecto  al ejercicio 3.67, encuen tre  E ( X / Y ) .

4 .1 4  C on respecto  al ejercicio 3.76, encuentre  el valor esperado  de U = X  +  Y  +  Z .

4.15 C on respecto  al ejercicio 3.82, encuen tre  el valor e sperado  de W  — X 2— Y Z .

4.16 Si la d istribución  de p robabilidad  de X  está  dada  p o r

f ( x ) =  ( | )  p a ra  x  =  1, 2. 3 , . . .

dem uestre  q u e  E (  2x ) no  existe. Ésta es la fam osa paradoja de Petersburgo, se
gún la cual la esperanza de un jugado r es infinita (no  existe) si recib irá 2X d ó 
lares cu an d o , en  una serie  de lanzam ien tos de una m oneda  ba lan cead a , la 
p rim era  cara  aparece  en  el xésim o tiro.

A P LICAC IO N ES

4.17 La p robab ilidad  de que la Sra. V élez venderá  un a  p rop iedad  con una ganancia 
de  $3,000 e s  la p robab ilidad  de que la venderá  con  una ganancia de  $1,500 
es ¿ , la p robab ilidad  de que salga a m ano es ¿ , y la p robab ilidad  de que p e r
derá  $1,500 es ¿C uál es su ganancia esperada?

4.18 U n juego  d e  azar se considera  ju s to , o  equita tivo , si la esperanza de cada  juga
do r es igual a cero. Si alguien nos paga $10 cada vez q ue  tiram os un 3 o un 4 
con un d a d o  balanceado, para  hacer el ju ego  equita tivo , ¿cuán to  debem os p a 
gar a esa pe rsona  cuando  lanzam os un 1, un 2, un 5 o  un 6 ?

4 .1 9  E l geren te  de una paste lería  sabe que el núm ero  de paste les de chocolate que 
p uede  vender en  un día dado  es una variable a lea to ria  que tiene  la distribución 
de  p robab ilidad  f ( x ) =  g p a ra  x  =  0 ,1 ,2 ,3 ,4  y 5. T am bién  sabe que hay una 
ganancia de  $ 1  p o r  cada  pastel que él venda y una pérd ida  (causada p o r la des
com posición) de $0.40 p o r cada  paste l que no vende. Supongam os que cada 
pastel p u ed e  venderse sólo en el día en que se hace, encuen tre  la ganancia es
perada  del paste lero  p a ra  un día en  q ue  hornee

(a) uno  d e  los pasteles;

(b ) dos d e  los pasteles;

(c) tres  d e  los pasteles;

(d ) cu a tro  de los pasteles;

(e) cinco d e  los pasteles.

¿C uántos debe  h o rn ear para  m axim izar su ganancia esperada?

4.20 Si la ganancia de una contratista  en  un trabajo  de construcción se puede conside
rar com o una variable aleatoria  continua que tiene la densidad  de probabilidad

/ tx )  =  | s (" * l )  P» r a - ! < ' < 5

\  0  en cualqu ier o tra  parte

d on d e  las un idades están  en $ 1 ,0 0 0 , ¿cuál es su ganancia esperada?
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4.21 C on  respec to  al ejercicio 3.53, ¿qué desgaste de uno  de los neum áticos puede 
espera r o b ten e r el d ueño  de  un au to?

4 J 2  C on  respec to  al ejercicio 3.54, ¿cuál es el consum o de agua e sperado  en la ciu
dad  p a ra  cualqu ier d ía dado?

4.23 C on  resp ec to  al ejercicio 3.88. encuen tre  E ( P S ) ,  los ingresos esperados de la 
m ercancía.

4.24 El señor A rias y la señorita  Sánchez están  apostando  en  lanzam ientos rep e ti
dos de u na  m oneda. A l p rincip io  del ju eg o  el señor A rias tiene a dó lares y la 
seño rita  Sánchez tiene b  dó lares, en  cada lanzam ien to  el p e rd ed o r paga al ga
n ad o r un dó lar, y el ju eg o  con tinúa  hasta  que uno  de  los dos jugado res  está 
“a rru in ad o .” R ecurra  al hecho  de que en un juego  equ ita tivo  la esperanza  m a
tem ática  de cada  ju g ad o r es cero , encuen tre  la p robab ilidad  de que el señor 
A rias g an a rá  a la señorita  Sánchez sus b  dó lares an tes de  p e rd e r sus a dólares.

4.3  M OM ENTOS

E n  estadística, las esperanzas m atem áticas definidas aqu í y en la definición 4.4. llam a
das los momentos de la d istribución  de  una variable a lea to ria  o  sim plem ente los mo
mentos de una variable a lea to ria , son de especial im portancia.

d e f in ic ió n  4 ^  El résim o m om ento  a lred ed o r del origen de u na  variable a lea 
to ria  X ,  d en o tad o  po r p .', es el valor e sperado  de X r\ sim bólicam ente,

t i  =  E { r )  =  5 X - / W
X

para  r  =  0, 1, 2 , . . .  donde X  es d iscreta, y

Mr =  E ( X ' )  =  f  x ' - f { x ) d x
J -0 o

donde X  es continua.

Es de in te rés  señalar que el térm ino  “m om ento"  viene del cam po de la física: si 
las can tidades f \ x )  en el caso d iscre to  fueran  pun tos de m asa que actúan  perpend icu 
larm ente  al eje x  a distancias x  del origen, fi\  sería la coo rdenada  x  del cen tro  de  g ra 
vedad, esto  es, el p rim er m om ento  dividido p o r 2  f ( x )  =  1 , y  fi'2 sería el m om ento  de 
inercia. E sto  tam bién  explica p o r  qué los m om entos / i ' se llam an m om entos a lrededor 
del origen: en analog ía  a la física, la longitud del b razo  de palanca  en cada caso es la 
d istancia desde el origen. L a  analogía  tam bién  se aplica en  el caso con tinuo , d onde  /¿í 
y f i '2 podrían  se r la coordenada x  del cen tro  de gravedad  y el m om ento  de inercia de 
una varilla de densidad  variable.

C uando  r  =  0, tenem os n'0 =  E ( X ° )  =  £ ( l )  =  1 el coro lario  2 del teo rem a  4.2 
y es te  resu ltad o  está, com o deb iera  se r. de  acuerdo  con  los teorem as 3.1 y 3.5. C uando
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r  — 1, tenem os fx\ =  E ( X ) ,  que es ju stam en te  el valor e sperado  de la variable a lea 
to ria  X , y en  vista de su im portancia en  la estadística le dam os un sím bolo especial y 
un nom bre  especial

d e f in ic ió n  4 3  n \  se  llam a la m edia de  la d is trib u c ió n  de  X ,  o  s im p le m e n te  la 
m ed ia  de  X.  y se  d e n o ta  con  ix.

Los m om entos especiales que defin irem os a continuación son de im portancia  en 
la estadística p o rque  sirven para  describ ir la form a de la distribución de una variable 
a lea to ria , esto  es, la  form a de  la gráfica de su distribución o  densidad  de probabilidad .

d e f in ic ió n  4.4 El résim o m om ento  a lred ed o r del origen de  una variable a lea 
to ria  X ,  d eno tado  po r n , , es el valor esperado  de ( X  — /x)r; sim bólicam ente,

=  E [ ( X  -  M)']  =
X

para  r =  0, 1 , 2 , . . .  cuando X  es d iscreta, y

=  £ [ ( *  -  m )'] =  (-<■ -  dx

cuando  X  es continua

A dvierta  que f i0 =  1 y ¿i, =  0  para  cualqu ier variable a lea to ria  para  la cual fx exista 
(véase el ejercicio 4.25).

E l segundo m om ento  a lrededo r de la m edia es de especial im portancia en es ta 
dística porque indica la am plitud  o  dispersión de la d istribución  de una variable a lea
toria; así, se le da un  sím bolo especial y un nom bre  especial.

DEFINICIÓN 4 3  f i 2 se llam a la varianza de la distribución de X,  o  sim plem ente la 
varíanz.a de  X ,  y  se den o ta  por a 2, var(X)  o  V'(A'): a .  la raíz cuadrada  positiva de 
la varianza, se llam a la desviación estándar.

La figura 4.1 m uestra  cóm o la varianza refleja la am plitud  o dispersión de  la d istribu
ción de una variab le  a leatoria. M ostram os aqu í los h islogram as de las d istribuciones de 
p robabilidad  de cu a tro  variables a lea to rias con la m ism a m edia fx =  5 pe ro  con varian- 
zas iguales a  5.26. 3.18, 1.66 y 0.88. C om o se puede ver, un valor pequeño  de a 2 sugie
re que es p robab le  que ob tengam os un valor cercano  a la m edia, y un valor g rande de 
a 1 sugiere que hay  una m ayor p robab ilidad  de sacar un valor q ue  no está  cercano  a  la 
m edia. E sto  se exam inará  m ás am pliam ente  en  la sección 4.4. U n breve exam en de có-
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1 2 3 4 5 6 7 8 9  

H = 5 y tr2 =  1.66 ¿i =  5 y a 2 =  0.88

Figura 4.1 Distribuciones con diferentes dispersiones.

m o /x3, m om ento  a lred ed o r de  la m edia, describe la s im etría  o  asim etría  (falta  de sim e
tría) de u na  distribución  se d a  en  el ejercicio 4.34.

E n m uchos casos, los m om entos a lrededor de la m edia se ob tienen  al calcu lar p ri
m ero  los m om entos a lrededo r del origen y en tonces expresar el ai, en  térm inos del n'r . 
C on este  fin, se le pedirá al lector que verifique una fórm ula general en el ejercicio 4.33. 
A quí, s im plem ente  derivarem os la siguiente fórm ula de  cálculo para  o 2.

TEOREMA 4 .6

* K» II •P KJ 1

1= W

D em ostración

«í K» II 1 M

=  E { X 1 -  2 txX  +  ¿i2)

=  E { X 2) -  2 f i E ( X )  +  E { ai2)

=  E ( X 2) -  2 n - n  +  n 2

=  a4  -  t i 2 ▼
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E JE M P L O  4 .10

U se el teo rem a 4.6 p a ra  calcular la varianza  de X ,  que rep resen ta  e l núm ero  de  puntos 
lanzados con un d ad o  balanceado.

So lución

P rim ero  calculem os

„  =  £ ( * )  =  ! . i  +  2 - i  +  3 - i  +  4 . i  +  5 - i  +  6 . i

_  7  

“  2

A hora.

= £(X!) = l2- i  + 2; 4  + 3=4  + 4 * 4  + +6 6 6 6 6 6

91
6

y se sigue que

,  9 1  / 7 V  3 5

T  -  V2 J  = n

E JEM P LO  4.11

C on respecto  al ejem plo 4.2, encuen tre  la desviación estándar de la variable aleatoria  X . 

So lución

E n el e jem plo  4.2 m ostram os que ¿i =  E ( X )  =  0.4413. A hora

• i 2

dx
*  - E =  H  r f ?

=  1 - !  7T

=  0.2732

y se sigue que

a 2 =  0.2732 -  (0 .4413)2 =  0.0785 

y o- =  V 0 .0 7 8 5  =  0.2802. ▲
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El siguien te  es o tro  teo rem a que reviste im portancia para  el trab a jo  relacionado 
con desviaciones es tándar o  varianzas.

t e o r e m a  4 .7  Si X  tiene la varianza en tonces

var(uA r +  b)  =  a2 a 2

La dem ostración  de este teo rem a se le de jará  al lector, p e ro  señalem os los siguientes 
corolarios: para  a =  1 , encon tram os que añad ir una constan te  a  los valores de una va
riable a lea to ria , resu lta  en  un desp lazam ien to  de todos los valores d e  A* a la izquierda 
o  la derecha , no afecta de m anera  alguna la am plitud  de la distribución : p a ra  b  =  0 , 
encon tram os q u e  si los valores de u na  variable a lea to ria  se m ultiplican po r una cons
tan te , la varianza se m ultiplica po r el cuadrado  de esa constan te, lo que resu lta  en  un 
cam bio co rrespond ien te  en  la am plitud  de la distribución.

4.4  TEOREM A DE CHEBYSHEV

Para dem ostra r cóm o tr o  <r2 es indicativo de la am plitud o  d ispersión  de la d istribu
ción de una variab le  a lea to ria , dem ostrarem os aho ra  el siguiente teo rem a, llam ado teo
rema de Chebyshev en  h ono r del m atem ático  ruso  del siglo x ix , P. L  Chebyshev. A quí 
sólo lo p robarem os p a ra  el caso con tinuo , dejam os el caso  d iscre to  com o un ejercicio.

t e o r e m a  4 .8  ( Teorema de C hebyshev)  Si f i  y a  son la  m edia y la  desviación es
tán d a r  de una variable a lea to ria  X ,  en tonces para  cualqu ier constan te  positiva k

la p robab ilidad  es al m enos  1 — - i  que X  asum irá un valor d en tro  de k  desvia-
fv

ciones e s tá n d a r  de la m edia; sim bólicam ente

l
k

P ( \ X  -  f i \  <  k o )  S  1 -

D em ostración . D e acuerdo  con las defin iciones 4.4 y 4.5, escribim os

<T2 =  E[ ( x  -  / i ) 2] =  J  ( x  -  dx

E ntonces, a l dividir la in tegral en  tres partes  com o se m uestra  en  la figura 4.2, o b 
tenem os

— k o  ¿.ji + Acr
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Figura 4 .2  Diagrama para dem ostración del teorem a de Chebyshev.

P uesto  que el in teg rando  (x  -  f i ) 2 • / ( x )  es no negativo, podem os fo rm ar la d e 
sigualdad

a 2 ^  í  {x  -  m )2 - A x )  dx  +  í  {x  -  ¡ i ) 2- f ( x )  d x
J - o c J i t + k o

al bo rra r la segunda integral. Por consiguiente, puesto  q ue  (x  — / i ) 2 £  k?cr2 pa- 
ra  x  ^  fx — k a  o  x  £  /x +  k a  se sigue que

■ lÁ — krr

■ . ;  ; dx
I  f i  +  ko

a 2 £  í  k 2a 2 ' f { x ) d x +  f  k 2a 2 ‘f { x )  
J —oo Jti + ktr

y de ah í que
, rv -ka  f »»

— I  M  dx  +  /  M  dx
K  J - * a  J u  +  kir

siem pre y cuando  a 2 ^  0. Puesto  que la sum a de las dos in tegrales en  el lado  d e 
recho  es la p robab ilidad  de que X  asum irá un valor m enor que o  igual a / i  — k a  
o  m ayor que o  igual a ¡x +  ka •, hem os dem ostrado  así que

/> (\ X - i i \  £  k a )  ^  ¿

y se sigue que

P ( \ X  -  M| <  k a )  £  1 -  p

1 3
P or ejem plo , la p robab ilidad  es al m enos 1 — ~  q ue  una variable a leato ria

X  asum irá un valor d en tro  de dos desviaciones es tán d a r de  la m edia, la p robab ilidad  es 
1 8

al m enos 1 — =  — que asum irá un valor d en tro  de tres  desviaciones es tán d a r de la

1  2 4
m edia y la probabilidad es al m enos 1 — =  —  que asum irá un valor den tro  de cinco

desviaciones es tán d a r de la m edia. Es en  este  sen tido  que a  con tro la  la am plitud  o  dis
persión  de  la d istribución  de una variable a leatoria. C laram ente , la p robabilidad  dada
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p o r el teo rem a  d e  C hebyshev es solam ente un lím ite inferior; si la p robab ilidad  de que 
u na  variab le  a le a to r ia  dada  asum a un va lo r d e n tro  de k  desv iac iones e s tá n d a r  d e  la

m edia sea rea lm en te  m ayor que 1 — y, si es así, no  podem os decir p o r cuán to , p e 

ro  el teo rem a de C hebyshev nos asegura que esta  p robabilidad  no puede  ser m enor que 

1 — p r . Sólo cuando se conoce la distribución de una variable aleatoria podem os calcu

lar la p robab ilidad  exacta.

E JEM P LO  4.12

Si la densidad  de p robab ilidad  de X  está  dada po r

í  630x4( l  — x ) 4 p a ra  0  <  x  <  1
\  0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

encuen tre  la p robab ilidad  de que asum irá un valor d e n tro  de dos desviaciones es tán 
d a r  de  la m edia y  com pare esta  p robab ilidad  con el lím ite in ferior p ropo rc ionado  po r
el teo rem a de Chebyshev.

So lución

La in teg rac ión  d irec ta  nos m uestra  qu e  /x =  5 y tr2 =  ¿ ,  de  m an era  que 
(t  =  V l / 4 4  o  aprox im adam ente  0.15. Así, la p robab ilidad  de q ue  X  asum irá un 
valor d e n tro  de dos desviaciones es tándar de la m edia es la p robab ilidad  de  que 
asum irá un valor en tre  0 . 2 0  y 0.80. esto  es,

. 0  80

P (0 .2 0  <  X  <  0 .80) =  /  630x4( 1 -  x ) 4 dx
J  0.20

=  0.96

O bserve qu e  la aseveración “ la  p robab ilidad  es 0.96” es una aseveración m ás fir
m e que "la  p robab ilidad  es al m enos 0.75”, la que es p roporc ionada p o r el te o re 
m a de C hebyshev. ▲

4.5 FUNCIONES GENERATRICES DE M OM ENTOS

A u n q u e  los m om entos de la m ayoría de las d istribuciones se p u eden  d e te rm in a r  d i
rec tam en te  al eva luar las in tegrales o  sum as necesarias, un  p roced im ien to  a lternativo  
algunas veces p roporciona sim plificaciones considerables. E sta  técnica utiliza las fu n d o 
nes genera trices d e  m om entos.

d efin ic ió n  4 .6 La función genera triz  de m om entos de una variable a lea to ria  X , 
donde  existe, es tá  dada  p o r
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M,{<) = E(e'*) =

cuando  X  es d iscreta  y

M A t )  = j  e " - f { x ) d x

cuando  X  es continua.

L a variable independ ien te  es /, y p o r lo general estam os in teresados en los valores de 
i en  la cercanía d e  0 .

Para exp licar po r qué nos referim os a esta función com o una función “generatriz  
de m om entos", sustituyam os por elx su expansión en  la serie de M aclaurin, esto  es,

e'x =  1 +  t t  +  ^  +  ^  +  -  +  ^  +  -
2 ! 3 ! r.

Para el caso d iscreto , ob tenem os así

V v W =  s [
, + „  + t i  + ... + t i  +

2! r! A * )

= ’Z ñ x )  +  t • 2 x f { x ) +  2 x 2f ( x ) +  ••• +  2 *7 ( x ) +
X i  Í  ' •  X

1 +  t i l  +  M2 +  "■ +  Mr

y se puede ver q ue  en  la serie  de  M aclaurin de la función genera triz  de m om entos de 

X  el coeficiente d e  e s  /z ',  cl résim o m om ento  a lrededo r del origen. E n el caso con

tinuo, el a rgum en to  es e l mismo.

EJEM P LO  4.13

E ncuen tre  la función  genera triz  de m om entos de la variable a lea to ria  cuya densidad  de 
probab ilidad  es tá  dada po r

/ ( * )
- { f

p a ra  x  >  0

e n  c u a lq u ie r o tra  p a rte

y úsela para  en co n tra r una expresión para  /x '.
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So lución

Por definición

Mx ( i )  =  E( e ' x ) =  e T -é -*  dx

e -W -i)  dx

C om o es b ien  sabido, cuando  | í |  <  1 la serie de M aclaurin para  es ta  función ge
nera triz  de m om entos es

M x {t) =  1 +  t +  r  +  t3 +  +  f  +  •••

t  t2 r1 f
=  1 +  1 ! - - +  2 ! - -  +  3 ! . -  +  +  r ! . -  +  -

y p o r tan to  p a ra  r  =  0 . 1 , 2 . ___ ▲

La dificultad  principal al usar la serie de M aclaurin de una función genera triz  de 
m om entos p a ra  de te rm in a r los m om entos de una variable a leato ria  genera lm ente  no  es 
e ncon trar la función genera triz  de m om entos, sino expandirla  en  la serie de M aclaurin. 
Si sólo estam os in teresados en  los pocos prim eros m om entos de  una variable a leatoria, 
digam os, ¿i', y f i2 , genera lm ente  podem os sim plificar su determ inación  m edian te  el si
guiente teorem a.

TEOREMA 4 .9

<TA# , ( 0 __ 9
d f Pr

í= 0

E sto  se sigue del hecho qu e  si una función se expande com o una serie exponencial en 

t, e l coeficiente de-y  es la résim a derivada de la función con respec to  a  / en /  =  0 .

E JEM P LO  4 .1 4

D ado  que X  tiene  la distribución de p robabilidad  f ( x )  =  Para  *  =  0 ,1 ,2  y 3, 

encuen tre  la función generatriz  de m om entos de esta  variable a lea to ria  y úsela para  d e 

term inar fi\  y fi'2 ■
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Solución

D e acuerdo  a  la definición 4.6

=  ^ ( 1  +  3e' +  3e^ +  e3')
O

E ntonces, p o r  el teo rem a 4.9

=  m ; ( 0 ) =  g ( l  +
1 = 0

3

2

Mi =  A í; (0 )  =  ^ ( 1  +  e ')e :' +  | ( 1  +  , - ) V =  3

»=o

A m enudo  el trabajo  que im plica el uso de funciones generatrices de m om entos 
se puede sim plificar al asar el siguiente teorem a.

t e o r e m a  4 .1 0  Si a y b son constan tes, entonces

1. A/,+„(f) =  El,'-1'*'»] =

2 . M t x ( , )  =  £ ( / " )  =  M x (b,y.

3. M ^ ( 0  =  E ^ ^ ' ]  =

La dem ostración  d e  este teo rem a se deja  al lector en  el ejercicio 4.46. C om o verem os 
m ás adelan te , la p rim era  parte  del teo rem a es de  especial im portancia cuando a =  —/i, 
y la tercera  pa rte  e s  de especial im portancia cuando a = —fj. y b = <r, en  cuyo caso

M x ^ t )  =
(f \

EJERCICIOS

4.25 C on  resp ec to  a  la defin ición  4.4, dem uestre  que f i0 =  1 y qu e  /x, =  0 p a ra  
cualquier variable a lea to ria  para  la que exista E ( X )  .

4 J 6  E ncuen tre  n ,  ¿tí y <r2 p ara  la variable a lea to ria  X  que tenga la d istribución  de 
p robab ilidad  f ( x )  =  5 p ara  x  =  — 2  y x  =  2.



4.27 E ncuen tre  ¡x, fi'2 y <x2 para  la variable a leato ria  X  que tiene la densidad  de p ro 
babilidad

p a ra  0  <  x  <  2 

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

4.28 E ncuen tre  ¡i'r y cr2 para  la variable a lea to ria  X  que tiene la densidad  de  p ro b a
bilidad

1 1
p a ra  1 <  x  <  3

f ( x )  =  In 3 x
0  en  c u a lq u ie r o tra  p a rte

4.29 D em uestre  el teo rem a 4.7.
4 3 0  C on respec to  al ejercicio 4.8. encuen tre  la varianza de g ( X )  = 2 X  +  3.
4 3 1  Si la variable a lea to ria  X  tiene la m edia /¿ y la desviación es tándar cr, d em ues

tre  que la variable aleatoria  Z  cuyos valores están relacionados con los de X  por

m edio  de  la ecuación z  —  ----- — tiene E ( Z )  =  0  y v a r (Z )  =  1
(T

U na d istribución  q ue  tiene la m edia 0  y la varianza 1 se dice que está  en  form a
norm al, y cuando  efectuam os el cam bio de variable an te rio r, decim os que es ta 
m os norm alizando la distribución de  X.

4 3 2  Si la densidad  de  p robab ilidad  de X  está  dada por

_  í  2 x ~ 3 p a ra  x  >  1

\  0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

verifique si existen  su m edia y su varianza.
4 3 3  D em uestre  que

~  ( [ ) * * ' - 1 +  *** +  ‘ M< +

+  ( - 1  r ’( r  -  1 ) V

para  r  — 1, 2, 3 , . . . ,  y use esta  fórm ula para  expresar n 3 y en  térm inos de 
m om entos a lred ed o r del origen.

4 3 4  La s im etría  o  asim etría  (falta  de sim etría) de  una distribución a m enudo  se m i
de po r la cantidad

„  _  M i
“ 3 “  o-3

U se la fórm ula para  f i 3 o b ten ida  en  el ejercicio 4.33 para  de te rm inar a 3 p a ra  ca
da una de las siguientes distribuciones (las cuales tienen  m edias y desviaciones 
estándar iguales):

(a ) / ( 1 )  =  0.05, f [ 2 ) =  0.15, / ( 3 )  =  0.30, / ( 4 )  =  0.30, f { 5) =  0.15 y 
/ ( 6 ) =  0.05;

150 Capítulo  4 : Esperanza matemática



Sección 4 .5 : Funciones generatrices de m om entos 151

(b ) / ( 1 )  =  0.05, / ( 2 )  =  0.20, / ( 3 )  =  0.15, / ( 4 )  =  0.45, 5) =  0.10 y
/ ( 6 ) =  0.05.

T am bién  d ibu je  los h istogram as de las dos d istribuciones y adv ierta  que m ien
tras la p rim era  es sim étrica, la segunda tiene una “co la” en  el lado  izquierdo  y 
se dice q ue  es negativam ente  asim étrica.

4 3 5  El grado en  el cual una distribución sea puntiaguda o  aplanada, tam bién se cono
ce com o la curtosis de la distribución, a m enudo se m ide po r m edio de la cantidad

U se la fórm ula para  /x4 ob ten ida  en  el ejercicio 4.33 para  en co n trar a 4 para  ca
da una de las siguientes d istribuciones sim étricas, de la cual la p rim era  es más 
p un tiaguda  (pico m ás angosto) que la segunda:

(a) / ( —3 ) =  0.06, / ( —2 ) =  0.09, / ( — 1) =  0.10. / ( 0 )  =  0.50, / ( 1 )  = 0 .1 0 , 
f i 2) =  0.09 y / ( 3 )  =  0.06:

(b ) / ( —3 )  =  0.04. f { - 2 )  =  0 .1 1 , / ( - l )  =  0 .2 0 , / ( 0 )  =  0 .3 0 ,/(1  ) =  0.20, 
/ ( 2 )  =  0.11 y / ( 3 )  =  0.04.

4.36 R epita  los pasos usados en la dem ostración  del teo rem a 4.8 para  p robar el teo
rem a de C hebyshev para  una variable a lea to ria  d iscreta  X.

4 3 7  D em u estre  qu e  si X  es una va riab le  a lea to ria  con la m ed ia  n  p a ra  la cual 
f ( x )  =  0  p a ra  x  <  0 , en tonces p a ra  cualquier constan te  positiva a.

E sta desigualdad  se llam a desigualdad de M arkov. y la dam os aqu í principal
m en te  p o rque  nos lleva a una dem ostración  a lternativa , rela tivam ente  sim ple 
del teo rem a  de Chebyshev.

4 .3 8  Use la desigualdad  del ejercicio 4.37 para  p robar el teo rem a  de  C hebyshev [Su- 
g a e rc La: sustituya (A" — n ) 2 en  vez de A'.]

4 3 9  ¿C uál es el valor m ás pequeño  de  k en  el teo rem a de C hebyshev para  el q ue  la 
p ro b ab ilid ad  de qu e  una variab le  a lea to ria  asum a un valor e n tre  /x — krr y 
fx +  k a  sea

(a) al m enos 0.95;

(b ) al m enos 0.99?

4 .4 0  Si hacem os k v  =  c en el teo rem a  de Chebyshev, ¿qué afirm a este  teo rem a so
bre  la p robab ilidad  de  que una variable a lea to ria  asum a un valor en tre  n  — c 
y \ i  +  c?

4 .4 1  E ncuen tre  la función genera triz  de m om entos de  la variable a lea to ria  d iscreta 
X  que tien e  la d istribución  de probabilidad

p a ra  x  =  1, 2, 3 . . . .

y úsela p a ra  de te rm inar los valores de /xj y ¿i í .
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4.42 E ncuen tre  la función genera triz  de m om entos de  la variable a lea to ria  continua 
X  cuya densidad  de p robab ilidad  está  dada  por

=  /  1 Pa ra  0  <  x  <  I
\  0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

y úsela p a ra  encon trar n \ . n 2 y a 2.

4.43 Si hacem os R x ( t)  =  In M x (t),  d em uestre  que /? * (0 )  =  n  y  R x {0)  =  <r2. 
T am bién , use estos resu ltados para  encon trar la m edia y la varianza de una va
riab le  a lea to ria  X  q ue  tenga la función genera triz  de m om entos

Mx {t) =

4.44 Explique por qué no puede haber una variable aleatoria para la cual M x  ( t )  =   ̂ _  f •

4.45 D em uestre  que si una variable a lea to ria  tiene la densidad  de p robabilidad

/ ( * )  =  ^  e_W Pa ra  _ 0 °  <  x  <  °c 

su función genera triz  de m om entos está  dada por

M x C )  =

4.46 Con respecto al ejercicio 4.45, encuentre la varianza de una variable aleatoria

(a) al expandir la función generatriz  de m om entos com o una serie infinita y 
leer de  ella los coeficientes necesarios;

(b ) al u sar el teo rem a 4.9.

4.47 D em uestre  las tres partes  del teo rem a 4.10.

4.48 D ada la función generatriz  de m om entos M x ( t ) =  e3' +8/2. encuen tre  la función 
genera triz  de m om entos de la variable a leato ria  Z  =  \ ( X  — 3 ) , y úsela para 
de te rm in a r la m edia y la varianza de Z.

APLICACIONES

4.49 C on resp ec to  al ejem plo 4.1, encuen tre  la varianza del núm ero  de apara to s  de 
televisión con cables blancos.

4.50 El tiem po  que tom a serv ir a una persona en un res tau ran te  dado  es una varia
ble a lea to ria  con la densidad  de probabilidad

f ( x )  =

1 - í
-  e  p a ra  x  >  0

0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

E ncuen tre  la m edia y la varianza de esta  variable aleatoria

4.51 C on respec to  al ejercicio 3.51, encuen tre  la m edia y la varianza de la variable 
a leato ria  en  cuestión.
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4 5 2  C on resp ec to  al ejercicio 3.20, encuen tre  la m edia y la varianza de la variable 
a lea to ria  V.

4 5 3  Lo que sigue son algunas aplicaciones de la desigualdad  de M arkov del ejerci
cio 4.37:

(a) La pun tuación  que un estud ian te  de tercer año  de secundaria  ob tiene en 
la p a rte  verbal de la p rueba  PSAT7NM SQT se puede considerar com o los 
valores de una variable a lea to ria  con la m edia y. =  41. E ncuen tre  el lím i
te  superio r de la p robab ilidad  de que uno de los estud ian tes ob tenga una 
pun tuación  de 65 o  más.

(b ) El p eso  de  c iertos anim ales se puede considerar com o una variable a lea 
to ria  con una m edia de  212 gram os. Si n inguno de los anim ales pesa m e
nos de 165 gram os, encuen tre  un lím ite superio r a la p robab ilidad  de que 
un anim al así pese al m enos 250 gram os.

4.54 E l núm ero  de licencias de m atrim onio  exped idas en c ie rta  c iudad  d u ran te  el 
m es de ju n io  se puede considerar com o una variable a lea to ria  con y  =  124 y 
í t  =  7.5. D e acuerdo  con el teo rem a de C hebyshev, ¿con qué p robab ilidad  po 
dem os afirm ar qu e  ahí se em itirán  en tre  64 y 184 licencias de m atrim onio  d u 
ran te  el m es de  junio?

4.55 U n estudio  del valor alim enticio de cierta  clase de pan m uestra que la cantidad 
de tiam ina (vitam ina B :)  en  una rebanada se puede considerar com o una varia
ble a leato ria  con y. =  0.260 m iligram os y cr =  0.005 m iligramos. D e acuerdo  al 
teo rem a de Chebyshev, ¿en tre  qué valores debe es ta r el contenido de tiam ina de

(a) al m enos de todas las rebanadas de este  pan;

(b ) al m enos de todas las rebanadas de este  pan?

4.56 C on respec to  al ejercicio 4.50, ¿qué podem os afirm ar sobre  la cantidad  de tiem 
po  que to m a  servir a una persona en  el restau ran te  dado  si usam os el teo rem a 
de C hebyshev con k  =  1.5? ¿C uál es la p robabilidad  correspond ien te  con cua
tro  decim ales?

4.6  M OM ENTOS PRODUCTO

Para con tinuar el exam en de la sección 4.3. p resen tarem os ahora  los m om entos p ro 
ducto  de dos variables aleatorias.

d e f in ic ió n  4 7  El résim o y el assim o m om entos p roducto  a lrededor del origen
de las variab les a lea to rias  X  y  Y.  d en o ta d a s  p o r y'r s , es el valor e sp erad o  de 
X rV ; s im bólicam ente,

-  £<*'*") = 2  S'V-A*..»-)
* y

para  r  =  0, 1 .2 , . . .  y s  =  0 , 1 ,2 ___ cuando  X  y Y  son discretas, y
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00 00

MÍ., =  E ( X ' r )  =  f  f  x W - f ( x , y ) d x d y
J-oo  J -O í.

donde X  y  Y  son continuas.

En el caso d iscreto , la doble sum a se ex tiende en el in tervalo  conjunto  com pleto  de las 
dos variables a lea to rias. A dvierta  que 0 =  E ( X ) y el cual deno tam os aq u í con n x , 
y que /¿ó j =  E (  Y) ,  el cual deno tam os aqu í con  /i y .

A náloga a la definición 4.4, definam os aho ra  los m om entos p roducto  a lrededor 
de sus m edias respectivas.

d e f in ic ió n  4 .8  E l ré s im o  y a is im o  m o m e n to s  p ro d u c to  a l r e d e d o r  d e  la  m ed ia
de las variab les a lea to rias  X  y  Y.  d en o ta d a s  po r fxr s , e s  el v a lo r e sp e ra d o  de 
{ X  — / i* ) r( y  — ¿¿y)1; sim bólicam ente.

=  E [ { X  -  n x ) ' { Y  -  t i y ) ’}

=  * x ) ' { y  -  M»-)1 ’ K X' y )
* y

para r  =  0, 1, 2 , . . .  y s =  0. 1, 2 , . . .  cuando X  y  Y  son discretas, y

t í , . ,  =  E [ ( X  -  »X)’(Y -  ,m,Y }
oo oc

= í  í  {x -  HxY{y -  HyY ' A x , y) dx d y
J  -oc J  —oc

cuando X  y  Y  son continuas.

E n estad ística , f i ] , es de especial im portancia po rque es indicativa de  la relación, 
si es que la hay, e n tre  los valores X  y  Y \ así, se le da  un sím bolo  especial y un nom bre 
especial.

d e f in i c ió n  4.9  ¿i, , se llam a la  covarianza  de A' y y . y se d e n o ta  con  crAT, 
cov(Af, Y)  o  C ( X ,  Y) .

O bserve que si existe  una p robab ilidad  alta  de que valores grandes de X  vayan con  va
lores grandes de y  y valores pequeños de X  con valores pequeños de Y , la covarianza 
se rá  positiva; si hay  una alta  p robab ilidad  de que valores g randes de X  vayan con va
lores pequeños de  Y,  y viceversa, la covarianza será  negativa. E s en  este  sen tido  que la 
covarianza m ide la relación, o  asociación, en tre  los valores de A' y y .
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Probem os a h o ra  el siguiente resu ltado , análogo  al teo rem a 4.6, que es útil en  d e 
te rm in ar rea lm en te  las covarianzas.

D em ostración . A l usar los d iversos teo rem as sobre  los valores esperados, 
podem os escrib ir

Oxy =  E [ { X  -  HX) { Y  -  tly)]

= E ( X Y  -  X’fiy -  Yiix +
= E { X Y )  -  h y E { X )  -  fix E ( Y )  +  nxn Y

= E ( X Y )  -  /Xyflx -  flxó-Y + Hx V y

=  M Í. 1 ”  V - X Ó - Y  ▼

EJEM P LO  4 .1 5

E n el ejem plo 3.20. las probabilidades m arginal y conjunta de X  y  Y , los núm eros de cáp
sulas de aspirinas y sedantes en tre  dos cápsulas sacadas al azar de un frasco que contie
ne tres aspirinas, dos sedantes y cua tro  cápsulas laxantes, se registraron com o sigue:

x

1

12 12

1_
12
1_

18
J _
36

E ncuen tre  la covarianza d e  X  y Y.

Solución

Al refe rirnos a las p robabilidades conjuntas dadas aquí, ob tenem os 

M',., =  E { X Y )
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y al usar las p robabilidades m arginales, ob tenem os

„ = * W  = o.A+1.I + 2.-L = ¡

Se sigue que

1 2 4 _  7
a * v 6  3 9 54

El resultado negativo sugiere que m ientras saquem os más tabletas de aspirinas, saca
rem os m enos tabletas de sedante y viceversa, y esto por supuesto es razonable. ▲

E JEM P LO  4 .16

E ncuen tre  la covarianza de las variables a leatorias cuya densidad  de p robab ilidad  está  
dada p o r

f ( x
• v )  =  { o

p a ra  x  >  0 . y  >  0 , x  +  y  <  1 

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

Solución

A l evaluar las in tegrales necesarias, ob tenem os

Se sigue que

J L  _  I  1 -  _  1
a x Y ~ \ 2  3 * 3 "  36

Por lo que to ca  a la relación en tre  A' y Y,  observe q ue  si X  y Y  son independ ien 
tes. su covarianza es cero; sim bólicam ente.

t e o r e m a  4.12 Si A’ y y  son  in d ep en d ie n te s , e n to n c e s  E ( X Y )  =  E ( X )  • E(  Y)  y
(Txy =  0 .
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D em ostración . Para el caso d iscreto  tenem os, po r definición.

F. [ XY)  = 2  z *>■■/(*■ y )
* y

P uesto  que X  y Y  son indep en d ien tes , podem os escrib ir / ( x . y )  =  g (.r)  ' h ( y ) ,  
donde g (x )  y h ( y )  donde g(x)  y h(y)  son los valores de las distribuciones m argi
nales de A" y  V, y obtenem os

£ ( a t ) =  2  2  ( v )
* y

y , x - g ( x )  2 > - A ( y )
y

P or tan to .

=  E { X )  • E ( Y )

<*XY =  MÍ. t -  P x P y

=  E ( X ) - E ( Y )  -  E ( X ) - E ( Y )

=  0

Es in teresante señalar que la independencia de dos variables aleatorias implica una 
covarianza cero, pe ro  una covarianza cero  no implica necesariam ente su independencia. 
E sto  se ilustra con el siguiente ejem plo (véanse tam bién los ejercicios 4.61 y 4.62).

EJEM P LO  4 .17

Si la distribución de p robab ilidad  con jun ta  de  X  y  Y  está  dada por

.r
- 1  ü  1

1
1

6

1

3
1

6

0 0 0 0

1
1

0
1

6 6

I I I
3 3 3

dem uestre  q ue  su covarianza es cero  aun  cu ando  las dos variab les a lea to rias  no son 
independ ien tes.
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So lución

Al usar las p robabilidades m ostradas en los m árgenes, ob tenem os 

M* =  ( - 1 ) ' ^  +  0 ' J  +  1 * J  =  0

Mv =  ( - 1 ) *  j  +  0 - 0  +  1 - y  =  -  j

y

Mi.i = ( - i ) ( - i ) - g  + 0 ( - i ) - j +  i ( - i ) - ¿  + i - i - £

=  o

Así. a XY =  0 — 0( —5 ) =  0. la covarianza es cero , pe ro  las dos variables a lea to 
rias no  son independien tes. P or ejem plo , f ( x , y) ^  g ( x )  • h ( y )  p a ra  x  =  — 1 y
y = - 1. A

Los m om entos p roducto  tam bién  se p ueden  defin ir para  el caso donde hay más 
de dos variables a lea to rias. A q u í sim plem ente enunciem os el resu ltado  im portan te  que

TEOREMA 4.13 Si X x. A%,. . . .  X n son independien tes, en tonces

E { X xX 2 - .. ■X. )  =  E ( X , ) - E ( X , ) - . . .  • £ ( * „ )

Ésta es una generalización de la p rim era  p arte  del teo rem a  4.12; de hecho, la dem os
tración  de este  teo rem a, basado  en la definición 3.14, es esencialm ente  com o la de la 
p rim era p arte  de l teo rem a  4.12.

4 .7  M O M E N T O S  D E  C O M B IN A C IO N E S  L IN E A L E S  
D E  V A R IA B L E S  A L E A T O R IA S

En esta  sección derivarem os expresiones para  la m edia y la varianza de una com bina
ción lineal de  n  variab les a leatorias y la covarianza de dos com binaciones lineales de  n 
variables a leato rias. Las aplicaciones de estos resu ltados se tra ta rá n  m ás adelan te  en 
nuestro  exam en de la teo ría  del m uestreo  y los p rob lem as de inferencia estadística.

t e o r e m a  4.14 Si X x, X ,  X n son variables a lea to rias  y

y =  ±°,x,
¡=i

donde a x, a2, . . . ,  a„ son constan tes, en tonces



F. (Y)  = ¿ a , £ ( 2 f , )
1=1

y

v a r(V )  =  ¿ o ‘ * v a r ( ^ )  +  2 2 2  a>a> • c o v ( X , X¡ )
1=1 t < i

d onde  la doble sum a se ex tiende para  todos los valores de i y j, desde 1 hasta  n,  
para  los que i  <  j.
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Demostración. P artien d o  del teo rem a  4.5 con £ i(A,1, X 2  X k) =  A',
p ara  / =  0 , 1 , 2  « . s e  sigue inm ediatam ente  que

E ( Y )  =  £ Í ¿ a , J f , )  =  ¿ o . t ' U )
\ í - l  /  1=1

y esto  dem u estra  la p rim era p a rte  del teo rem a. Para o b ten e r la expresión de  la 
varianza de Y.  escribam os /x, para  E( X¡ )  de  m anera  que obtenem os

v a r ( y )  =  £ ( [ y -  E ( y ) f )  =  e {  [ 2  <1, A-, -  ¿ o , £ ( * , ) ] " }

=  £ { [ ¿ . , U ' - M ' ) ) }

E n tonces, a l expand ir p o r m edio  del teo rem a  m ultinom ial, de  acuerdo  al cual 
(a +  b  +  c +  d ) 2, por ejem plo , es igual a a 2 + b 2 + c  +  d 2 +  l a b  +  l a c  +  
l a d  +  2b e  +  2b d  +  2cd.  y refiriéndonos o tra  vez al teo rem a 4.5, ob tenem os

v a r ( y )  =  Í > : E [ ( X  -  M.)2] +  2 2 2  » ,« ,£ [ ( * ,  -  m .)(AT, -  M.)]
i- 1 !</

-  2  • v a r (^«) +  2  2 2  a‘ai * c o v (*f»  X j)
1=1 1</

A dvierta  qu e  tác itam en te  nos valim os del hecho q ue  cov ( X ¡. Xj )  =  c ov ( X t , X,).
▼

Puesto  que c ov ( X¡ ,  X¡)  =  0 cuando  X i y X¡ son independien tes, se sigue inm e
d ia tam en te  que

c o r o l a r i o  Si las variab les a lea to rias  X { , X 2, . . . , X n son in d ep en d ien tes  y
n

Y  =  2  o , X , ,  en tonces
1=1

v a r ( y )  = ¿ a f  • var(A')
i=i
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EJEM P LO  4.18

Si las variables aleatorias X,  Y  y Z  tienen las medias /jlx  =  2, =  ~ 3  y ¿ i /  =  4, las varian-
zas<r \  =  l,<7y =  5 y  <r\ =  2, y las covarianzas cov(A ', Y )  =  —2. cov(AT, Z )  =  - 1  y
cov (K , Z )  =  1, encuen tre  la m edia y la varianza de W  =  3 X  — Y  +  2Z .

Solución

P or m ed io  del teo rem a 4.14, ob tenem os

E ( W )  =  E { 3 X  -  Y  +  2 Z )

=  3 E ( X )  -  E ( Y )  +  2 E ( Z )

=  3 - 2  -  ( - 3 )  +  2 - 4  

=  17

y

v a r(W ) =  9 var(A ') +  v a r ( y )  +  4 v a r (Z )  — 6  cov (A \ P )

+  12 c o v ( X ,  Z )  -  4 cov (V , Z )

=  9 - 1 + 5  +  4 * 2  -  6 ( —2) +  12( — 1) -  4 - 1  

=  18 ▲

Lo qu e  sigue es o tro  teo rem a im portan te  acerca de com binaciones lineales de va
riables a lea to rias; se refiere a  la covarianza de  dos com binaciones lineales de n  varia
bles aleatorias.

t e o r e m a  4 .1 5  Si A ', , X 2 X n son variables a lea to rias y

y, =  i > , * ,  y  n  =  Í > , * ,
i* l  i - 1

donde a , , a 2, . . . ,  a„ . b x, b2, . . . ,  b n son constan tes, en tonces

c o v (P ,,  y2) =  - v a r ( ^ )  +  £ 2  ( a‘b¡ +  ai b i ) '  c o v ( X t , X, )
i» l  /</

La dem ostrac ión  de este  teo rem a, qu e  es m uy sim ilar a  la del teo rem a  4.14, se de jará  
a l lector en el ejercicio  4.67.



P uesto  que cov(A 'i , X¡)  =  0 cuando  X,  y X¡  son independien tes, se sigue inm e
d ia tam en te  que
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COROI.ARIO Si las variables aleatorias X x, X 2 X„ son independientes Y , —
n n

2  a,X¡ y Y2 =  ^ b . X , ,  en tonces
i=i i=i

c o v ( y , ,  Y2) =  - v a r ( ^ )
1=1

E JEM P LO  4 .19

Si las variables a lea to rias  X,  Y  y Z  tienen  las m edias fxx  =  3, n Y =  5 y n z  =  2. las va- 
rianzas tz* =  8 , <zy =  12 y  =  18, y cov (A \ V) =  1, cov (A \ Z )  =  - 3  y 
c o v (y , Z )  =  2. en cu en tre  la covarianza de

U =  X  +  4 Y  +  2 Z  y V =  3AT -  y  -  Z

Solución

P or el teo rem a  4.15, ob tenem os

c o v (U,  V )  =  c o \ { X  + 4 Y  + 2 Z . 3 X  -  Y  -  Z )

=  3 v a r ( * )  -  4 v a r ( y )  -  2 v a r (Z )  +  11 c o v ( * ,  y )

+  5 cov(AT, Z )  — 6  c o v (y ,  Z )

=  3 - 8 - 4  -12  -  2 - 1 8  +  1 1 -1  +  5 ( —3 ) -  6 - 2  

=  - 7 6  ▲

4 .8  ESPERANZA CONDICIONAL

E n la sección 3.7 obtuvim os las probabilidades condicionales al sum ar los valores de las 
distribuciones de probabilidades condicionales o  al in tegrar los valores de las densidades 
de probabilidades condicionales. Las esperanzas condicionales de variables aleatorias se 
definen de la m ism a m anera en  térm inos de sus distribuciones condicionales.

d e f in ic ió n  4.10 Si X  es  u n a  v ariab le  a le a to r ia  d isc re ta  y f ( x \ y )  es e l v a lo r d e  la 
d is tr ib u c ió n  d e  p ro b a b il id a d  c o n d ic io n a l d e  X  d a d o  Y  =  y  e n  x ,  la  esperanza 
condicional d e  ti(A ') d a d o  Y  =  y  es

E [ u ( X ) \ y ]  =  2 > ( * )  ■ /(*!>)
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D e m anera  co rrespond ien te , si X  es una variable a lea to ria  con tinua y f [ x \ y )  es 
el valor de la densidad  de p robab ilidad  condicional de X  d ad o  Y  =  y  en  x , la es
p e ran za  co n d ic io n a l de u ( X )  dado  Y  =  y  es

E [ u ( X ) \ y ]  =  í  u ( x ) ‘f [ x \ y )  d x
J -  oo

Expresiones sim ilares basadas en  la d istribución  o  densidad  de p robab ilidad  condicio
nal de Y  d ad o  X  =  x  definen la esperanza condicional de  v( Y)  dado  X  =  x.

Si hacem os u ( X )  =  X  en  la definición 4.10, ob tenem os la m e d ia  co n d ic io n a l de 
la variable a lea to ria  X  dado  Y  =  y,  la cual deno tam os por

/i*1v =  E { X \ y )

D e m anera  co rrespond ien te , la varianza condicional de  X  d ado  Y  =  y  es

<4, = E[(jr -  mxJ'H  

=  E ( X * \ y )  -  ^

donde E { X 2\y)  e s tá  dada por la definición 4.10 con u ( X )  =  X 2. Al lector no  le debe 
ser difícil genera lizar la definición 4.10 para  esperanzas condicionales que im plican más 
de dos variables.

EJEMPLO 4.20
Con respecto  al e jem plo  3.12, encuen tre  la m edia condicional de  X  dado  Y  — 1. 

Solución

Al usar los resultados obtenidos en  el ejem plo 3.23, esto  es. / ( 0 1 1) =  * . / ( 1 11) =  |  
y / ( 2 11 ) =  0 , ob tenem os

E ( * | l )  =  0 - y  +  1 - |  +  2 - 0  =  |  A

EJEMPLO 4.21
Si la densidad  de p robab ilidad  con jun ta  de X  y Y  está  dada po r

{\  (x +  2y)  p ara  0 < x < l , 0 < y < l  
3

0  en cualqu ier o tra  parte

encuen tre  la m edia condicional y  la varianza condicional de X  dado  Y  =  ¿ .

Solución

E n el e jem plo  3.24 m ostram os qu e  para  esas variables a lea to rias  la densidad  con 
dicional de X  d ad o  Y  =  y  es
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f ( * b )  =

de m anera que

A sí, /xA-|| e s tá  dada  por

2x  +  4y

1 +  4y
p a ra  0  <  x  <  1 

en  c u a lq u ie r o tra  p a rte

p a ra  0  <  .r <  1 

en  c u a lq u ie r o tra  p a rte

£ H 0 = í  ! * ( * + » *

5
9

A  continuación encon tram os

E { x ' ] í ) =  l ¡ ^ x  +  1 ) d x

7_
18

y se sigue que

< r\\
1_
18

5 n2 13
162

EJERCICIOS

4.57 Si X  y Y  tienen  la d istribución  de p robab ilidad  con jun ta  f ( x , y )  =  ¿ para
x  =  —3 y y  =  —5, x  =  — 1 y y  =  — 1, x  =  1 y y  =  1, y x  =  3 y y  =  5, en 
cuen tre  cov(A r, Y) .

4.58 C on resp ec to  al ejercicio 3.56. encuen tre  la covarianza de X  y Y.

4.59 C on resp ec to  al ejercicio 3.22, encuen tre  la covarianza de X ] y X 3.

4.60 C on respecto  al ejercicio 3.94, encuen tre  cov (A \ V).

4.61 Si A' y y  tienen  la  d istribución  de p ro b ab ilid ad  con jun ta  / (  —1 ,0 )  =  0, 
n - l ,  1) =  i- /(O , 0 )  =  I m  1) =  o. X l .O )  = ¿ y / ( l ,  1) =  i  dem uestre  
que
(a) cov(Af, y )  =  0;
(b ) las dos variables a lea to rias no son independientes.

4.62 Si la densidad  de p robab ilidad  de X  e s tá  dada por

1 +  x  p a ra  — 1 <  x  ^  0  

f ( x )  =  1 1 — x  p a ra  0  <  x  <  1

0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

y U  =  X  y  V  — X 2, d em ostra r que
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(a ) cov(E /, V)  =  0;
(b ) U  y V  son dependientes.

4.63 Para k  variables a leatorias A ',, X 2, . . . , * * , los valores de la función generatriz
de momentos conjunta están  dados por

£ ( f i,x,+*2Ar2+ - +i***)

(a) D em uestre  p a ra  el caso  d iscreto  o  para  el caso continuo  q ue  la derivada 
parcial de  la función genera triz  de m om entos con jun ta  con respecto  a I, en 
^  a tj =  t2 =  =  tk =  0  es £ ( * , ) .

(b ) D em uestre  p a ra  el caso d iscreto  o para  el caso continuo  que la segunda
derivada  parcial de  la  función generatriz  de m om entos con jun ta  con res
pec to  a t, y t¡, i *  j ,  en r, =  t2 =  • "  =  tk =  0  es E( X¡X¡ ) .

(c) Si dos variables a lea to rias  tienen  la densidad  con jun ta  dada  por

ñ * ■ » - { r
p a ra  x  >  0. y  >  0 
en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

encu en tre  su función generatriz  de m om entos con jun ta  y úsela p a ra  d e te r
m inar los valores de E ( X Y ) ,  E ( X ) ,  E ( Y )  y  c o v ( * ,  P ).

4.64 Si X x, X 2 y  X } son independien tes y tienen  las m edias 4. 9 y 3, y las varianzas 
3, 7 y 5, encu en tre  la m edia y la varianza de
(a) Y  =  2 X x — 3 X 2 +  4 * 3 ;
(b ) Z  =  X x +  2 * z -  * 3 .

4.65 R ep ita  am bas p a rtes  del ejercicio 4.64, sin hacer la suposición de in d ep en d en 
cia y en  vez de ello use la inform ación de que c o v ( * , . * 2) =  1 . c o v (* 2, * 3) =  
- 2  y c o v ( * , .  * 3 ) =  - 3 .

4.66 Si la densidad  de  p robab ilidad  con jun ta  de *  y Y  está  d ada  por

1
- ( *  +  y )  p a ra  0  <  x  <  1,0  <  y  <  2

0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

encuen tre  la varianza de  W  =  3 X  +  4 Y  — 5.

4 .6 7  D em uestre  el teo rem a 4.15

4 .6 8  E xprese v a r ( *  +  P ) , v a r ( *  — Y)  y c o v ( *  +  Y,  X  — Y )  en térm inos de las 
varianzas y la covarianza de *  y Y.

4 .6 9  Si v a r(A j)  =  5, v a r ( * 2) =  4, v a r ( * 3) =  7, c o v ( * , ,  X 2) =  3. c o v { * , . * 3) =  
—2, y X 2 y * 3  son indep en d ien tes , en cu en tre  la covarianza  de Yx =  
X x -  2 * ,  +  3 * 3  y Y2 =  - 2 * ,  +  3* 2 +  4 * j .

4 .7 0  C on respec to  al ejercicio 4.64, encuen tre  c o v (y , Z ) .

4 .71  C on respecto  al ejercicio 3.89, encuen tre  la m edia condicional y la varianza con
dicional de *  dado  Y  =  — 1.

4 .7 2  C on respec to  al ejercicio 3.91, encuen tre  la esperanza condicional de la varia
ble a lea to ria  (J =  Z 2 dado  *  =  1 y Y  =  2.
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4.73 C on respec to  al ejercicio 3.94. encuen tre  la m edia condicional y la varianza con
dicional de Y  dado  X  =  ¡ .

4.74 C on  respec to  al ejem plo 3.22 y e l inciso (b ) de! ejercicio 3.98, encuen tre  e l va
lo r e sperado  de X \ X 3 dado  X x =  \  .

4.75 (a ) D em uestre  que la función de distribución condicional de la variable a lea 
toria  con tinua X . dada p o r a <  X  á  b,  está  dada por

0  p a ra  x  =  </

F(x) -  F(a)
F ( x \ a  < ! § / ) )  = p a ra  a <  x  £  b 

F( b )  ~  F(a)
1 p a ra  x  >  b

(b ) D iferencie el resultado del inciso (a) con respecto a x  para encon trar la den 
sidad d e  probabilidad condicional de X  dado  a <  X  % b,  y  dem uestre  que

í  u { x ) f { x )  d x  

£ [n (A f) |r t  <  X  á  b]  =  ---------------

I f ( x )  d x

APLICACIO NES

4.76 U na m o n ed a  de 23 cen tavos es tá  to rc ida  d e  m anera  que las p ro b ab ilid ad es  
de caras y cruces son 0.40 y 0.60. Si se lanza dos veces, ¿cuál es la covarianza de 
Z , el n ú m ero  de caras ob ten idas en el p rim er tiro , y W, e l núm ero  to ta l de  ca 
ras ob ten id as  en  los dos tiros de  la m oneda?

4.77 El d iám etro  in te rio r de un tubo  cilindrico es una variable a leato ria  con una m e
dia de 3 pulgadas y una desviación es tándar de 0.02 pulgadas, el espesor del tu 
bo es una variable a lea to ria  con una m edia de 0.3 pulgadas y una desviación 
estándar de 0.005 pulgadas, y las dos variables a leato rias son independientes. 
E ncuen tre  la m edia y la desviación es tándar del d iám etro  ex terio r del tubo.

4.78 La longitud de  ciertos ladrillos es una variab le  a lea to ria  con una m edia de 8  

pulgadas y u na  desviación es tándar de  0 . 1  pulgadas, y el espesor del m orte ro  
en tre  dos ladrillos es una variable a lea to ria  con una m edia de 0.5 pulgadas y 
una desviación es tándar de 0.03 pulgadas. ¿C uál es la m edia y la desviación es
tán d ar de la longitud de una pa red  constru ida con 50 de  estos ladrillos puestos 
lado  a lado, si podem os suponer que todas las variables a lea to rias  im plicadas 
son independien tes?

4.79 Si o b ten e r  ca ra  es un éx ito  cuando  lanzam os una m oneda, sacar un seis es un 
éxito  cuando  tiram os un dado , y sacar un as es un éxito  cuando sacam os una 
carta  de u na  baraja com ún de 52 cartas de juego , encuen tre  la m edia y la des
viación es tándar del núm ero  to ta l de éxitos cuando
(a) lanzam os una m oneda equ ilib rada , tiram os un dado  balanceado  y en to n 

ces sacam os una carta  de una baraja bien barajada;
(b ) lanzam os tres veces una m oneda equilibrada, tiram os dos veces un dado 

balanceado , y en tonces sacam os una carta  de una bara ja  bien barajada.
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4.80 Si lanzam os a lternativam ente  una m oneda equ ilib rada  y una que está  cargada 
de m an era  que la p robab ilidad  de o b ten e r  cara  sea 0.45, ¿cuál es la m edia y la 
desviación es tándar del núm ero  de caras que ob tenem os en  1 0  lanzam ientos de 
estas m onedas?

4.81 C on respec to  al ejercicio 3.84 y e l inciso (b ) del ejercicio 3.103, encuen tre  el n ú 
m ero  esp erad o  de tex tos de m atem áticas dado  en  que no se selecciona n ingu
no  de los tex tos de  estadística.

4.82 C on  respec to  al ejercicio 3.107, ¿cuán to  puede  esperar se le reem bolse  un ven
d ed o r qu e  ha gastado  $ 1 2  en  gasolina?

4.83 La can tidad  de tiem po (en m inu tos) que el ejecutivo  de  c ierta  em presa  habla 
p o r te lé fono  es una variable a lea to ria  que tiene la densidad  de p robab ilidad

ñ x )  =

p a ra  0 < r § 2

- j  p a ra  x  >  2

0 en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

C on respec to  al inciso (b ) del ejercicio 4.75, encuen tre  la longitud esperada  de 
una de estas conversaciones telefónicas que ha du rad o  al m enos 1 m inuto.

REFERENCIAS

E n los tex tos m ás avanzados de estadística m atem ática listados al final del cap ítu lo  3 
se puede  en c o n tra r  inform ación adicional sobre  el m aterial de este  capítulo.
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5 .4  LA D IS TR IB U C IÓ N  B IN O M IA L
5 .5  LAS D ISTR IB U C IO N ES B IN O M IA L  N E G A TIV A  Y G E O M É TR IC A
5 .6  LA D IS TR IB U C IÓ N  HIPER G EO M ÉTR ICA
5 .7  LA D IS TR IB U C IÓ N  DE P O IS SO N
5 .8  LA D IS TR IB U C IÓ N  M U L T IN O M IA L
5 .9  LA D IS TR IB U C IÓ N  HIP ER G EO M ÉTR ICA M ULTIV A R IA D A

5.1  IN T R O D U C C IÓ N

En este capítulo estudiarem os algunas de las distribuciones de probabilidad que figuran 
de m anera más p rom inente  en  la teoría y las aplicaciones estadísticas. Tam bién estud ia
rem os sus p a rám etro s; esto  es. las can tidades que son constan tes p a ra  distribuciones 
particu lares pe ro  q ue  pueden  tom ar d iferen tes valores para d iferen tes m iem bros de las 
fam ilias de d istribuciones de  la m ism a clase. Los parám etros m ás com unes son los m o
m entos inferiores, principalm ente /¿ y c r .  y com o vimos en el capítulo 4. hay esencialm en
te dos m an eras  e n  que se  p u eden  o b ten er: podem os ev a lu a r las sum as necesarias 
d irectam ente  o podem os traba ja r con funciones generatrices de m om entos. A unque p a 
recería  lógico usar en  cada caso cualquier m étodo  que fuera  m ás sim ple, algunas veces 
usarem os am bos. E n  algunos casos e s to  se hará po rque los resu ltados se necesitan  m ás
adelan te; en  o tro s  m eram en te  servirán  para  d a r al lector experiencia en  la aplicación 
de las técnicas m atem áticas correspondientes. T am bién , para  m an tener la extensión de 
este  cap ítu lo  d en tro  de lo razonable , m uchos de los deta lles se dejan  com o ejercicios.

5 .2  L A  D IS T R IB U C IÓ N  U N IF O R M E  D IS C R E T A

Si una variable a lea to ria  discreta puede asum ir k  valores d iferen tes con  igual p robab i
lidad. decim os que tiene  una distribución uniform e discreta; sim bólicam ente.

167
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DEFINICIÓN 5.1 U n a  variable a lea to ria  X  tiene una distribución  uniform e dis
creta y se  conoce com o una variable aleatoria uniform e discreta si y sólo si su distri
bución de probabilidad está dada por

p a ra  x  =  x ¡ , x 2 x k

donde x¡ ^  x t cuando i ^  j.

D e acuerdo  a las definiciones 4.2 y 4.4. la m edia y la varianza de  es ta  d istribución  son

i* l K i=l *

E n el caso  especial d onde  x¡ =  i, la d istribución  un ifo rm e d iscre ta  se vuelve

f ( x )  =  — p a ra  x  =  1 , 2  k,  y en  es ta  form a se aplica al núm ero  de p un to s  que lan-

zam os con un d ad o  balanceado. La m edia y la varianza de esta  d istribución  d iscreta  
uniform e y su función genera triz  de m om entos se tra tan  en los ejercicios 5.1 y 5.2.

5 .3  L A  D IS T R IB U C IÓ N  D E  B E R N O U L L I

Si un experim en to  tiene dos resu ltados posibles, “éx ito" y “ fracaso", y sus p robab ilida
des son, respectivam en te , 6 y 1 — 0, en tonces el núm ero  de  éxitos, 0  o  1 , tiene  una 
distribución de Bemoulli; sim bólicam ente.

d efin ic ió n  5.2 U na variable a lea to ria  X  tiene una distribución de Bem oulli y 
se conoce com o una variable a lea to ria  de B ernoulli si y sólo si su d istribución  de 
p robab ilidad  está  dada  por

f[x;  d) =  1 -  d) ' ~x p ara  *  =  0 , 1

Así. / ( 0 : 0)  =  1 — (9 y f {  1; 0) =  0 se com binan en una sola fórm ula. O bserve que usa
m os la no tac ión  f {x \  6)  para  indicar explícitam ente q ue  la d istribución  de B em oulli tie 
ne el p a rám etro  único 6. Puesto  que la  distribución de B em oulli es un caso especial de 
la distribución de la sección 5.4, no  la exam inarem os aqu í en  detalle .

E n relación con la distribución de B em oulli, un éxito  puede ser sacar cara con una 
m oneda equilibrada, puede ser pescar una pulm onía, puede ser ap robar (o  rep robar) un 
exam en, y puede ser perder una carrera. Esta incongruencia es un rem anen te  de los días 
cuando la teo ría  de  probabilidad se aplicaba sólo a los juegos de azar (y el fracaso de un 
jugador e ra  el éx ito  del otro). T am bién  por esta razón, nos referim os a  un experim ento
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al cual se aplica la distribución de  Bem oulli com o un ensayo de Bernoulli. o  sim plem en
te un ensayo, y a  la serie de esos experim entos com o ensayos repetidos.

5.4 LA DISTRIBUCIÓN BINOM IAL

Los ensayos repetidos juegan  un papel m uy im portan te  en p robab ilidad  y estadística, 
especialm ente cu ando  el núm ero  de ensayos es fijo, el p a rám etro  0 (la p robab ilidad  de 
un éx ito ) es el m ism o para  cada ensayo, y los ensayos son todos independien tes. Com o 
verem os, surgen varias variables a leatorias en relación con  ensayos repetidos. La que 
estud iarem os tra ta  del núm ero  to ta l de  éxitos; en  la sección 5.5 se da rán  otras.

La teoría  que exam inarem os en  esta  sección tiene m uchas aplicaciones; p o r ejem 
plo, se aplica si querem os saber la probabilidad de sacar 5 caras en 12 lanzam ientos de 
una m oneda, la probabilidad de que 7 de 10 personas se recuperarán  de una enferm edad 
trop ica l o  la  p ro b ab ilid ad  de que 35 de 80 personas resp o n d e rán  a una solicitud po r 
correo . Sin em bargo, éste es el caso sólo si cada una de las 10 personas tiene la misma 
oportun idad  de recuperarse  de la enferm edad y su recuperación es independiente (diga
m os, que las tra tan  doctores d iferentes en  diferentes hospitales), y si la probabilidad de 
obtener una respuesta a la solicitud po r correo  es la misma para cada una de las 80 perso
nas y hay independencia (digamos, no hay dos de ellas que pertenezcan al mismo hogar).

Para derivar una fórm ula para  la p robabilidad  de o b ten e r “x  éxitos en  n  ensayos" 
bajo  las condiciones enunciadas, observe que la probabilidad de ob tener x  éxitos y n — x 
fracasos en  un orden especí f ico es 0X( 1 — 0 )" - í . H ay  un fac to r 0 p o r  cada  éx ito , un 
fac to r 1 — 0 p o r  cada fracaso, y los x  factores 0 y \  — 0 factores n — x  se m ultiplican 
todos en tre  sí en v irtud  de la suposición de independencia. P uesto  que esta  p robab ili
dad  se aplica a cua lqu ier serie de n  ensayos en  la cual hay x  éxitos y n — x  fracasos, 
só lo  tenem os q u e  c o n ta r  cuán tas series  hay de es ta  clase y en to n ces  m ultip licar 
^*(1 — 0)n~* p o r  esc  n ú m ero . C la ra m e n te , el n ú m ero  de  m an e ras  en  q u e  p o d em o s

seleccionar x  ensayos en  los que un éx ito  es f  *  Y  y  se  sigue q ue  la p robabilidad  d e sea 

da para  “x  éx itos en  n  ensayos" es ^  r  )***(! — *•

d e f in ic ió n  5 .3  U na variable a lea to ria  X  tiene una d is trib u c ió n  b in o m ia l y se co
noce com o una variable a lea to ria  b inom ial si y sólo si su distribución de p ro b a 
bilidad está  d a d a  p o r

b { x \ n , 0 )  =  f  — 0)n~x p a r a r  =  0 , 1 , 2  n

Así, el núm ero  de éxitos en  n  ensayos es una variable a lea to ria  que tiene una d is
tribución binom ial con los pa rám etro s  n  y 0. E l nom bre  “distribución  b inom ial" se d e 
riva del hecho  q u e  los va lo res de  b ( x \ n , 0 )  p a ra  .v =  0 , 1 , 2 , . , . , / i s o n  los térm inos
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sucesivos de  la expansión binom ial de [ ( 1  — 0 ) +  6]"; e s to  dem uestra  tam bién  que la 
sum a de las p robab ilidades es igual a  1 , com o debe  ser.

EJEM PLO 5.1

E ncuen tre  la p robab ilidad  de sacar 5 caras y 7 cruces en  12 lanzam ientos de una m o
neda equilibrada.

Solución

Al sustitu ir x  =  5, n  =  12 y 0 =  5 en  la  fórm ula de la distribución binom ial. ob 
tenem os

‘ ( ‘ - a - e / x m - r
/ 12\

y, al buscar el valor de I ^ 1 en  la tab la V II, encon tram os q ue  el resu ltado  es 

7 9 2 ( |)12 o aprox im adam ente  0.19. ▲

EJEM PLO 5.2

E ncuen tre  la  p robab ilidad  de  que siete  de 10 personas se recuperarán  de una en ferm e
d ad  tropical si podem os suponer independencia y la p robabilidad  de que cualqu iera  de 
ellos se recuperará  de la en ferm edad  es 0.80.

Solución

Al sustituir x  =  7 ,n  =  lO y 0  =  0.80 en la fórm ula para  la distribución binom ial. 
ob tenem os

¿>(7; 10.0 .80) =  ( ^ ( O . S O ^ l  -  0 .80)10-7 

/ 1 0 \
y, al buscar el valor de  I I en  la tab la V II. encon tram os que el resu ltado  es 

120(0.80)7(0 .20)3 o  aprox im adam ente  0 .2 0 . ▲

Si in ten tá ram os calcular la tercera  p robab ilidad  ped ida  en  la página 169. la tocan
te a las respuestas de una solicitud p o r correo , al sustitu ir x  =  35, n =  80 y, digam os, 
0 =  0.15. en  la fórm ula de la distribución binom ial, encontraríam os que esto  requiere 
una cantidad prohibitiva de  trabajo. E n  la práctica real, rara  vez se calculan d irectam en
te las probabilidades binom iales ya que hay extensas tabulaciones para  diversos valores 
de  0 y n,  y existe una abundancia  de softw are d e  com putadoras que da las p robab ilida
des binom iales as í com o las p robabilidades acum uladas co rrespondien tes

X

B(x:  n,  0)  =  n ,0 )
* = 0

con sólo d a r instrucciones sencillas. E n  la figura 5.1 se m uestra  un ejem plo de una im 
presión así (con una notación  algo diferen te).
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M TB  > B IN O M IA L  N = 1 0  P = 0 . 6 3

P R O B A B IL ID A D E S  B IN O M IA L E S  P A R A  N = 1 0  y  P = . 6 3 0 0 0 0

K P ( X  = K) P ( X  M ENOR O = K )

0 . 0 0 0 0 . 0 0 0 0

1 . 0 0 0 8 . 0 0 0 9

2 . 0 0 6 3 . 0 0 7 1

3 . 0 2 8 5 . 0 3 5 6

4 . 0 8 4 9 . 1 2 0 5

5 . 1 7 3 4 . 2 9 3 9

6 . 2 4 6 1 . 5 4 0 0

7 . 2 3 9 4 . 7 7 9 4

8 . 1 5 2 9 . 9 3 2 3

9 . 0 5 7 8 . 9 9 0 2

10 . 0 0 9 8 1 . 0 0 0 0

F ig u ra  5.1 Impresión d e  co m putado ra para probabilidades binom iales para n = 10 y  9 =  0 .63.

A n terio rm en te , se usó am pliam ente  la tab la del N ational B ureau  of S tandards y 
el libro  de  H. G . R om ing; se encuen tran  en  la lista de las referencias al final de es te  ca
pítulo. T am bién , la tab la  1 da los valores de b{x\  n,  tí) con cua tro  cifras decim ales para 

n  =  1 a n =  20 y 0  =  0.05, 0 .1 0 ,0 .1 5 ,. . . ,  0.45, 0.50. P ara  usar esta  tab la cuando tí es 
m ayor qu e  0.50, nos referim os a la identidad

TEOREMA 5.1

b( x :  n,  tí) =  b ( n  — x; n.  1 — tí)

cuya dem ostración  se ped irá  al lector en el inciso (a) del ejercicio 5.5. Por ejem plo , p a 
ra en co n tra r ¿>(11; 18,0 .70), buscam os 6(7; 18,0.30) y ob tenem os 0.1376. T am bién , hay 
varias m aneras m ed ian te  las cuales se pueden  aprox im ar las distribuciones binom iales 
cuando  n  es g rande; en  la sección 5.7 se m enciona una de éstas y o tra  en la sección 6 .6 .

Hallem os aho ra  fórm ulas para la m edia y la varianza de la distribución binomial.

t e o r e m a  5.2 L a m edia y la varianza de la distribución binom ial son

fx =  ntí y <r2 =  h0(1  — tí)
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¿ * - í " V ( i  - « r *  * = 0 \  •* /

-  S  u -  . ) T ( — 0 )—

donde om itim os el térm ino  co rrespond ien te  a x  =  0 , que es 0 , y cancelam os la x  

con tra  el p rim er factor de x! =  x (x  — 1)! en  el denom inador de Entonces,

sacam os el factor n  en  ni  =  n ( n  — 1 )! y un factor 0. ob tenem os

*  =  » «•  ¿ ( ”  i  ¡ V " d  -
1 = 1

y, al h acer v =  x  — 1 y m  =  n — 1 , esto  se vuelve
m

M =  n d -  2  ( m  ) ^ ( 1  “  0)m~y =  n0  
y= 0 \ y  /

puesto  qu e  la últim a sum a es la  sum a de todos los valores de  una distribución  b i
nom ial con  pa rám etro s  m y 0, y p o r tan to  es igual a 1.

P a ra  en c o n tra r  exp resiones  p a ra  /xí y c r ,  usem os el hecho  q ue  E ( X 2) =  
E [ X ( X  — 1)] +  £ (A ”) y p rim ero  evaluam os É [ X ( X  — l ) ] .  R epetim os p a ra  to 
do p ropósito  práctico  los pasos an tes usados y ob tenem os así

E [ X { X  -  1 )] =  2 * ( *  “  ^ ( " V o  -  » )" “ *
i=o \ *  /

=  %  -  I ) t r v - r -

=  n C « -  n o 2 - ±  ( ”  -  a )® *  2(1 ~ e r ‘

y, al h acer y  =  x  — 2 y m  = n  — 2 , esto  se vuelve

E [ X ( X  -  1 )] =  n ( n  -  1)02 ■ ¿  f  V v( l  -
y-o \ y /

=  n ( n  -  1 ) 0 2

P or consiguiente,

H'2 =  E [ X ( X  -  1 )] +  E ( X )  =  n ( n  -  l ) * 2 +  «0

y, finalm ente,
2  —  '  2  & — Hz ~  V-

=  n ( n  — 1 )d2 +  nd — n 2d2 

=  « 0 (1  -  d )  T
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En el ejercicio 5.6 se sugiere una dem ostración  a lternativa  de es te  teo rem a que requ ie
re  m ucho m enos deta lle  algebraico.

No nos d ebe  causar sorpresa q ue  el p roducto  nft. nos dé la m edia de la d istribu
ción binom ial. D espués de todo, si lanzam os una m oneda equ ilib rada 20() veces, espe
ram os (en  el sen tid o  de esperanza  m atem ática) 2 0 0  =  1 0 0  caras y 1 0 0  cruces; en
form a sim ilar, si un d ad o  equilibrado  se tira  240 veces, esperam os 240 • j; =  40 seises, y 
si la p robab ilidad  es 0.80 de que una persona de com pras en  una tienda departam en ta l 
haga una com pra, debem os esperar que 400(0.80) =  320 de 400 personas de com pras 
en  la tienda d ep artam en ta l hagan una com pra.

La fórm ula de la varianza de la distribución binom ial. al ser una m edida de la va
riación , tiene  m uchas ap licaciones im portan tes; p e ro , p a ra  sub rayar su im portancia ,

X
considerem os la variable aleatoria Y  =  — , donde X  es una variable aleatoria que tiene

una distribución binom ial con los pa rám etro s  n  y 0. Esta variable a lea to ria  es la p ro 
porción  de éx itos en  n  ensayos, y en  el ejercicio 5.6 se le ped irá  al lec to r q ue  p ruebe  el 
siguiente resu ltado .

t e o r e m a  5 3  Si X  t ie n e  u n a  d is tr ib u c ió n  b in o m ia l c o n  los p a rá m e tro s  n  y 0
X

y Y  =  — , e n to n c e s

E m - S  y

A hora , si aplicam os el teorem a de Chebyshev con ker =  c (véase el ejercicio 4.40), 
podem os afirm ar que para cualquier constante positiva c  la probabilidad es al m enos

0(1 ~  0 )

nc2

de que la proporción  de éxitos en n ensayos caiga entre 0 — c y  0 +  c. Por tan to , cuan
do  n  S ° ° , la probabilidad  se aproxim a a I de  que la proporción  de éxitos diferirá de 6 
p o r  m enos que cualquier constante arbitraria c. E ste resu ltado  se llam a una ley de g ran
des núm eros, y se  debe observar que aplica a la proporción  de éxitos, no  a su núm ero  
real. E s una falacia suponer que cuando n  es g rande el núm ero  de éxitos necesariam en
te debe  es ta r próxim o a nO.

U na fácil ilustración de esta ley de g randes núm eros se puede o b ten e r m ediante 
una sim ulación p o r com putadora  de los lanzam ientos repetidos de  una m oneda equili
brada. E sto  se m uestra  en la figura 5.2 donde los 1 y los 0  d en o tan  caras y cruces.

Al leer a lo  ancho  de renglones sucesivos, encon tram os que en tre  los prim eros 
cinco lanzam ientos sim ulados hay 3 caras, en tre  los prim eros diez hay 6  caras, en tre  los 
prim eros 15 hay 8  caras, en tre  los prim eros 20 hay 12 caras, en tre  los prim eros 25 hay 
14 caras y e n tre  todos los cien hay 51 caras. Las proporciones co rrespondien tes, cu 
ya gráfica se m u es tra  en  la figura 5.3, son |  =  0.60, =  0.60. $  =  0.53, 5§ =  0.60,
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MTB > 

100

BRANDOM 100 N«1 P=.5 C1 

EXPERIMENTOS BINOMIALES CON N - 1 Y P • .5000
0 0. 1. 1. 1. 1. 1. 0. 0. 1.
1 0. 0. 1. 0. 1. 1. 1. 0. 1.
0 0. 1. 0. 1. 1. 0. 1. 0. 0.
1 1. 0.1.0. 0. 1. 1. 1. 0.
1 0. 1.0.0. 0. 0. 1. 0. 0.
1 1. 0.0.0. 0. 0. 1. 0. 0.
1 1. 0.0.1. 1. 1. 0. 1 . 1.
1 0. 1.1.0. 1. 1 . 0. 0. 0.
0 0. 0.1.0. 0. 1. 0. 1. 1.
1 0. 1.1.1. 1. 0. 1. 0. 1.

RESUMEN

VALOR FRECUENCIA
0 49
1 51

Figura 5 .2  Sim ulación p o r co m putado ra d e  100 lanzamientos de una m oneda 

equilibrada.

1.000

O

|  0.500 ' • • w

I 1 1 .1. l .- L  L i i i i i i -1 I 1 I I
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 

Número simulado de lanzamiento de una moneda 

Figura 5.3 Gráfica que ilustra la ley d e  los grandes números.

y  =  0 .5 6 ,... y =  0.51. O bserve que la proporción  de caras fluctúa pe ro  se acerca 
cada vez m ás a 0.50, la p robabilidad  de cara  en  cada lanzam ien to  de la m oneda.

Puesto  que la  función generatriz  de m om entos de la d istribución  binom ial es fá
cil de  o b ten er, encon trém osla  y usém osla para  verificar los resu ltados del teo rem a 5.2.

t e o r e m a  5.4 La función genera triz  de m om entos de la distribución binom ial e s
tá  dada por

M ,(<) =  [ 1  +  • W  -  O ]"
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Demostración. P or las definiciones 4.6 y 5.3, ob tenem os 

M x {t)  =

=  ¿ ( " W o  -  « r **-o v*/

y po r el teo rem a  1.9 es ta  sum a se reconoce fácilm ente com o la expansión b ino 
mial de [de1 +  ( l  — y)]"  =  1 1 +  d(el — 1 )]". ▼

Si d iferenciam os M x (¡)  dos veces con  respecto  a t , ob tenem os 

M'x ( t )  =  nde'[ 1 +  tí{e‘ -  1 ) ]" “ *

M x {t)  =  n6e'[ 1 -f  0{e' -  l ) ] " " 1 +  n ( n  -  \ ) d 2e2l[ l  +  d(e'  -  l ) ] " - 2

=  nde’ i l  -  0 +  ri0 e ')[l +  d(e ' -  l ) ] " ' 2

y, después de su s titu ir  t =  0. o b ten em o s n \  =  nO y M: =  t id( \  — 6 +  nd) .  Así.
H =  nd  y a 2 =  fi'z — n 2 =  n d ( \  — 6 +  nO) — (n0)2 =  n0( \  — 0),  lo cual concuerda
con las fórm ulas dadas en  el teo rem a 5.2.

A  p artir  del trab a jo  de esta  sección puede parecer m ás fácil en co n tra r los m o
m entos de  la d istribución  binom ial con la función generatriz  de m om entos que evaluar
las d irec tam en te , pe ro  debe  se r ev id en te  q ue  la d iferenciac ión  se vuelve bastan te  
com plicada si querem os de te rm inar, digam os, ^  o  E n  realidad , existe todavía una 
form a m ás fácil de  de te rm inar los m om entos de la distribución binom ial; se basa en su 
fundón factorial generatriz de momentos, la cual se explica en el ejercicio 5.12.

EJERCICIOS

5.1 Si X  tien e  una distribución uniform e discreta f ( x )  =  — para  x  =  1, 2 . . . . ,  k , 
dem uestre  que

+  1(a ) su m ed ia  es n  =

(b) su varianza es <r2 =

2
k 1 -  1

12
(Sugerencia: refiérase  al apéndice A .)

5.2 Si X  tiene  una distribución  uniform e d iscreta  f { x )  =  — p ara  x  = 1 ,2  k ,

dem uestre  que su función genera triz  de m om entos está dada por

-

T am bién  encu en tre  la m edia de esta distribución al evaluar lím M'x (t),  y com 
pare  el resu ltad o  con el ob ten ido  en  el ejercicio 5.1.

f-*0
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5 3  E n ia sección 5.3 no  estudiam os la d istribución  de B ernoulli con  m ucho d e ta 
lle, p o rque  puede considerarse com o u na  distribución binom ial con n  =  1. D e 
m uestre  q ue  para  la distribución de B em oulli, ¡i'r =  0 p ara  r =  1 ,2 ,3  al

i
(a ) eva luar la sum a ^  x r • f ( x : 0 );

i =  0

(b ) hacer n  =  1 en  la función generatriz  de m om entos de la d istribución  b ino
m ial y al exam inar su serie de M aclaurin.

5.4 U se el resu ltad o  del ejercicio  5.3 para  dem ostra r que p a ra  la d istribución  de 
B em oulli

1 -  20
(a ) a» =  — / 1 , d onde  a-, es la m edida de la as im etría  defin ida  en  el

V 0 ( 1  -  0) 3
e jercicio 4.34;

J    3 0 /  J  _ _  0\
(b ) a 4 = ------ - j- ---- —------ . donde a 4 es la m edida de distribución puntiaguda

0 ( 1  — 0)
defin ida en el ejercicio 4.35.

5.5 V erifique que
(a) b( x \  n , 0)  =  b{n  — x; n ,  1 — 0).

1

Tam bién  dem uestre  que si B( x ;  n,  0)  =  2  b ( k \  n , 0)  para  x  =  0, 1 ,2  
en tonces * = 0

(b ) b( x \  n ,  0) — B ( x \  n,  0)  — B ( x  — 1; n , 0);
(c) b(x;  n,  0)  =  B ( n  — x\  rt, 1 — 0)  — B ( n  — x  — 1; n , 1 — 0);
(d ) B{x\  n,  0)  =  1 -  B ( n  -  x  -  1; n,  1 -  0 ).

5.6 U n a  dem ostrac ión  alternativa  del teo rem a 5.2 se puede  basar en  e l hecho  que 
si X \ , X 2. . . .  y X n son variables a leato rias independ ien tes que tienen  la m ism a 
distribución de Bem oulli con el parám etro  0. entonces Y  = X x +  X 2 +  ■ • • +  X n 
es una variable aleatoria que tiene la distribución binomial con los parám etros n  y 0 .
(a ) V erifique d irec tam en te  (esto  es, sin recu rrir  al hecho  que la distribución 

de  B em oulli es un caso especial de  la d istribución  binom ial) que la m edia 
y la varianza de  la d istribución  de B ernoulli son ¿i =  0 y  a 2 =  0(1 — 0 ).

(b ) C on base en  el teo rem a 4.14 y su coro lario  en las páginas 158 y 159, d e 
m uestre  que si X U X 2, . . .  y X n son variables a lea to rias  independ ien tes que 
tien en  la m ism a d istribuc ión  de B ernou lli con el p a rá m e tro  0 y  Y  =  
A', +  X 2 +  h X n, en tonces

E ( Y )  =  n0 y  v a r ( y )  =  «0(1  — 0)

5.7 D em uestre  el teo rem a 5 3 .
5.8 Al calcular todos los valores de una distribución binomial. suele ser posible simpli

ficar el trabajo  al calcular prim ero b{0 ; n,  0)  y después usar la fórm ula recursiva

M * +  i ; - .  »> =  (x  >7,
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V erifique es ta  fórm ula y úsela para  calcular los valores de la distribución b ino 
m ial con  n =  7 y 6 =  0.25.

5.9 Use la fó rm ula  recursiva del ejercicio 5.8 para dem o stra r que para  0 =  \  la dis
tribución binom ial tiene

(a) un m áxim o en  x  =  ^  cuando  n  es par;

n — 1 n  +  1 ,
(b ) m áxim os en  x  =  — - —  y x  =  — - —  cuando  n  es im par.

5.10 Si X  es u n a  variable a lea to ria  b inom ial, ¿para  qué valor de 0 es la p robab ili
d ad  de b{x\ n , 6) un  m áxim o?

5.11 E n  la dem ostración  del teo rem a  5.2 determ inam os la cantidad  E [ X ( X  — 1 )], 
llam ado el segundo  momento factorial. E n general, el résim o m om ento  facto
rial de X  e s tá  dado  por

*ir) =  E [ X ( X  -  1 ) { X  -  2 )*  . . .  - ( X  ~  r  +  1)]

E xprese /x3 y en térm inos de los m om entos factoriales.

5.12 La fundón generatriz de momentos factoriales de una variable a leato ria  d iscre
ta  X  está  d a d a  por

Fx ( t )  =  £ ( < * ) =  2 '• / M
X

D em uestre  que la résim a derivada de  Fx  ( t ) con respecto  a  t en t =  1 es fx¡r), H 
résim o m om ento  factorial defin ido en  el ejercicio 5.11.

5.13 C on respecto  al ejercicio 5.12, encuen tre  la función generatriz  de m om entos fac
toriales de
(a) la d istribución  de B ernoulli y d em u estre  que ^i¡„ =  0 y  =  0  para 

r >  1 ;
(b ) la d istribución  binom ial y úsela para encon trar /x y a 2.

5.14 Si hacem os a =  — n  en  la p rim era pa rte  del teo rem a 4.10, donde /x es la m e
dia de X .  ob tenem os

AM O = A#jr-,(0 =  e ~ » - M x ( t )
(a ) D em uestre  que la résim a derivada de M y - ^ i t )  con respecto  a • en t =  0 

da el résim o m om ento  a lrededo r de la m edia de X.
(b ) E ncuen tre  esa función generatriz  para  los m om entos a lred ed o r de la m e

dia de la d istribución  b inom ial, y verifique que la segunda de rivada  en 
t =  0 e s n f l ( l  -  0).

5.15 U se el resu ltado  del inciso (b ) del ejercicio 5.14 para  dem ostra r que p a ra  la d is
tribución binom ial

1 -  20
a 3 -  .

V / i 0 ( l  -  0 )

donde a 3 es la m edida de la asim etría  definida en  el ejercicio 4.34. ¿Q ué p o d e 
m os concluir sobre  la asim etría  de la distribución binom ial cuando;
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(a) 8 =  l;

(b) n  es grande?

APLICACIONES

5.16 U n exam en de selección m últiple consiste en  ocho  p reguntas y tres respuestas 
a cada  p regunta  (de las cuales sólo una es correc ta). Si un  estud ian te  contesta 
cada p regun ta  tirando  un d ad o  ba lanceado  y m arca la  p rim era  respuesta  si sa
ca 1 o  2, la segunda respuesta  si saca 3 o 4. y  la tercera  respuesta  si saca 5 o  6 , 
¿cuál e s  la probabilidad de q ue  ten d rá  exactam ente  cuatro  respuestas correctas?

5.17 U n ingeniero  en seguridad au tom otriz  afirm a que 1 de 10 accidentes autom ovi
lísticos son causados p o r fatiga del conductor. U se la fórm ula para  la distribución 
binom ial y con redondeo a cuatro  decim ales, ¿cuál es la probabilidad de que al 
m enos 3 de 5 accidentes autom ovilísticos sean causados po r fatiga del conductor?

5.18 Si 40 p o r c iento  de  los ra tones que se usan en un experim en to  se vuelven muy 
agresivos d en tro  de 1 m inu to  después de habérseles adm in istrado  un m edica
m en to  experim ental, encuen tre  la p robab ilidad  de que exactam ente  seis de  15 
ra to n es  a los que se les ha adm in istrado  el m edicam ento  se volverán m uy ag re
sivos d e n tro  de 1 m inuto , use
(a) la fórm ula de la distribución binom ial;
(b) la tab la I

5.19 E n c ie rta  ciudad, la incom patib ilidad se da com o la razón  legal en  70 po r cien
to de todos los casos de  divorcio. E ncuen tre  la p robab ilidad  que cinco de los 
seis casos siguientes de divorcio reg istrados en  esta  c iudad  darán  la  incom pati
bilidad com o razón  legal, use
(a) la fórm ula p a ra  la distribución binom ial;
(b ) la tab la 1.

5.20 U n  científico  social afirm a q ue  sólo 50 p o r c ien to  de los estud ian tes de últim o 
añ o  de p rep ara to ria  capaces de  desarro llar trab a jo  un iversitario  van  realm ente  
a  la universidad. S uponiendo que esta  afirm ación es c ierta , use la  tab la  I para  
en co n tra r las p robab ilidades de qu e  en tre  18 estud ian tes del últim o añ o  de p re 
p a ra to ria  capaces de  hacer trab a jo  universitario
(a) exactam en te  1 0  irán  a  la universidad;
(b ) al m enos 1 0  irán a la  universidad;
(c) cuando  m ucho ocho irán  a la universidad.

5.21 Suponga que la p robabilidad  de que un au tom óvil rob ad o  en cierta  c iudad  del 
oeste  se  recupere  es 0.63. U se la im presión de com pu tado ra  de la figura 5.1 p a 
ra  en co n tra r la p robab ilidad  de que al m enos 8  de  1 0  carros robados en  esta 
ciudad se recuperarán , use

(a) los valores en la colum na P (X  =  K );

(b ) los valores en  la co lum na P (X  LESS O R  =  K).
5.22 C on respecto  al ejercicio 5.21, encuentre la probabilidad de que en tre  10 carros ro

bados en  la ciudad dada se recuperará  cualquier cantidad en tre  tres y cinco, use

(a) los valores en  la colum na P(X  =  K);
(b ) los valores en  la colum na P (X  LESS O R  =  K).
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5.23 C on respec to  al ejercicio 5.18, suponga que el po rcen taje  haya sido 42 en  vez 
de  40. U se una tab la aprop iada  o  una im presión de com putadora  de la d istri
bución binom ial con n =  15 y 0 =  0.42 para  volver a trab a ja r con am bas p a r
tes de ese ejercicio.

5 2 4  C on respecto  al ejercicio 5.20, suponga que el porcentaje haya sido 51 en vez de 
50. Use una tabla apropiada o  una im presión de  com putadora de la distribución 
binom ial con  n =  18 y 9 =  0.51 para rehacer las tres partes de ese ejercicio.

5-25 Al p lanear la operación de una nueva escuela, un m iem bro  del consejo de la es
cuela afirm a que cua tro  de  cada cinco profesores recién con tra tados pe rm ane
cerán en la  escuela por m ás de un año, m ientras que o tro  m iem bro del consejo 
de  la escuela afirm a que sería correc to  decir que tres de cada cinco. E n el pasa
do, los dos m iem bros del consejo han sido casi igualm ente confiables en  sus p re 
dicciones, así que en  ausencia de cualquier o tra  inform ación le asignaríam os a 
sus juicios igual peso. Si uno o  c l o tro  tiene que ten er la razón ¿qué p robab ili
dades le asignaríam os a sus afirm aciones si se encon trara  que 11 de 1 2  p ro feso 
res rec ien tem ente  con tratados perm anecieron  en la escuela por m ás de un año?

5 2 6  (a ) P ara  reduc ir la desviación es tándar de la distribución binom ial a la m itad,
¿qué cam bios debem os hacer en el núm ero  de  ensayos?

(b) Si n  es m ultiplicado po r el factor k  en la d istribución  binom ial que tiene 
pa rám etro s  n y p,  ¿qué afirm ación se puede  hacer sobre  la desviación es
tán d a r  de  la distribución resu ltan te?

5 2 7  U n fabrican te  afirm a que cuando  m ucho 5 p o r c iento  de las veces un p roducto  
dado  ag u an ta rá  m enos de 1 , 0 0 0  horas de  operación  an tes de  req u erir  servicio. 
D e la línea de producción se seleccionaron  al azar veinte productos y se p ro b a 
ron. Se en co n tró  que tres de ellos requ irie ron  servicio an tes de 1,000 horas de 
operación . C om en te  la afirm ación del fabricante.

5.28 (a) U se un program a de cóm puto  para  calcu lar la p robab ilidad  de tira r en tre  
14 y 18 “sietes" en  100 tiradas de un p a r de dados.

(b ) ¿L e so rp rendería  si se tira ran  m ás de  18 “sie tes”? ¿P or qué?

5 2 9  (a) U se un p rogram a de cóm pu to  para  calcular la p robabilidad  de que m ás de 
1 2  de  80 llam adas telefónicas du ren  m ás de cinco m inutos si se supone que 
1 0  p o r  c ien to  de esas llam adas du ran  ese tiem po.

(b ) ¿Se puede  usar este  resu ltado  com o evidencia de  que la suposición es ra 
zonab le? ¿P o r qué?

5.30 U se el teo rem a  de C hebyshev y el teo rem a 5.3 para  verificar que la p robab ili
dad  es al m enos ^  de que
(a) en  900 lanzam ientos de una m oneda equ ilib rada la proporción  de caras e s 

tará  en tre  0.40 y 0.60;

(b ) en  1 0 , 0 0 0  lanzam ientos de una m oneda equ ilib rada la proporción  estará  
en tre  0.47 y 0.53;

(c) en 1 ,0 0 0 , 0 0 0  de  lanzam ientos de una m oneda equ ilib rada la proporción  de 
caras es ta rá  en tre  0.497 y 0.503.

A dvierta  qu e  esto  sirve para  ilustrar la ley de  los grandes núm eros.
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5.31 U sted puede  cap ta r el sen tido  de la ley de los grandes núm eros de la página 
173 lanzando  m onedas. Lance u na  m oneda  100 veces y haga una gráfica de la 
proporc ión  acum ulada de caras después de cada cinco lanzam ientos.

5.32  R egistre los prim eros 200 núm eros que se encu en tra  en  un periódico, em piece 
con la página 1 y proceda en cualquier form a sistem ática y conven ien te . Inclu
ya tam b ién  los núm eros que aparecen  en  los anuncios. Para  cada uno  de  estos 
núm eros tom e n o ta  del d íg ito  de ex trem a izquierda y registre  la proporción  de 
los 1, los 2, los 3 ,. . .  y los 9 (observe que 0 no  puede  ser el dígito de ex trem a iz
quierda; en  el núm ero  decim al 0.0074, el dígito de  ex trem a izquierda es 7). Los 
resu ltados pueden  parecer m uy sorprenden tes, pe ro  la ley de los grandes núm e
ros dada en  la página 173 dice q ue  debe es ta r estim ando  correc tam ente .

5 .5  L A S  D IS T R IB U C IO N E S  B IN O M IA L  N E G A T I V A  Y  G E O M É T R IC A

E n relación con ensayos de Bem oulli repetidos, algunas veces nos in teresa el núm ero  del 
ensayo en  el cual ocurre el Pésim o éxito. P o r ejem plo, puede in teresarnos la probabili
dad  de que el décim o niño expuesto a una enferm edad contagiosa será el tercero  en con
tagiarse, la probabilidad de que la quinta persona en escuchar un rum or será la prim era en 
creerlo o  la probabilidad de  sorprender a un ladrón por segunda vez en  su octavo robo.

Si el Pésim o éxito  va a  ocu rrir en  el ensayo xésim o, debe  h aber k  — 1 éxitos en 
los prim eros jc — 1 ensayos, y la p robab ilidad  para  esto  es

La probabilidad d e  un éxito en el pésim o ensayo es 0 , y la probabilidad de que el k é si
m o éxito  ocurra  en  el ensayo  résim o es, p o r  consiguiente.

d e f in ic ió n  5 .4  U na variable a lea to ria  X  tiene  una d is tr ib u c ió n  b inom ia l n eg a 
tiva  y se conoce com o una variable a lea to ria  b inom ial negativa si y sólo si

para  x  — k ,  k  +  1 . k  +  2 ........

Así, el núm ero  de  ensayos en  que ocurre  el késim o  éx ito  es una variable a lea to ria  que 
tiene una d istribución  binom ial negativa con los pa rám etro s  y 0. El nom bre  “d istribu
ción b inom ial n e g a tiv a” se deriva  de l hecho  q ue  los va lo res b*{x ; k,  6)  p a ra  x  =  
k,  k  +  1, Ar +  2 , . . .  son los térm inos sucesivos de  la expansión  b inom ial de
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tam bién se  conocen com o distribuciones de tiempo de espera binomiales o com o dis
tribuciones de Pascal.

EJEM PLO 5.3

Si la p robabilidad  e s  0.40 de que un niño expuesto  a una en ferm edad  contagiosa la con 
traiga, ¿cuál es la p robab ilidad  de que el décim o niño expuesto  a la en ferm edad  será el 
te rcero  en  con traería?

Solución

Sustituim os .r =  10. k  =  3 y 6 =  0.40 en  la fórm ula para  la distribución binom ial 
negativa, y ob tenem os

b * (  10: 3. 0 .40) =  0 ( O .4 O ) 3 (O.6O) 7

=  0.0645 ▲

C uando  hay un a  tab la  de p robab ilidades binom iales disponible, genera lm ente  se 
puede sim plificar la  determ inación  de las p robabilidades binom iales negativas m ed ian 
te  la identidad
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0\~k

TEOREMA 5 .5

b * ( x ; k ,  6)  =  j - b { k \  x , 0 )

Se ped irá  al lector que verifique este  teo rem a en el ejercicio 5.35.

EJEM PLO 5.4

U se el teo rem a 5.5 y la tab la I para rehacer e l ejem plo 5.3.

Solución

Sustituim os x  =  10. A: =  3 y 0 =  0.40 en  la fórm ula del teorem a 5.5. y obtenem os 

b * (  10; 3. 0 .40) =  ^  • b ( 3; 10. 0.40)

=  ^ ,(0 -2 1 5 0 )

=  0.0645 ▲

t  L as ex p a n s io n e s  b in o m ia les  co n  e x p o n e n te s  neg a tiv o s se  exp lican  e n  el lib ro  d e  W . F e lle r  m e n 
c io n a d o  e n tre  las  re fe ren c ia s  al fina l de c a p ítu lo  2.
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Los m om entos de la d istribución  binom ial negativa se pueden  o b ten e r al p ro ce
d e r  com o en  la dem ostración  de l teo rem a  5.2; para  la m edia y la varianza obtenem os

com o se ped irá  a l lector que verifique en el ejercicio 5.36.
Puesto  que la distribución binom ial negativa con k  =  1 tiene m uchas aplicacio

nes im portan tes, se le ha dado  un nom bre especial: distribución geom étrica.

d e f in ic ió n  5 5  U n a  variable a lea to ria  X  tiene una distribución  geom étrica  y se 
le conoce com o una variable a lea to ria  geom étrica  si y sólo si su d istribución  de 
p robabilidad  es tá  d ada  po r

g(x ; 0 ) =  0(1 -  0 ) * - ' p a ra  jc =  1 ,2 ,  3 . . . .

EJEM PLO 5.5

Si la p robab ilidad  es 0.75 de que el solicitante de una licencia de m anejo  pasará  la p rue 
ba de m anejo  en  un ensayo dado , ¿cuál es la p robab ilidad  de  q ue  un solicitante final
m ente pase la p ru eb a  en  el cuarto  ensayo?

Solución

A l sustitu ir x  =  4 y 0 =  0.75 en  la fórm ula de la d istribución  geom étrica, o b te 
nem os

g (4 ; 0 .75) =  0.75(1 -  0 .75 )4 - '

=  0.75(0.25 ) 3 

=  0.0117

P or supuesto , este  resu ltado  se basa en  la suposición de qu e  las p ruebas  son in
depend ien tes y aqu í puede haber algunas dudas sobre  su validez. ▲

5 .6  L A  D IS T R IB U C IÓ N  H IP E R G E O M É T R IC A

En el capítu lo  2 usam os el m uestreo  con y sin reem plazo  para  ilustrar las reglas de m ul
tiplicación para  even to s independien tes y depend ien tes. Para o b ten e r una fórm ula an á 
loga a la de la d istribución  binom ial que sea válida p a ra  el m uestreo  sin reem plazo , en 
cuyo caso los ensayos no  son independien tes, considerem os un con jun to  de N  e lem en 
tos de los cuales M  se consideran  com o éxitos y los o tros N  -  M  com o fracasos. A sí co-
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m o en relación con la distribución binom ial, estam os in teresados en la p robab ilidad  de 
o b ten e r x  éxitos en  n ensayos, pe ro  ahora  estam os escogiendo, sin reem plazo, n  de  los 
N  e lem entos con ten idos en el conjunto.

el con jun to , y supondrem os que son todos igualm ente posibles (que es lo que quere 
m os decir cuando  afirm am os que la selección es al azar), se sigue del teo rem a 2 . 2  que 
la p robab ilidad  de “x  éxitos en n  ensayos" es

d e f in ic ió n  5.6 U na variable a lea to ria  X  tiene una distribución hipergeom étri-
ca y se conoce com o variable a lea to ria  h ipergeom étrica si y sólo si su distribución 
de p robab ilidad  está  dada  por

Así, para  el m u estreo  sin  reem plazos, el núm ero  de éxitos en  n  ensayos es una variable 
a lea to ria  que tiene una distribución h ipergeom étrica  con los parám etros n, N  y M.

C om o p arte  de una encuesta de contam inación del a ire , un inspector decide exam inar 
las emisiones de seis de los 24 cam iones de una com pañía. Si cuatro  de los cam iones de la 
com pañía em iten  can tidades excesivas de con tam inan tes, ¿cuál es la p robab ilidad  de 
que ninguno de  ellos sea pa rte  de la m uestra del inspector?

Solución

A l sustitu ir x  =  0, n =  6 , N  =  24 y M  =  4 en la fórm ula p a ra  la distribución h i
pergeom étrica , ob tenem os

p a ra  x  =  0 , 1 , 2  n,
x  ^  M  y n  — x  ^  N  — M

5.6
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h ( 0; 6 , 24, 4 )  =

=  0.2880

El m étodo  p o r el cual encon tram os la m edia y la  varianza de la d istribución  hi- 
pergeom étrica  es m uy sim ilar al em pleado  en  la dem ostración  del teo rem a 5.2.

t e o r e m a  5.7 La m edia y la varianza de la distribución h ipergeom étrica son

n M  ,  n M ( N  -  M ) ( N  -  n)
M =  ~ Ñ  y *  =  r f ( N - l ) ----------

D em ostración. Para determ inar la m edia, evaluem os d irectam ente  la sum a

n

1  =  0

/ N  -  M \
M \ V n -  x  )

( x  -  1 )!(M  -  x ) \  ' ^

donde om itim os el térm ino  co rrespond ien te  a x  =  0 , el cual es 0 , y cancelam os 

la x  con tra  e l p rim er factor de .r! =  * (*  — 1 )! en  el denom inado r de

y, al hacer v =  x  — 1 y m  =  n  — 1 , e sto  se convierte  en

F inalm ente , usam os el teo rem a 1.12, y obtenem os

O
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M _ Í N  -  1 \  _M _ Í N  -  l \  _  n M
N ^ \  m  )  “  1 /  *V

A  fin de o b ten e r la fórm ula para  a 2, p rocedem os com o en la dem ostración
del teo re m a  5.2. evaluam os p rim ero  E [X ( X  -  1)] y en tonces usam os el hecho 

que E ( X 2) =  E [ X ( X  — 1)] +  E(X) .  Le dejam os al lector dem ostra r que

F \ X ( X  -  n i  -
E [ X ( X  1 ) 1  “  N ( N - \ )

en  el ejercicio 5.44, ob tenem os así

2 = M ( M  -  1 ) n ( n  ~  1) n M  í n M \ 2
"  N { N  -  1) N  V N  )

_ n M ( N  -  M ) ( N  -  n)
N 2( N  -  1) T

P uesto  q ue  la función genera triz  de m om entos de la distribución h ipergeom étri
ca es bastan te  com plicada, no la tra tarem os en este  libro. Sin em bargo , se pueden  en 
co n tra r los de ta lles  en el libro de M. G . K endall y A. S tuart que se enum era  en tre  las 
referencias al final del cap ítu lo  3.

C uando  A' es g rande y n  es re la tivam en te  pequeña  com parada con N  (la regla 
em pírica es que n  no  debe exceder de  5 po r c ien to  de N),  no  hay m ucha diferencia en 
tre  m uestrear con reem plazo y m uestrear sin reem plazo y se puede usar la fórm ula para

la distribución binom ial con los parám etros n y  8 =  ~  para  aproxim ar las p robabili
dades hipergeom étricas.

EJEM PLO 5.7

E n tre  los 120 so licitan tes para  un traba jo , sólo 80 son rea lm en te  aptos. Si cinco de  los 
solicitantes se seleccionan al azar para  una en trev ista  m ás extensa, encuen tre  la p roba
bilidad de que só lo  dos de los cinco serán ap tos para  e l traba jo , para  ello  use

(a) la fórm ula para  la distribución hipergeom étrica;
(b ) la fórm ula para la distribución binom ial con 0 =  com o una aproxim ación. 

Solución

(a) Al sustitu ir x  =  2, n  =  5, N  =  120 y M  =  80 en la fórm ula de  la d istribu 
ción h ipergeom étrica, ob tenem os

h ( 2; 5. 120, 80)

redo n d ead o  a tres decim ales;

=  0 . 1 6 4
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(b ) A l sustitu ir x  — 2, n 
b inom ial, ob tenem os

5 y 0  =  $o =  5 c n la  fórm ula p a ra  la distribución

=  0.165

red o n d ead o  a  tres decim ales. C om o se puede ver a p a rtir  de estos resu lta 
dos la aproxim ación es m uy cercana. ▲

5 .7  L A  D IS T R IB U C IÓ N  D E  P O IS S O N

C uando  n  es g rande, el cálculo de las p robabilidades binom iales con  la fórm ula de  la 
defin ición 5.3 im plica una can tidad  p roh ib itiva  de trab a jo . P o r e jem plo , p a ra  calcu lar 
la probabilidad d e  que 18 de 3,000 personas, que ven un desfile en  un día m uy caluroso

/3 ,0 0 0 \
de v erano , su frirán  de insolación, p rim ero  debem os d e te rm in a r I ^  I, y si la

p robab ilidad  es 0.005 de  q ue  cualqu iera  de  las 3,000 personas que ven el desfilen sufri
rán  de insolación, tam bién  tenem os que calcu lar el valor de (0.005) l8(0.995)2-982.

E n esta  sección p resen tarem os una d istribución  de p robab ilidad  qu e  se puede  
usar para  ap rox im ar p robab ilidades binom iales de esta  clase. E specíficam ente, investi
garem os la form a lím ite de la d istribución  binom ial cuando  n  -» < » , 0  -►0 , m ien tras nd

perm anece  constan te . Sea esta  constan te  A. esto  es, nd =  A y, po r tan to , 0  =  p o d e 
m os escribir

6 (x ; n, fl) =  Q  ( ¿ )  ( l  -

=  n ( « -  l ) ( n  - ( B - x + l ) ^ i  _  A J - -

Entonces, si dividim os uno  de los x  factores n  en  cada factor del producto  n (n  — 1)

(n  — 2 ) • . . .  • (n — x  +  1 ) y escribim os

( , .  i j -  [ ( , .  .  i ) -

ob tenem os

l ( l  - - 1); ! - ( ' -  r n  ■ -  r
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F inalm ente , si hacem os n  —► oo m ien tras x  y A perm anecen  fijas, encon tram os que

< > ■ - i )

n r -  

o - r ~

y, po r tan to , que la distribución lím ite se vuelve

\ * e ~ Á
p ( x A) =  — j— p a ra  x  =  0, 1, 2 , . . .

d e f in ic ió n  5.7 U na variable a lea to ria  X  tiene una distribución de Poisson y se 
conoce com o una variable a lea to ria  de Poisson si y sólo si su distribución de  p ro 
babilidad está dada por

A‘ e~ *
p ( x ;  A) =  — —  p a ra  x  =  0. 1, 2 , . . .

A sí, en  el lím ite cuando  n  ->  oo, o - *  0, y nd =  A perm anece constan te, el núm e
ro  de éxitos es u na  variable a lea to ria  que tiene una distribución  de  Poisson con el p a 
rám e tro  A. E sta  d istribuc ión  se llam a así en  h o n o r al m atem ático  francés S im eón 
Poisson (1781 - 1840). E n general, la d istribución  de Poisson b rindará  una buena  a p ro 
xim ación a  las p robab ilidades binom iales cuando n S  20 y 8 ^  0.05. C uando  n  ^  100 
y nd  <  1 0 , la aproxim ación  genera lm ente  será excelente.

Para ten e r  una idea sobre  la cercan ía  de la aproxim ación de Poisson a la d istri
bución binom ial, considere la im presión  de com putadora  de la figura 5.4, que m uestra , 
una a rriba  de la o tra , la distribución binom ial con n  =  150 y 8 =  0.05 y la distribución 
de Poisson con A =  150(0.05) =  7.5.

EJEM PLO 5.8

U se la figura 5.4 para  de te rm in a r el valor de x  (desde 5 hasta  15) p a ra  el cual el e rro r  
es el m ás g rande  cuando usam os la distribución de Poisson con A =  7.5 para  aproxi
m ar la d istribución  binom ial con n  =  150 y 8 =  0.05.

Solución

C alculam os las diferencias correspondien tes a x  =  5 ,.r  =  6 , . . . , x  =  ^ .o b t e n e 
m os 0.0006, -0 .0 0 1 7 , -0 .0 0 3 4 , -0 .0 0 3 7 , -0 .0 0 2 7 , - 0 .0 0 1 1 , 0.0003, 0.0011, 
0.0013, 0.0011 y 0.0008. A sí, el m áxim o e rro r  (num éricam en te) es -0 .0 0 3 7 , y co
rresponde a  x  =  8 . a
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MTB > BINOMIAL N=150 P=0.05
PROBABILIDADES BINOMIALES MENOR N = 1.50 Y P = .050000

K P(X = K) P(X PARA O = K)
0 .0005 .0005
1 .0036 .0041
2 . 0141 .0182
3 .0366 .0548
4 .0708 .1256
5 .1088 .2344
6 .1384 .3729
7 .1499 .5228
8 .1410 .6630
9 .1171 .7809

10 .0869 .8678
11 .0582 .9260
12 .0355 .9615
13 .0198 .9813
14 .0102 .9915
15 .0049 .9964
16 .0022 .9986
17 .0009 .9995
18 .0003 .9998
19 .0001 .9999

MTB > POISSON MU=7.5
PROBABILIDADES DE POISSON PARA MEDIA = 7.500

K P(X = K) P(X MENOR O = K)
0 .0006 .0006
1 .0041 .0047
2 .0156 .0203
3 .0389 .0591
4 .0729 .1321
5 .1094 .2414
6 .1367 .3782
7 .1465 .5246
8 .1373 .6620
9 .1144 .7764

10 .0858 .8622
11 .3585 .9208
12 .0366 .9573
13 .0211 .9784
14 .0113 .9897
15 .0057 .9954
16 .0026 .9980
17 .0012 .9992
18 .0005 .9997
19 .0002 .9999
20 .0001 1.0000

Figura 5 .4  Im presión de  co m putado ra d e  la distribución binom ial co n  n  =  150 

y  0  -  0 .0 5  y  la distribución de Poisson co n A =  7.5.
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El siguiente ejem plo ilustra la aproxim ación de Poisson a  la distribución binom ial.

EJEM PLO 5.9

Si 2 por c ien to  de  los libros encuadernados en  c ierto  taller tiene encuadem ación  defec
tuosa, use la aproxim ación de Poisson a la distribución binomial para determ inar la p roba
bilidad de que cinco de 400 libros encuadernados en este taller tendrán encuadernaciones 
defectuosas.

Solución

Al su s titu ir  x  =  5, A =  400(0.02) =  8  y e - 8  =  0.00034 (de  la tab la  V III)  en  la 
fó rm ula  de  la definición 5.7. ob tenem os

p l i , g ) = = (3 2 J6 JM 0 0 0 3 4 )  = 0 M 3  ^

En la p ráctica real, rara  vez se ob tienen  las p robabilidades de Poisson p o r susti
tución directa en la fórm ula de la definición 5.7. A lgunas veces nos referim os a las ta
blas de p ro bab ilidades  de  Poisson, com o la tab la  II. o  a tab las m ás ex tensas en  los 
m anuales de tab las estadísticas, pe ro  m ás a m enudo, hoy en  día, nos referim os a p ro 
gram as de co m pu tado ra  apropiados. El uso de  tablas o  com putadoras es de especial 
im portancia cuando  nos in teresan  p robabilidades relacionadas con  varios valores de  x.

EJEM PLO 5.10

Los registros m uestran  que la p robabilidad  es 0.00005 de que a un autom óvil se le re 
viente un neum ático  m ientras cruza c ierto  puente. U se la distribución de Poisson para 
aproxim ar las p robab ilidades binom iales que . de 1 0 , 0 0 0  au tos q ue  cruzan este  puen te ,

(a ) exactam en te  dos ten d rán  un neum ático  reventado;

(b ) cuando  m ucho dos tend rán  un neum ático  reventado .

Solución

(a ) Al consultar la tabla II. encontram os que para x  =  2 y A =  10,000(0.00005) =  
0.5, la p robab ilidad  de  Poisson es 0.0758.

(b ) Al consu ltar la tabla II, encon tram os que para x  =  0 ,1  y 2, y A =  0.5. las 
p robab ilidades de Poisson son 0.6065. 0.3033 y 0.0758. Así, la probabilidad 
de q ue  cuando m ucho dos de los 1 0 , 0 0 0  au tos que cruzan el puen te  tendrán  
un neum ático  reven tado  es

0.6065 4- 0.3033 +  0.0758 =  0.9856 ▲
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EJEM PLO 5.11

U se la figura 5.5 p a ra  rehacer el e jem plo  an terio r.

Solución

(a) L eem os el valor p a ra  K  =  2 en  la colum na P(X  =  K ) ob tenem os 0.0758.
(b ) E n  este  caso podem os sum ar los valores para  K  =  0. K  =  1 y K  =  2 en  la 

co lum na  P(X  =  K ) o  podem os leer el va lo r p a ra  K  =  2 en la  co lum na 
P (X  LESS O R  =  K ) y o b ten e r 0.9856. ▲

M T B  > P O IS S O N  M U = . 5

P R O B A B IL ID A D E S  D E  P O IS S O N  P A R A  M E D IA  = . 5 0 0

K P ( X  = K) P ( X  M ENOR 0  =

0 . 6 0 6 5 . 6 0 6 5

1 . 3 0 3 3 . 9 0 9 8
2 . 0 7 5 8 . 9 8 5 6

3 . 0 1 2 6 . 9 9 8 2
4 . 0 0 1 6 . 9 9 9 8

5 . 0 0 0 2 1 . 0 0 0 0

Figura 5.5 Impresión de  com putadora de la distribución de Poisson co n A *= 0.5 .

Al h aber derivado  la distribución de Poisson com o una form a lím ite de  la d istri
bución binom ial. podem os o b ten e r fórm ulas para su m edia y su varianza al aplicar las 
m ism as cond ic iones lím ite (n  —>0 0 , 0 —>0 y nd  =  A perm an ece  co n s ta n te )  a  la m edia 
y la varianza de la  d istribución  binom ial. P ara  la m edia ob tenem os ¡i =  nd =  A y p a 
ra la varianza o b tenem os cr2 =  «0(1 — 0) =  A(1 — 0), la cual se aproxim a a  A cuando 
0 -> O .

t e o r e m a  5 .8  La m edia y la varianza de la d istribución  de Poisson están  dadas 
por

H =  \  y a 2 =  A

E stos resu ltados tam bién  se p ueden  o b ten e r al eva luar d irec tam en te  las sum as 
necesarias (véase el ejercicio 5.50) o  al trab a ja r con  la función genera triz  de  m om entos 
d ada  en  el siguiente teo rem a

t e o r e m a  5.9 La función genera triz  de m om entos de la d istribución  de Poisson 
está  dada por

AM O =
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D em ostración . Por las definiciones 4.6 y 5.7,

« * ( ' ) -  =  <■-'• i  {- ^ Tx- 0  x • i=o x -

00 (A e‘)x
d onde  ^  — j—  se puede  reco n o cer com o la serie  de M aclaurin  de  ez con

»=o
z  — Áe1. A sí,

M x (t)  =  e - * - e Aí' =

E ntonces, sí d iferenciam os M x (t)  dos veces con respecto  a t. ob tenem os

M'x( t )  =  Áe,e * t’- l)

M x (t)  =  Ae'eAl<'_,) +  A2e V (*'~l)

de m anera  que /x\ =  M'x ( 0) =  A y =  A/j(0) =  A +  A \ Así, /x =  A y o 2 — /x; — fx2 
=  (A +  A2) — A2 =  A, lo cual concuerda  con el teo rem a 5.8.

A unque  la d istribución  de Poisson se ha derivado  com o u na  form a lím ite de la 
distribución binom ial, tiene  m uchas aplicaciones qu e  no  tienen relación d irecta  con dis
tribuciones b inom iales. P o r ejem plo , la distribución de Poisson puede  servir com o un 
m odelo  p a ra  el núm ero  de éxitos que ocu rren  du ran te  un in tervalo  de tiem po  d ad o  o 
en  una región específica cuando  ( 1 ) son independ ien tes los núm eros de éxitos que ocu
rren  e n  in tervalos de tiem po o  regiones que no  se traslapan , (2 ) la p robab ilidad  de que 
ocurra  un solo éx ito  en un in tervalo  de  tiem po m uy co rto  o  en  una reg ión  m uy p eq u e
ña es p ro po rc ional a la long itud  del in te rvalo  de tiem po  o  al tam añ o  de la reg ión , y 
(3 ) la p robab ilidad  de que m ás de un éxito  ocurra  en  tal in tervalo  co rto  de tiem po  o 
que caiga en  tal reg ión  pequeña es insignificante. D e ahí, una distribución de  Poisson 
podría  describ ir el núm ero  de llam adas telefónicas recibidas po r hora  en  una oficina, el 
núm ero  de e rro re s  de m ecanografía p o r página o  el núm ero  de  bacterias en un cultivo 
d ad o  cuando  se conoce el núm ero  p rom ed io  de éxitos. A, para el in tervalo  de  tiem po 
o la reg ión  específica dados.

EJEM PLO 5.12

El núm ero  de cam iones que llegan en  un día cualqu iera  a un p a rad e ro  de  cam iones en 
cierta  ciudad  se conoce que es 12. ¿C uál es la p robab ilidad  de que en un día dado  lle
guen  m enos de 9 cam iones a ese paradero?

Solución

Sea X  el núm ero  de cam iones que llegan en un día dado . E ntonces, usam os la ta 
bla II con A =  12, y obtenem os

8

P { X  <  9) =  2 p ( j c ;  12) =  0.1550 ▲
*=o

Si, en  una situación donde son válidas las condiciones an terio res, los éxitos o cu 
rren  a una tasa  m edia de  a  po r unidad  de tiem po  o po r unidad  de  región, en tonces el 
núm ero  de éxitos en un in tervalo  de / unidades de  tiem po  o  t unidades de la región es-
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pecificada es una variable a lea to ria  de  Poisson con la  m edia A =  a t  (véase e l ejercicio 
5.48). P or consiguien te, el núm ero  de éxitos, X,  en  un in tervalo  de tiem po de longitud 
t unidades o  una región de tam año  t  unidades tiene la distribución de Poisson

p( x ;  a t )  =  - — par a  x  =  0 , 1 , 2 , . . .

EJEM PLO 5.13

C ierta clase de lám ina de m etal tiene, en  prom edio, cinco defectos por cada 10 pies cua
drados. Si suponem os una distribución  de Poisson, ¿cuál es la p robab ilidad  de q ue  una 
lám ina del m etal de 15 pies cuadrados tendrá  al m enos 6  defectos?

Solución

Sea X  el núm ero  de defectos en  una lám ina del m etal de 15 pies cuadrados. E n 
tonces, p u es to  que la unidad de á rea  es 1 0  pies cuadrados, tenem os

A =  a t  =  (5 ) (  1.5) =  7.5

y
P ( X  £  6 ) =  1 — P ( X  á  5 ) =  1 -  0.2414 =  0.7586 

de acuerdo  a la im presión de com putadora  m ostrada  en la figura 5.4. ▲

EJERCICIOS

5.33 A  veces se  define la distribución binom ial negativa en  u na  form a d ife ren te  co
m o la d istribución  del núm ero  de fracasos q ue  p recede  el Aésimo éxito . Si el 
Aésimo éx ito  ocurre en  el xésim o ensayo, debe e s ta r  preced ido  p o r x  — k  fra
casos. A sí, encuen tre  la distribución de  Y  =  X  — k , donde X  tiene  la d istribu
ción de la definición 5.4.

5 3 4  C on  respecto  al ejercicio 5.33, encuen tre  expresiones para  p Y y a y ■
5 3 5  D em uestre  el teo rem a 5.5.

5 3 6  D em uestre  el teo rem a 5.6 al de te rm inar p rim ero  E ( X )  y E [ X ( X  + 1 ) ] .

5 3 7  D em uestre  qu e  la función genera triz  de m om entos de  la distribución geom étri
ca está  d a d a  por

de'
M x i t )  =

1 -  e '( l  -  0 )

5 3 8  U se la función generatriz  de m om entos derivada en  el ejercicio 5.37 para  mos-
1 ,  1 - 0

tra r  que p a ra  la distribución geom étrica, ¡x =  -  y  cr =  —- 5— .
o o*

5 3 9  Al d iferenciar con respecto  a 0 las expresiones en  am bos lados de  la ecuación
oc
5 > (  1 -  0 ) 1 - 1  =  1 

1 = 1



Sección 5.7: La distribución de Poisson 193

d em u e s tre  q u e  la m edia de la d istribuc ión  geom étrica  e s tá  d ada  p o r /x =  —.
0

2 — 6
Entonces, al d iferenciar o tra  vez con respecto  a 0, dem uestre  q ue  fj.'2 =  —t í —

2 1 - 9  *y po r tan to  qu e  a  =  —- 5— .

5 .4 0  Si X  es una variable a leato ria  que tiene una distribución geom étrica, dem ues
tre  que

P ( X  =  x  +  n \ X  >  n )  =  P { X  =  x )

5 .4 1  Si la p robab ilidad  es f ( x )  de  que un producto  falle la .vésima vez que se usa, es
to  es, en el orésimo ensayo, en tonces su tasa de falla en el .résim o ensayo es la 
p robab ilidad  de  que fallará en el .résimo ensayo dado  que no ha fallado en  los 
prim eros x  — 1 ensayos; sim bólicam ente, está  dada por

Z ( x )  =   M _____
{ )  1 — F( x  — 1)

donde F( x )  e s  el valor de la función de  distribución correspond ien te  en  x.  D e 
m uestre que si X  es una variable a lea to ria  geom étrica, su tasa de  falla es cons
tan te  e igual a 0 .

5 .4 2  Se p resen ta  una variación de  la distribución binom ial cuando  los n  ensayos son 
todos independien tes, pe ro  la p robabilidad  de éx ito  en  el z'ésimo ensayo es 0 ,, 
y estas p robab ilidades no son todas iguales. Si X  es el núm ero  de éxitos o b te 
nidos bajo  estas  condiciones en  n  ensayos, dem uestre  que

1 "
(a) n x  =  nd,  donde = - •  2  0 ,;

i -  1
(b ) a \  =  « 0 ( 1  -  0 ) — n a \ ,  d onde  0 es com o se define en el inciso (a ) y

i= l

5 .4 3  C uando  se calculan todos los valores de una d istribución  h ipcrgeom étrica, a 
m enudo  se puede sim plificar el trabajo  al calcular p rim e ro /i(0 ; n,  N ,  M )  y usar 
en tonces la fórm ula recursiva

h ( x  +  1; « , N.  M )  =  -{ I +  j ' V - Xm M-  x  +  u  • * ( *  "• N ■ M )

V erifique es ta  fórm ula y úsela para  calcular los valores de la distribución hiper- 
geom étrica con n  =  4, N  = 9 y  k  =  5.

5 .4 4  V erifique la expresión dada para E [ X { X  — 1)] en  la dem ostración  del te o re 
m a 5.7.

M
5 .4 5  D em uestre  q ue  si hacem os 0 = —  en el teo rem a 5.7, la m edia y la varianza de

la d istribuc ión  h ipergeom étrica  se  p u eden  escrib ir com o ¿1 =  nd  y a 2 =  
N  — n

nd{  1 — 0) • ~  ——-. ¿C óm o se com paran  estos resu ltados con  el análisis de  la 

página 185?
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5.46 C uan d o  calculam os todos los valores de  una distribución  de  Poisson, a m enudo 
se p u ed e  sim plificar e l tra b a jo  al calcu lar p rim ero  p ( 0 ;A) y u sar después la 
fó rm u la  recursiva

V erifique esta  fórm ula y úsela ju n to  con e 2 =  0.1353 para  verificar los valo
res d ados en la tab la II para  A =  2.

5.47 A prox im e la p robab ilidad  binom ial b ( 3; 100,0.10) al usar
(a ) la fórm ula para  la d istribución  binom ial y logaritm os;
(b ) la tab la II

5.48 Suponga que f { x , r) es la p robab ilidad  de o b ten e r x  éxitos du ran te  un in te rva 
lo de tiem po  de longitud /  cuando  (i) la p robab ilidad  de un éx ito  du ran te  un in
tervalo  de tiem po  m uy p eq u eñ o  de t a  t +  Af es a  • Ar, (ii) la p robab ilidad  de 
m ás de un éxito  du ran te  d icho in tervalo  de tiem po  es insignificante, y (iii) la 
p robab ilidad  de  un éx ito  d u ran te  ese in tervalo  de tiem po no d epende  de lo que 
haya p asado  an tes del tiem po  t.
(a) D em uestre  que ba jo  estas  condiciones

(b) D em uestre  po r sustitución d irecta  q ue  una solución a  este  sistem a infinito  
de  ecuaciones diferenciales (hay una para  cada valor de  x)  e s tá  dada por 
la distribución de Poisson con A =  at.

5.49 U se rep e tid am en te  la in tegración p o r partes  p a ra  dem ostra r que

E ste  resu ltado  es im portan te  po rque los valores de la  función de distribución de 
una variab le  a lea to ria  de Poisson se pueden  o b ten e r así al consu ltar una tabla 
de funciones gam m a incom pletas.

5.50 D erive las fórm ulas p a ra  la m edia y la  varianza de la  distribución de  Poisson al 
evaluar p rim ero  E { X )  y E [ X { X  — 1)].

5.51 D em uestre  que si las condiciones lím ite n —► oo, e  —► 0, m ientras nd  perm anece 
constante, se aplican a la función generatriz de m om entos de la distribución bino
m ial, ob tenem os la función generatriz de m om entos de la distribución de Poisson.

[Sugerencia: válgase del hecho  que lím ^1 +  ^  =  e2.}

5.52 U se el teo rem a  5.9 para  m ostrar que para  la distribución de  Poisson a 3 =  - ^ = ,  

donde a 3 es la m edida de la asim etría definida en  el ejercicio 4.34.

P (x  +  1; A) =  •/?(*; A)

f ( x , t +  At )  =  f ( x ,  r ) [ l  — a  • Ar] +  f ( x  — 1, t ) a  ■ At

y p o r tan to  que
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5.53 A l d iferenciar con respecto  a A las expresiones de am bos lados de la ecuación

k*e~k
M . "

j  =  0

derive la siguiente fórm ula recursiva para  los m om entos a lred ed o r de la  m edia 
de la d istribución  de Poisson:

P r  +  l  ~  A

para  r =  1, 2. 3 , . . .  . T am bién , use esta  fórm ula recursiva y el hecho que /x0 =  1 
y /x, =  0  p a ra  encon trar /x2, /x3 y M-»- >’ verifique la fórm ula dada p a ra  a 3 en el 
ejercicio 5.52.

5.54 U se el teo re m a  5.9 p a ra  en c o n tra r  la función  genera triz  de m om entos de 
Y  =  X  — A, donde X  es una variable aleatoria  que tiene la distribución de Pois
son con el parám etro  A, y úsela para  verificar que =  A.

APLICACIONES

5.55 Si la p robab ilidad  es 0.75 de q ue  una persona c ree rá  un rum or acerca de los d e 
litos de  c ie rto  político, encuen tre  las p robabilidades de que
(a) la octava persona que escucha el rum or será la qu in ta  en  creerlo;
(b ) la décim a qu in ta  persona que escuche el rum or será la décim a en creerlo .

5.56 Si las p robab ilidades de tener un hijo o  una hija son am bas 0.50, encuen tre  las 
p robab ilidades de que
(a) el c u a rto  niño de una fam ilia sea el p rim er hijo varón;
(b ) el sép tim o  niño de una fam ilia sea  su segunda hija;
(c) el décim o n iño  de una fam ilia sea su cuarto  o  q u in to  hijo varón.

5.57 U na ex p erta  tirad o ra  certera  falla en d a r en el b lanco  cinco p o r cien to  de las 
veces. E ncuen tre  la p robab ilidad  de que fallará en  d a r en  el b lanco p o r segun
da vez en  el décim o qu in to  tiro , use
(a) la fórm ula p a ra  la distribución binom ial negativa;
(b ) el teo rem a  5.5 y la tab la I.

5.58 A l g rabar un com ercial de  televisión, la p robab ilidad  es 0.30 de que c ie rto  ac
to r  d irá  co rrec tam en te  sus líneas en  una tom a cualquiera . ¿C uál es la p ro b ab i
lidad de q ue  d irá  co rrec tam en te  sus líneas po r prim era vez en  la sexta tom a?

5.59 E n  una “p rueba  de  tortura*’ un apagador de luz se prende y se apaga hasta que 
falla. Si la probabilidad es 0.001 de que el apagador falle en cualquier m om ento 
en que se p renda  o  se apague, ¿cuál es la probabilidad de que el apagador no fa
lle durante  las prim eras 800 veces que se prende o  se apaga? Suponga que se sa
tisfacen las condiciones requeridas por la distribución geom étrica y use logaritmos.

5.60 A dap te  la fórm ula del teo rem a  5.5 de m anera que se pueda  usar para  expresar 
p robab ilidades geom étricas en  térm inos de p robabilidades b inom iales, y use la 
fórm ula d e  la tab la I para
(a) verificar el resu ltado  del e jem plo  5.5;
(b ) reh acer el ejercicio 5.58.
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5.61 U n ingeniero  de  con tro l de  calidad inspecciona una m uestra  tom ada  al azar de 
dos calculadoras m anuales de cada lote que liega de tam año  18 y acepta el lote 
si am bas es tán  en  buenas condiciones de trabajo ; de  o tra  m anera, se inspeccio
na todo  el lo te  y e l costo  se carga a l vendedor. ¿C uáles son las p robabilidades 
de q ue  un  lo te así se acepte  sin inspección adicional si contiene
(a) cu a tro  calcu ladoras q ue  no  están  en  buenas condiciones de trabajo;
(b ) ocho  calculadoras que no  están  en buenas condiciones de trabajo ;
(c) 1 2  calcu ladoras que no están  en buenas condiciones de trabajo?

5.62 D e los 16 so licitantes p a ra  un trabajo , 10 tienen títu lo  universitario . Si se esco
gen tres  d e  los so licitantes al azar p a ra  entrevistas, ¿cuáles son las p robab ilida
des de que
(a) n inguno tenga un títu lo  universitario;
(b) uno tenga un títu lo  universitario;
(c) dos tengan  un títu lo  universitario;
(d ) los tre s  tengan  un títu lo  universitario?

5.63 E ncuen tre  la m edia y la varianza de la distribución h ipergeom étrica  con n  =  3, 
N  =  16 y k  =  10, use
(a) los resu ltados del ejercicio 5.62;
(b ) las fórm ulas del teo rem a 5.7.

5.64 ¿C uál es la  p robab ilidad  d e  que una aud ito ra  de im puestos sólo descubra dos 
declaraciones de im puestos con  deducciones ilegítim as si selecciona al azar cin
co declaraciones en tre  15, de  las cuales nueve contienen deducciones ilegítimas?

5.65 V erifique en cada caso si se satisface la condición para  la aproxim ación b ino 
mial a la d istribución  hipergeom étrica:

(a ) N  =  200 y n  =  12;

(b ) N  =  500 y n  =  20;
(c) N  =  640 y n  =  30.

5.66 U n em barque  de 80 alarm as con tra  ro b o  contiene 4 que son defectuosas. Si del 
em barque  se seleccionan al azar tres y se em barcan  a un cliente, encuen tre  la 
p robab ilidad  de  que el cliente recibirá exactam ente  una un idad  m ala, use
(a) la fó rm ula  de la distribución h ipergeom étrica;
(b ) la d istribución  binom ial com o una aproxim ación.

5.67 E n tre  los 300 em pleados de una com pañía. 240 son sindicalizados. m ien tras que 
los o tro s  no  lo son. Si se seleccionan al azar seis de los em pleados para  p resta r
su servicios en  un com ité que adm inistra  el fondo de pensión , encuen tre  la p ro 
babilidad de que cu a tro  de los seis serán  sindicalizados, use

(a) la fórm ula de la distribución hipergeom étrica;

(b ) la d istribución  binom ial com o una aproxim ación.

5.68 U n panel de 300 personas escogidas para servir de ju rados incluye a 30 que tie
nen m enos de 25 años de edad. Puesto que el ju rado  de 12 personas escogido de 
este panel para juzgar una delito  de narcóticos no incluye a nadie m enor de 25
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años de edad, el abogado defensor de los jóvenes acusados se queja de que este 
ju rado  realm ente no es representativo. C iertam ente, él argum enta, si la selección 
fuera al azar, la probabilidad de tener uno de los 12 jurados de m enos de 25 años 
de edad  debe ser muchas veces la probabilidad de no tener ninguno de ellos m e
no r a  25 años de edad. En realidad, ¿cuál es la razón de estas dos probabilidades?

5.69 Verifique en  cada caso si los valores de n y 0 satisfacen la regla práctica para  una 
buena aproxim ación, una excelente aproxim ación, o  ninguna cuando querem os 
usar la distribución de Poisson para  aproxim ar las probabilidades binom iales
(a) n =  125 y 0 =  0.10;
(b ) n =  25  y 0 =  0.04;
(c) n  =  120 y 0 =  0.05:
(d ) n =  40  y 0 =  0.06.

5.70 C on respecto  al ejercicio 5.8, determ ine el valor de  x  (en tre  5 y 15) para el cual 
el porcentaje de e rro r es el más grande cuando usamos la distribución de Poisson 
con A =  7.5 para  aproxim ar la distribución binom ial con n  =  150 y 0 =  0.05.

5.71 Por experiencia se sabe que 1.4 p o r c iento  de las llam adas recibidas en un con 
m u tado r son  núm eros equivocados. U se la aproxim ación de Poisson a  la d istri
bución binom ial para  de te rm inar la p robab ilidad  que de las 150 llam adas que 
recibe el conm utador dos son núm eros equivocados.

5.72 Los registros m uestran  que la p robab ilidad  es 0.0012 de que una persona se  in
toxicará con  alim entos si pasa el d ía en  cierta  feria estatal. U se la aproxim ación 
de Poisson a  la distribución binom ial para  encon trar la p robab ilidad  de que en 
tre  1 . 0 0 0  personas que asisten a la feria esta ta l cuando  m ucho dos se  in toxica
rán  por alim entos.

5.73 E n una ciudad  dada. 4 po r c ien to  de todos los conductores con licencia estarán  
involucrados en al m enos un accidente autom ovilístico  en  un año  d ad o  cual
quiera. U se la aproxim ación de Poisson a la d istribución  binom ial para d e te r
m inar la p robab ilidad  de que en tre  150 conductores con  licencia escogidos al 
azar en  es ta  ciudad
(a )  sólo cinco esta rán  involucrados en al m enos un accidente en  un año  dado  

cualquiera;
(b ) cu ando  m ucho tres esta rán  involucrados en al m enos un accidente en  un 

año  d ad o  cualquiera.
5.74 C on  respec to  al e jem plo  5.13 y la im presión de com pu tado ra  de la figura 5.4. 

encuen tre  la  p robab ilidad  de q ue  una lám ina del m etal de  15 pies cuadrados 
tendrá  e n tre  ocho  y doce defectos, use.
(a) los valores en  la colum na P (X  =  K );
(b ) los valores en  la colum na P (X  L E S S  O R  =  K ).

5.75 El núm ero  d e  quejas que un negocio de  tin to rería  recibe po r d ía es una varia
ble a lea to ria  que tiene la distribución de Poisson con A =  3.3. U se la fórm ula
para  la distribución de Poisson para  en co n trar la p robabilidad  de  que sólo re 
cibirá dos quejas en un día dado  cualquiera.

5.76 El núm ero  d e  descom posturas m ensuales de una com putadora  es una variable 
a lea to ria  qu e  tiene una distribución de Poisson con A =  1.8. Use la fórm ula de 
la distribución de Poisson para encon trar las probabilidades de que esta com pu
tadora funcionará po r un mes
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(a ) sin descom posturas;
(b) con sólo una descom postura.

5.77 U se la tab la  II para  verificar los resu ltados del ejercicio 5.76.

5.78 E n cierta región desértica el núm ero de personas que se enferm an gravem ente cada 
año por com er cierta planta venenosa es una variable aleatoria que tiene la distribu
ción de Poisson con A =  5.2. Use la tabla II para encontrar las probabilidades de
(a) tres  en ferm edades com o ésa  e n  un año  dado;
(b ) al m enos 1 0  en ferm edades com o ésa en  un año  dado;
(c) cualquier núm ero en tre  cuatro  y seis enferm edades com o ésa en un año  dado.

5.79 E n la inspección de una tela  p roducida en rollos continuos, cl núm ero  de im 
perfecciones p o r  yarda  es u na  variab le  a lea to ria  que tiene  la d istribuc ión  de 
Poisson con  A =  0.25. E ncuen tre  la p robabilidad  de  que 2 yardas de la tela  te n 
drá  cuando  m ucho una im perfección, use
(a) la tab la  II;
(b ) la im presión  de com pu tado ra  de la figura 5.5.

5.80 (a) Use un p rogram a de cóm puto  para  calcular la probabilidad exacta de  o b te 
ner uno  o  m ás defectuosos en una m uestra de tam año  1 0 0  tom ada de un lo
te  d e  1 , 0 0 0  p roductos fabricados que se supone contiene seis defectuosos.

(b) A prox im e esta  p robab ilidad  m edian te  el uso de la distribución binom ial 
aprop iada.

(c) A prox im e esta  p robab ilidad  m edian te  el uso  de la d istribución  de Poisson 
ap ro p iad a  y com pare  los resu ltados de  los incisos (a), (b ) y (c).

5 .8  L A  D IS T R IB U C IÓ N  M U L T 1 N O M IA L

U na generalización inm ediata de  la distribución binom ial surge cuando  cada ensayo tie
ne m ás de dos resu ltados posibles, las p robab ilidades de los resu ltados co rrespond ien 
tes son las m ism as para  cada ensayo, y los ensayos son todos independien tes. Este sería 
el caso, p o r  e jem plo , cuando  a las personas en trev istadas en  una encuesta  de opin ión  
se les p regun ta  si están  a favor de  una candidato , con tra  él o  indecisos, o  cuando  las 
m uestras de  p roductos m anufactu rados se clasifican com o excelente, a rriba  del p rom e
dio. en  el p rom ed io  o  inferior.

P ara  tra ta r  esta  clase de p rob lem as en  general, considerem os el caso donde hay 
n ensayos in d epend ien tes  que pe rm iten  k  resu ltados m u tu am en te  e x d u y e n te s  cuyas

probabilidades respectivas son 0 ] , 0 2  f l a c ó n  2  8, =  1^. A l refe rim os a los resu l

tados com o que son de la p rim era  clase, la segunda c la s e ,.. .  y la Aésima clase, e s ta re 
m os in teresados en  la  p robab ilidad  de o b ten e r x , resu ltados de la p rim era  clase, x 2 re 

su ltados de la segunda c la se .... y x k resu ltados de  la Aésima clase ^con  =  n^.

Al p ro ced er com o en  la derivación de  la fórm ula p a ra  la distribución binom ial. 
p r im e ro  e n co n tram o s la p ro b ab ilid ad  de o b te n e r  re su ltad o s  de la p rim era  clase,
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x 2 resu ltados de la segunda c la s e ,... y x k resu ltados de  la Pésim a clase en un orden es
pecífico  es 0-}’ ‘ (ti1 • . . .  -(¡I*. Para ten e r  la p robab ilidad  co rresp o n d ien te  p a ra  todos 
esos resu ltados d e  cada clase en cualquier orden , tend rem os que m ultip licar la p ro b a
bilidad p a ra  cua lqu ier o rden  específico por

(  "  )  =   --------------\ X i , x 2  x k J  X , ! ' X 2 ! ’ . . . 'Xft!

de acuerdo  al teo rem a  1 .8 .

d e fin ic ió n  5 .8  Las variables a lea to rias A ',. X 2, . . . , X„ tienen  una d is trib u c ió n  
m u ltin o m ia l y se conocen com o variables a lea to rias m ultinom iales si y sólo si su 
d istribución  d e  p robabilidad  con jun ta  está  dada  por

f ( x x, x2, . . . ,  x*; n , 0X, 02. . . . ,  0*) — (  V  0*il *02J • ...
\ X ]  ,  A . 2  y • • •  9 /

k k
para  x¡ =  0 , 1  n para  cada i, donde ^  x¡ =  n  y  2  ^  =  * •

í=i í= i

A sí. los n úm eros de resu ltados de las d ife ren tes  clases son variab les a lea to rias  que 
tien en  la d istribuc ión  m ultinom ial con los p a rá m etro s  n.  0 t , d2, . . .  y 0*. E l nom bre  
“ m ultinom ial"  se  deriva del hecho  de q ue  p a ra  los valores de x¡,  las p robab ilidades 
son  iguales a los té rm inos co rresp o n d ien tes  de la expansión  m ultinom ial de

+  0 , +  ••• +  9ky .

EJEM PLO 5.14

C ierta ciudad tiene tres estaciones de televisión. D uran te  el horario  principal del sábado 
en la noche, el canal 12 tiene 50 por ciento del público, el canal 10 tiene 30 p o r ciento del 
público y el canal 3 tiene 20 por ciento. E ncuentre la probabilidad de que en tre  ocho per
sonas que ven televisión en  esa ciudad, escogidas al azar un sábado por la noche, cinco es
tarán viendo el canal 12, dos estarán viendo el canal 10 y una estará viendo el canal 3.

Solución

Sustitu im os .r, =  5, x 2 =  2, .rj =  1 ,0 , =  0 .5 0 ,0 , =  0.30. 03 =  0.20 y n  =  8  en 
la fórm ula de la definición 5.8, y ob tenem os

/ ( 5 ,  2, 1; 8 , 0.50, 0.30, 0 .20) =  - (0 .5 0 )5(0 .30 )2(0 .20)

=  0.0945
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5 .9  L A  D IS T R IB U C IÓ N  H IP E R G E O M É T R IC A  M U L T IV A R IA D A

Justo  com o la d istribución  h ipergeom étrica tom a el lugar de la distribución binom ial 
para  el m uestreo  sin reem plazo , tam bién  existe una distribución m uitivariada análoga 
a  la distribución m ultinom ial que aplica al m uestreo  sin reem plazo. Para  derivar esta 
fórm ula, considerem os un con jun to  de N  e lem entos, de  los cuales A/, son e lem en tos de 
la prim era clase, M 2 son elem entos de la segunda c lase ,. . .  y Mk son elem entos de la Aési-

k
m a clase tales q u e  ^  M, = N.  C om o en  relación  con la d istribución  m ultinom ial, es-

tam os in teresados en la p robab ilidad  de o b ten e r x } e lem entos (resu ltados) de la p rim e
ra clase, x 2 e lem entos de la segunda clase,,.., y x k e lem entos de la Pésim a clase, pero  
aho ra  estam os escogiendo sin reem plazo, /i de  los N  e lem entos del conjunto .

H ay ^  m an eras  de escoger x, de  los A/, elem entos de la  p rim era  clase,

m aneras de escoger x 2 e lem en tos de los M 2 e lem en tos de la segunda c la s e .... y 

m aneras de escoger x k e lem en tos de los M k e lem entos de la Pésim a clase, y p o r tan to ,
M A f M A  f M k\  J

11 ] • . . . • !  I m aneras de escoger los \ x ¡  =  n  e lem entos requeridos. Pues-
.ti /  \ x 2 /  \ x k /

/ N \
to  q ue  hay I I m an eras  de escoger n  de  los N  e lem en tos en  el con jun to  y suponem os

que  to d as  son  ig u a lm en te  p o sib les  (q u e  es lo q ue  q u e re m o s  d e c ir  cu an d o  a firm a 
m os q ue  la selección  es a l azar), se sigue que la p ro b ab ilid ad  d esea d a  está  d a d a  por

M
x

d e f in ic ió n  5 .9  Las variables a lea to rias  X {, X 2 tienen  una d is trib u c ió n
hipergeom étrica  m u itiv a riad a  y se conocen com o variables a lea to rias hipergeo- 
m étricas m ultivariadas si y sólo si su distribución de p robab ilidad  con jun ta  está  
d ada  por

( " ’ X x
f [ x i ,  x 2  x k \ n.  A /,, M 2 Mk) =  — l----------

k k
p ara  x¡ =  0 , 1 , . . . ,  n  y x,  á  A/, para  cada i, donde 2  x ¡ =  n y ^  M¡ =  N.

1=1 1=1

Así. la d istribución  con jun ta  de las variables a lea to rias  bajo  consideración, esto  es, la 
d istribución de  los núm eros de resu ltados de las d iferen tes clases, es u na  distribución 
h ipergeom étrica  m uitivariada con los parám etros n, M x, M2, . . .  y M k .
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EJEM PLO 5.15

E n un panel de p resun to s ju rados participan  seis hom bres casados, tres hom bres so lte 
ros. siete  m ujeres casadas y cuatro  m ujeres solteras. Si la selección es al azar, ¿cuál es 
la p robab ilidad  d e  que el ju rad o  consistirá  de cua tro  hom bres casados, un  hom bre  sol
tero . cinco m ujeres casadas y dos m ujeres solteras?

Solución

Sustituim os x¡ =  4. x 2 =  1. -V3 =  5, x A =  2, A/, =  6 . M z =  3. M3 =  7. M 4 =  4, 
N  =  20 y  n  =  12 en la fórm ula de la definición 5.9, y obtenem os

/ ( 4 .  1, 5, 2; 12, 6 . 3. 7, 4 ) =

=  0.0450 ▲

EJERCICIOS

5.81 Si X x. X 2, - . . ,  X k tienen  la d istribución  m ultinom ial de la defin ición 5.8, d e 
m u estre  qu e  la m ed ia  de la d istribución  m arginal de  X,  e s  nfí, p a ra  i =
1 , 2  k .

5.82 Si X x, X 2 X k tienen  la d istribución  m ultinom ial de la definición 5.8, d e 
m uestre  que la  covarianza  de X,  y X¡  es —ndjd,  p a ra  i  =  1, 2 , . . . ,  k ,  j  = 
1 , 2 , . . . ,  k  e  i  #  j.

APLICACIONES

5413 Las p robab ilidades son 0 .40,0 .50 y 0.10 de que, en  el tránsito  de la ciudad, cier
ta  clase d e  au to  com pacto  p rom ediará  m enos de  2 2  m illas po r galón, de  2 2  a 26 
millas p o r galón o  m ás de 26 m illas por galón. E ncuen tre  la p robabilidad  de que 
de 1 0  au to s  p robados de óstos tres prom ediarán  m enos de 2 2  m illas p o r galón, 
seis p rom ed iarán  de 2 2  a 26 millas p o r galón y uno  prom ediará  26 m illas po r ga
lón.

5.84 Suponga que las p robab ilidades son 0.60. 0.20, 0.10 y 0.10 de que una declara
ción de im puestos esta tales a  la ren ta  se llenará correc tam ente , que sólo con 
ten d rá  e rro re s  en favor del causante, que sólo con tendrá  e rro res  en  favor del 
e s tado  o  que con tend rá  am bas clases de e rro res. ¿C uál es la p robab ilidad  de 
q ue  de 1 2  de  tales declaraciones de im puesto  a la ren ta  escogidas al azar para 
aud ito ría , cinco estarán  co rrec tam en te  llenadas, cua tro  sólo con tend rán  erro res 
a favor del causante, dos sólo con tend rán  e rro res  a favor del estado  y uno  co n 
tendrá  am bas clases de e rro res?

5.85 D e acuerdo  a la teoría m endeliana de la herencia, si plantas con semillas am ari
llas redondas se cruzan con plantas con semillas verdes arrugadas, las probabili
dades de ob ten er una planta que produzca semillas am arillas redondas, semillas 
am arillas arrugadas, sem illas verdes redondas o  sem illas verdes arrugadas son.
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respectivam ente, ^  y ¿C uál es la p robabilidad  de que de nueve de esas 
p lan tas ob ten idas habrá  cu a tro  que produzcan  sem illas am arillas redondas, dos 
q ue  produzcan  sem illas am arillas arrugadas, tres que produzcan  sem illas verdes 
redondas y n inguna que produzca sem illas verdes arrugadas?

5.86 Si en tre  18 ladrillos de vidrio  defectuosos hay 1 0  q ue  tienen  frac tu ras pe ro  no 
deco loraciones, cinco qu e  tienen  deco loraciones pe ro  no  frac tu ras y tres  que 
tienen  frac tu ras y decoloraciones, ¿cuál es la p robab ilidad  de qu e  de seis de los 
ladrillos (escogidos al azar p a ra  p ru eb as  adicionales) tres ten d rán  frac tu ras p e 
ro  no  decoloraciones, u n o  ten d rá  decoloraciones pe ro  no fracturas y dos te n 
d rán  frac tu ras y  decoloraciones?

5.87 D e 25 d ó lares  de p lata  acuñados en  1903 hay 15 de la casa de m oneda de  Fila- 
delfia, siete  de la casa de  m oneda de N ueva O rleans y tres de la casa de m oneda 
de San Francisco. Si se escogen al azar cinco de estos dólares de p lata , en cu en 
tre  las p robab ilidades de ob ten er
(a) cu a tro  de la casa de m oneda de Filadelfia y uno  de la casa de m oneda  de 

N ueva O rleans;

(b) tre s  de la casa de m oneda de Filadelfia y  uno  de  cada  u na  de  las o tra s  dos 
casas de  m oneda.
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CAPÍTULO

6
Densidades de probabilidad especiales

6.1 IN T R O D U C C IÓ N
6.2  LA D IS TR IB U C IÓ N  U N IF O R M E
6.3 LAS D ISTR IB U C IO N ES G A M M A , E X P O N E N C IA L Y )l C U A D R A D A
6.4  LA D IS TR IB U C IÓ N  BETA
6.5  LA D IS TR IB U C IÓ N  N O R M A L
6 .6  LA A P R O X IM A C IÓ N  N O R M A L  A  LA D IS TR IB U C IÓ N  B IN O M IA L
6.7 LA D IS TR IB U C IÓ N  N O R M A L  BIVARIADA

6.1 INTRODUCCIÓN

E n este capítu lo  estud iarem os algunas de las densidades de p robabilidad  que figuran de 
m anera  m uy p rom inen te  en  la teo ría  estadística y en  las aplicaciones. A dem ás de las 
tra tadas  en  el tex to , se in troducen  o tras más en  los ejercicios posterio res a la sección 
6.4, y tres  de las densidades de p robab ilidad  qu e  son de im portancia  básica en  la teoría  
de m uestreo  se abordarán  en el capítulo 8 . C om o en  el capítulo 5, derivarem os parám e
tros y funciones g en e ra trice s  de m om entos, d e jando , una vez m ás, a lgunos deta lles 
com o ejercicios.

6.2  LA DISTRIBUCIÓN UNIFORME

Las densidades de p robab ilidad  de los ejem plos 3.8 y 3.11 son casos especiales de  la 
distribución  uniform e: en la figura 3.7 se m uestra la gráfica de la del ejem plo 3.11. En 
general.

d efin ic ió n  6.1 U na variab le  a lea to ria  tiene  una d istribuc ión  un ifo rm e y se 
conoce com o un a  variable a lea to ria  uniform e con tinua si y sólo si su densidad  de 
probab ilidad  es tá  dada po r

u(x;  a,  (3) =
1

p a ra  a  <  x  <  ¡3 

en  c u a lq u ie r o tra  p a rte
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Los p a rám etro s  a  y /3 de esta  densidad  de p robab ilidad  son constan tes reales, con 
a  <  j8 . y se p u ed e  visualizar en  la figura 6.1. E n el ejercicio 6.2 se ped irá  al lector que 
verifique que
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t e o r e m a  6 .1  La m edia y la varianza de la distribución uniform e están  dadas por

A unque  la distribución uniform e tiene algunas aplicaciones d irectas, una de las 
cuales se exam inará  en  el e jem plo  7.8, su valor principal es que , a causa de  su sim pli
cidad. se p resta  ráp idam en te  a la ta rc a  de ilustrar d iversos aspectos de  la teo ría  estad ís
tica.

u(x;  a , P)

1
p -  a

a

F ig u ra  6.1  La distribución uniforme

6 .3  L A S  D IS T R IB U C IO N E S  G A M M A , 
E X P O N E N C IA L  Y  jl  C U A D R A D A

A lgunos de los e jem plos y ejercicios de los capítu los 3 y 4 a tañen  a variables a leatorias 
que tienen  densidades de p robab ilidad  de la form a

p a ra  .r >  0  

0  e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

----------------- x
P



donde a > 0 ,  /3 >  0  y ¿fc debe ser tal que el área  total bajo la curva sea igual a 1. Para
x

evaluar k,  p rim ero  hacem os la substitución y  =  —, lo  cual nos da

í  kx " ~ 1 d x  =  kp"  í  f  ~xe ^  dy  
J o  Jo

La integral así o b ten ida  depende sólo de a  y define la bien conocida función gam m a

T (a )  =  I  y a~ie~y d y  p a ra  a  >  0  
Jo

que se tra ta  en  deta lle  en  m uchos de los tex tos de  cálculo avanzado. Al in tegrar por 
partes, lo q ue  se deja  al lector en  el ejercicio 6.7, encon tram os que la función gam m a 
satisface la fórm ula recursiva

I »  =  ( a - l ) . r ( « - l )

para  a  >  1 , y puesto  que

r O) =  í  e ' dy = 1

se sigue p o r la aplicación repetida  de la fórm ula recursiva que T (a )  =  ( a  — l ) í  donde 
a  es un en te ro  positivo. T am bién , un valor especial im portan te  es r ( ^ )  =  V 7r. com o 
se le ped irá  al lec to r que verifique en  el ejercicio 6.9.

R egresam os ahora  al problem a de evaluar k.  igualam os la integral ob ten ida  a 1, 
y ob tenem os

í  k x a-'e~ * lf,d x  =  k ^ r i a )  =  1 
Jo

y p o r tan to

* =  i ?  i »

E sto  nos lleva a la  siguiente definición de la distribución gamm a.
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d e f i n i c i ó n  6.2 U na variable a lea to ria  X  tiene una distribución gam m a y se co
noce com o una variable a leato ria  gam m a si y sólo si su densidad  de  probabilidad 
está dada por

1 x a~i e~x/fi p a r a x  > 0
g{x\  o , fi) =  { P T ( a )

0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

donde a  >  0  y /3 >  0.
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C uando a  no  es un en te ro  positivo, el valor de T (a )  deberá  buscarse en  una tabla 
especial. P a ra  d a r al lector u na  ¡dea sob re  la form a de las gráficas de las densidades 
gam m a, en  la figura 6 . 2  se m uestran algunas para  varios valores especiales de a  y /3.

f ( x )

Figura 6 .2  Gráficas d e  distribuciones gam m a.

A lgunos casos especiales de la distribución gam m a juegan  papeles im portan tes en 
la estadística, p a ra  a  =  1 y /3 =  0, ob tenem os

d e f in ic ió n  6 3  U na variable a leato ria  X  tiene una d is trib u c ió n  ex p o n en c ia l y se
conoce com o u na  variable a lea to ria  exponencial si y sólo si su densidad  de p ro 
babilidad está  d ada  por

* ( * • )  =

donde 6 >  0 .

p a ra  x  >  0

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

La densidad  se visualiza en la figura 6.3
P ara  d em o stra r cóm o puede surgir en  la p ráctica una distribución exponencial, 

vayam os a la situación  descrita  en  el ejercicio 5.48. donde nos in teresa  la p robabilidad  
de o b ten e r .t éxitos du ran te  un in tervalo  de tiem po de longitud t cuando (i) la p ro b a 
bilidad de  un éx ito  d u ran te  un in tervalo  de tiem po m uy p eq u eñ o  de t a  t  +  Af es a • Af, 
(¡i) la p robab ilidad  de m ás de un éx ito  d u ran te  un in tervalo  de tiem po tal es insignifi
cante, y (iii) la probabilidad de un éxito du ran te  un in tervalo  de tiem po tal no  depende 
de lo q ue  haya pasad o  an tes del tiem po  t. E n  ese ejercicio, dem ostram os q ue  el n úm e
ro  de éxitos es un valor de la variable a lea to ria  d iscreta  X  q ue  tiene la distribución de 
Poisson con A =  at. A ho ra  determ inem os la densidad  de p robabilidad  de la variable 
a leato ria  con tinua  Y . el tiem po de espera hasta  el p rim er éxito. C laram ente:
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Figura 6 .3  Distribución exponencial.

F( y )  =  P ( Y  á y )  =  1 — P ( Y  >  y )

=  1 — P {0 éx ito s  en  el in te rv a lo  d e  tiem p o  de  lo ng itud  y )

=  1 -  p ( 0 ; ay )

=  ,
0 !

=  1 — e~ay p a ra  y  >  0

y F(y)  =  0  p a ra  y  S  0. U n a  vez que hem os encon trado  así la función de distribución
de Y,  encon tram os que la d iferenciación con respecto  a  y  nos da

í  ae~ay p a ra  y  >  0

\ ü  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

que es la d istribución  exponencial con 0 =  —.

La distribución  exponencial se aplica no sólo a la ocurrencia  del prim er éxito  en 
un proceso  de Poisson , que es com o llam am os a una situación com o la descrita  en el 
ejercicio 5.48, p e ro  en virtud de la condición (iii) (véase el ejercicio 6.16), se aplica tam 
bién a los tiem pos de espera  en tre  éxitos.

EJEM PLO 6.1

E n una cierta  localidad en  la ca rre te ra  1-10, e l núm ero  de au tos que exceden  el lím ite 
de velocidad en  m ás de 1 0  m illas p o r ho ra  en m edia ho ra  es una variable a lea to ria  que 
tiene una distribución  de Poisson con A =  8.4. ¿C uál es la p robab ilidad  de  un tiem po 
de espera  m enor de 5 m inutos en tre  autos que exceden el lím ite de velocidad en  más de 
1 0  m illas p o r ho ra?
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Solución

=  A =  8.4. P o r consi- 
liene una distribución 
unidad de  tiem po, en-

+  1

que es aprox im adam ente  0.75 ▲

v
O tro  caso especial de  la distribución gam m a surge cuando a  =  — y /3 =  2, donde 

v es la m inúscula de  la le tra  griega n i.

Al usar m ed ia  hora  com o la un idad  de tiem po, tenem os a  
guíente, el tiem po  de espera  es una variable a leato ria  que 
exponencial con 0 =  ¿  y, puesto  que 5 m inutos es ¿ de la 
con tram os q ue  la p robab ilidad  deseada  es

definición  6 .4 U na variable a lea to ria  X  tiene una distribución j i  cuad rada  y se 
conoce com o u na  variable a lea to ria  ji cuadrada  si y sólo si su densidad  de p ro b a
bilidad está  d a d a  por

1

2r/2r (v / 2 )

o

J i 
p a ra  x  >  0

e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

El parám etro  v  se  conoce com o el número de grados de libertad, o sim plem ente gra
dos de libertad. La distribución ji cuad rada  juega un papel m uy im portan te  en  la te o 
ría de! m uestreo , y se exam ina con c ie rto  detalle  en  el cap ítu lo  8 .

Para  derivar las fórm ulas p a ra  la  m edia y la varianza de la d istribución  gam m a y, 
po r tan to , de las distribuciones exponencial y ji cuadrada , dem ostrem os p rim ero  el si
gu ien te  teorem a.

teo r em a  6.2 El résim o m om ento  a lrededo r del origen  de  la distribución gam 
m a está  dado  po r

, _  0 T ( a  +  r)
Mr p  / \r(o)

D em ostración . P o r la definición 4.2,



x
d o n d e  h acem o s y  =  —. P u es to  q u e  la in teg ra l de la d e re c h a  es T (r  +  a )  de

p
acuerdo  a  la definición de la función gam m a en  la página 205, esto  com pleta la 
dem ostración. T

C on el uso de este  teorem a, derivem os ahora  los siguientes resu ltados sob re  la 
d istribución gam m a.
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t e o r e m a  6J  La media y la varianza de la distribución gam m a están dadas por

f i  =  a/3 y (T2 =  a/32

D em ostración . Por el teo rem a 6.2 con r  =  1 y r =  2, ob tenem os

, _  P V ( a +  1 ) _
mi -  ■■ p ' n —  _  « p  I (a )

*  “ e V i ■  ° ( " + 1)02

así qu e  ¡jl =  a/3 y a 2 =  a ( a  +  1 )/32 — (a(3)2 =  a(32. T

Al sustitu ir e n  estas  fórm ulas a  =  1 y  /3 =  6 para  la distribución exponencial y 

a  =  — y /3 =  2 p a ra  la distribución ji cuadrada, ob tenem os

c o r o l a r io  1 L a m edia y la  varianza de la distribución exponencial están dadas 
por

= 0 y a 2 =  62

COROLARIO 2 La m ed ia  y la v a rian za  d e  la d is trib u c ió n  ji c u a d ra d a  e s tán  d ad as  
p o r

H = v  y o 2 = 2v

P ara referencia fu tura, tam bién dem os aqu í la función generatriz  de m om entos de 
la distribución gam m a

t e o r e m a  6 .4  L a función genera triz  de m om entos de  la distribución gam m a es
tá  dada por

A#jr(0 =  (1 -  0 0 -
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Se ped irá  al lec to r que dem uestre  este  resu ltado  y lo use p a ra  en co n trar algunos de los 
m om entos m ás bajos en  los ejercicios 6.12 y 6.13.

6 .4  L A  D IS T R IB U C IÓ N  B E T A

La densidad uniform e f ( x )  =  1 para 0  <  x  <  1 y f ( x )  =  0 en  cualquier o tra  parte  es un 
caso especial de la  distribución  b e ta , la cual se deñne  de la siguiente m anera

d e f in ic ió n  6 .5  U na variable a lea to ria  X  tiene  una d is tr ib u c ió n  b e ta  y se cono
ce com o una variable a lea to ria  be ta  si y sólo si su densidad  de p robab ilidad  está 
dada por

(.O e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

donde a  >  0  y /3 >  0.

E n  años recientes, la distribución bota ha encontrado aplicaciones im portantes en la infe
rencia bayesiana. donde los parám etros se consideran com o variables aleatorias, y hay ne
cesidad de una densidad  de  probabilidad bastan te “flexible" para  el parám etro  6 de  la 
distribución binom ial, el cual sólo tom a valores distintos a  cero  en el intervalo desde 0  has
ta  1. C on “flexible” querem os decir que la densidad de probabilidad puede tom ar una gran 
variedad de  form as diferentes, com o se pedirá al lector que verifique para  la distribución 
beta  en  el ejercicio 6.27. Este uso de la distribución beta  se exam ina en  el capítulo 10.

N o dem ostrarem os aqu í q ue  el á rea  to ta l bajo  la curva de  la d istribución  beta , co 
m o la de cua lqu ier densidad  de probab ilidad , es igual a 1 , p e ro  en  la dem ostración  del 
teo rem a  q ue  sigue, nos valdrem os de l hecho que

Í Y r r r f ^ x‘ " ^ - x r ' dx =  xJo r (a r )  • r ( / 3 )

V po r tan to  que

Esta in tegral define la función beta, cuyos valores se d en o tan  B (a , 0 ) ;  en  o tra s  pala-
r  (cí) • f  (fl)

bras, B (a , 0 )  =  _ .  E n  cualqu ier libro de tex to  de  cálculo avanzado  se puede
r ( a  +  P)

encon trar un análisis de ta llado  de la función beta.
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t e o r e m a  6.5 La m ed ia  y la v a rian za  de  la d is trib u c ió n  b e ta  e s tán  d ad a s  p o r

_  O 2 —  £ 0 _________
^  a + ^  ̂ (“ +  P ) 2{<* + P  +  1)

D em ostración . Por definición.

= r(g + p) r(a + i ) • r(/3) 
r(g)-r(/3)' r(a + /3 + i)

g  +  p

d o n d e  reconocim os la in tegral com o B (a  +  l ,/3 )  y usam os el hecho  que 
F (o  +  1) =  o  • T (g )  y T (g  +  p  +  l )  =  ( a  +  /3) • T (o  +  P ). Pasos sim ilares, los 
q ue  se d e ja rán  al lector en  el ejercicio 6.28, dan

( g  +  1 )g
- ( a  +  (3 +  1 ) (g  +  P) 

y se  sigue que

( g +  1 )g
<r2 =

(«  +  /3 +  1 ) (g  +  P)

_________ ap_________
( a  -1- P)2(a  +  P +  1)

\ g  +  p )

EJERCICIOS

6.1 D em uestre  que si una variable aleatoria  tiene una densidad uniform e con los pa
rám etros a  y p , la probabilidad que asum irá un valor m enor que a  +  p (P  — a )  
es igual a p.

6.2  D em uestre  el teo rem a 6.1
6 3  Si una variab le  a lea to ria  X  tiene una densidad  uniform e con los pa rám etro s  a  

y p .  encuen tre  su función de distribución.
6.4  M uestre que si una variable a lea to ria  tiene una densidad  uniform e con los pa

rám etro s  a  y p . el résim o m om ento  a lred ed o r de la m edia es igual a

(a) 0  cuando  r es im par;
1 (  p  -  a  V

(b) —ijryl—2— ) cuan(*0 r es Par‘
6 3  U se los resu ltados del ejercicio 6.4 para  en co n trar g 3 y g 4 p ara  la densidad  un i

form e co n  los parám etros a y  p.
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6 . 6  Se dice q ue  una variable a lea to ria  tiene la d istribución  d e  Cauchy si su densi
dad  está dada  por

P

M  =  ( ,  -  a ?  + ?  P a r“  <  1  ■= °°

D em uestre  que para esta  distribución no  existen p \  y p í .

6.7 Use la in tegración p o r partes  p a ra  m ostrar que T (a )  =  ( a  — 1) • T (a  — 1) p a 
ra  a  >  1 .

6 . 8  E fectúe un  cam bio  ap rop iado  de  variable p a ra  m ostrar que la in tegral q ue  d e 
fine la función gam m a se puede  escribir com o

T (a )  =  2 ' ~a - J  z 2a^ i e d z  p a ra  a  >  0

6.9 A l usar la form a de  la función gam m a del ejercicio 6 .8 , podem os escrib ir

r Q )  =  V 2  í  e~'-r dz
Jo

y po r tan to

[ r m r  =  2 { / V ^ } {  =

C am bie a coordenadas polares para  evaluar es ta  in tegral doble, y así dem ostra r 
que r(i) =  V tt.

6.10 E ncuen tre  las p robab ilidades de que el valor de  una variable a lea to ria  excede
rá a 4  si tiene  una distribución  gam a con
(a) a  =  2 y 0  =  3;
(b ) a  =  3 y /3 =  4.

6.11 M uestre q ue  una distribución gam m a con a  >  1 tiene un m áxim o relativo  en
x  =  f i (a  — 1). ¿Q ué pasa cuando  0 < a <  1 y  a  =  1?

6.12 D em uestre  el teo rem a 6.4, haga la sustitución y  =  M c n l a  integral que
define M x (t).  '

6.13 E xpanda la función genera triz  de m om entos de la d istribución  gam m a com o 
una serie binom ial, y lea los valores de /xí, /xj, / t j  y y.\.

6.14 Use los resu ltados del ejercicio 6.13 para  en co n trar a } y a 4 p ara  la distribución
gam m a.

6.15 M uestre q ue  si una variable a lea to ria  tiene  una densidad  exponencial con el p a 
rám etro  0, la p robabilidad  de que asum irá un valor m eno r q ue  — 0 ■ In (1 — p)
es igual a p  para  0  % p <  1 .

6.16 Si X  tiene  una distribución exponencial, dem uestre  que

P ( X  £  t +  T \ X  S  T )  =  P {X  S  t)
Esta p rop iedad  de  una variable a lea to ria  exponencial es para lela  a la de  una 
variable a lea to ria  geom étrica dada  en  el ejercicio 5.40.

Capítulo  6: Densidades de probabilidad especiales
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6.17 Si X  es una variable a lea to ria  que tiene una distribución exponencial con el pa
rám etro  0, use los teo rem as 4.10 y 6.4 para encon trar la función generatriz  de 
m om entos d e  la variable a lea to ria  v  =  X  — 0.

6.18 C on  respec to  al ejercicio 6.17, use el hecho que los m om entos de Y  a lrededor 
del origen son  los m om entos co rrespondien tes de X  a lred ed o r de la m edia, e n 
cuen tre  a ,  y  a 4 para  la d istribución  exponencial con el parám etro  0 .

6.19 M uestre q ue  si v  >  2, la distribución ji cuadrada  tiene un m áxim o relativo  en
x  =  v  — 2. ¿Q ué sucede cuando i/ =  2 o 0 < i > < 2 ?

6.20 U na variable a lea to ria  X  tiene la distribución de R ayleigh si y sólo si su densi
dad  de p robab ilidad  está  dada por

í 2axe~al‘ p a ra  x  >  0

\ 0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

donde a  >  0. D em uestre  que para esta  distribución 

<a) =

(b) <r =  I ( i - í

6.21 U na variab le  a leato ria  X  tiene una distribución de  P a re to  si y só lo  si su densi
dad  de p robab ilidad  está  dada  por

ñ x )  =
■¡Th Pa ra  x  >  1x ’

0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

donde a  >  0. D em uestre  que / i ' existe sólo si r <  a.

6.22 C on respec to  al ejercicio 6.21. dem uestre  q ue  para la distribución de  Pareto
(X

siem pre que a  >  1 .
a  -  1

6.23 U na variab le  a lea to ria  X  tiene la distribución de W eibull si y só lo  si su densi
d ad  de  p robab ilidad  está  dada por

- I . ojO
/ ( * )

=  í  k x * - l e 
1 0

p a ra  .r >  0

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

donde a  >  0  y P  >  0 .

(a ) E xprese k  en térm inos de a  y 0.

(b ) D em uestre  que fi =  ^

O bserve q ue  las distribuciones de W eibull con /3 =  1 son distribuciones expo
nenciales.

6.24 Si la variab le  a leato ria  T  es el tiem po para  descom postura o  defec to  de un p ro 
ducto  com ercial y los valores de su densidad  de p robabilidad  y su función de 
d istribución  en  el tiem po  / son / ( / )  y F{t),  en tonces su tasa  de defec to  en el



tiem po t  (véase tam bién  el ejercicio 5.41) está  dada  p o r — Así ,  la tasa
1 -  F( t )

de  defec to  en  el tiem po  t  es la densidad  de p robabilidad  de defecto  en el tiem 
p o  t  d ad o  que no ocurre  un defecto  an tes del tiem po t.

(a) M uestre  que si T  tiene una distribución exponencial, la tasa de defec to  es
constan te.

(b ) M uestre  q ue  si T  tiene  una d istribución  de W eibull (véase el ejercicio  
6.23), la tasa  de defec to  está  dada  po r

6 .2 5  Verifique que la integral de la densidad beta  desde — hasta ° °  es igual a 1 para

(a) a  =  2 y  (3 =  4;

(b) a  =  3 y /3 =  3.

6 .2 6  M uestre qu e  si a  >  1 y 0  >  1, la densidad  beta  tiene un m áxim o rela tivo  en
a  — 1 

X ~  a  +  i3 - 2 '
6 2 7  Bosqueje las gráficas de las densidades b e ta  que tienen

(a) a  =  2 y / 3  =  2 ;

(b ) «  =  i y 0  =  1 ;

(c) a  =  2 y 0  =  *;

(d ) a  =  2 y  [i =  5.

[Sugerencia: p a ra  ev a lu a r r ( j )  y r ( | ) ,  u tilice la  fó rm ula  recursiva r ( a )  =  
( a  — l ) * r ( a — 1) y el resu ltado  del ejercicio 6.9.]

6 .2 8  V erifique la expresión  dada p a ra  / 4  en  la dem ostrac ión  del teo rem a  6.5.
6 .2 9  D em uestre  q ue  los pa rám etro s  de la  d istribución  be ta  se pueden  exp resar co

m o sigue en  térm inos de la m edia y la varianza de  esta  distribución:

V ( 1  -  M)
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(a ) a  =  /x

(b ) ( 1  - / * ) > ( 1  -  M) -  1
a2

6.30 Karl P earson , uno  de  los fundadores de la estadística m oderna , dem ostró  que
la ecuación  diferencial

d  -  .t1 d [ f ( x ) ] _
f ( x )  d x  a +  b x  +  ex*

nos da (para valores apropiados de  las constantes a, b. c  y d)  la m ayor parte de las 
distribuciones im portantes de la estadística. Verifique que la ecuación diferencial da

(a) la d istribución  gam m a cuando a =  c =  0 , b >  O y  d  >  —b\

(b ) la d istribución  exponencial cuando a =  c =  d  =  0 y b > 0 :

d  — 1 d
(c) la d istribución  be ta  cuando a =  0 , b =  - c ,  — - —  <  1 y -  >  - 1 .

b b
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APLICACIONES

6.31 Se escoge un  p u n to  D en la línea A B , cuyo pun to  m edio  es C  y cuya longitud 
es a. Si X ,  la  d istancia de D  a A ,  es una variable a lea to ria  que tiene la densidad 
uniform e con a =  0 y j3 =  a , ¿cuál es la p robab ilidad  de que AD, BD y A C  
fo rm arán  un triángulo?

6 3 2  E n ciertos experim entos, el e rro r  com etido  cuando se de te rm ina  la densidad  de 
una su stan c ia  es una variab le  a lea to ria  que tien e  la densidad  un ifo rm e con 
a  =  —0.015 y /3 =  0.015. E ncuen tre  las p robab ilidades de qu e  un e rro r tal

(a) es ta rá  en tre  —0.002 y 0.003;
(b ) excederá  0.005 en valor absoluto.

6 3 3  Si una com pañía em plea n vendedores, sus ventas brutas en miles de dólares se pue
de considerar com o una variable aleatoria que tiene una distribución gam m a con 
a  =  80 V7t y fi =  2. Si el costo de ventas es $8.000 dólares por vendedor, ¿cuán
tos vendedores debe em plear la compañía para m aximizar la utilidad esperada?

6 3 4  E n cierta  ciudad, el consum o d iario  de energía eléctrica en m illones de kilova
tios-hora se puede tra tar com o una variable a leato ria  que tiene la distribución 
gam m a con o  =  3 y /3 =  2. Si la p lanta generadora  de esta  ciudad tiene una ca 
pacidad d iaria  de 1 2  m illones de kilovatios-hora, ¿cuál es la p robabilidad  de que 
esta  oferta  de energía sea inadecuada cualquier día dado?

6.35 El m illaje (en  m iles de m illas) que los dueños de autom óviles ob tienen  con una 
c ierta  m arca  de  neum ático  rad ial es una variable a lea to ria  que tiene una d istri
bución exponencial con 6 =  40. E n cu en tre  las p robab ilidades de  que uno  de 
estos neum áticos du rará

(a) al m enos 2 0 , 0 0 0  millas;

(b ) cu ando  m ucho 30,(XX) millas.
6 3 6  La can tidad  de tiem po que un reloj funcionará sin ten e r  que volverlo  a poner 

a tiem p o  e s  una variab le  a lea to ria  qu e  tien e  la d istribución  exponencia l con 
0 =  120 días. E ncuen tre  las p robab ilidades de que un reloj tal

(a ) tend rá  que ponerse  a tiem po en m enos de  24 días;

(b ) no ten d rá  que ponerse  a tiem po en  al m enos 180 días.
6 3 7  El núm ero  de aviones que llegan por día a un pequeño  aeropuerto  privado  es 

una variable a leatoria  que tiene una distribución de Poisson con A =  28.8. ¿Cuál 
es la probabilidad de que el tiem po en tre  dos llegadas tales sea al m enos 1 hora?

6.38 El núm ero  to ta l de  cheques sin fondos que un banco  recibe d u ran te  un día de 
negocios d e  5 horas es una variable a lea to ria  de Poisson con A =  2. ¿C uál es la 
p robab ilidad  de que no recib irá un cheque sin fondos en  un día cualqu iera  d u 
ran te  las p rim eras 2  horas de actividad?

6 3 9  U na c ie rta  clase de  a p a ra to  dom éstico  requ iere  una reparación  en p rom edio  
una vez cada  2 años. S uponiendo  que los tiem pos en tre  reparaciones están  dis
tribu idos exponencialm ente , ¿cuál es la p robab ilidad  de que un a p a ra to  dom és
tico  tal tra b a ja rá  al m enos 3 años sin requerir reparaciones?

6.40 Si la proporción  anual de declaraciones e rró n eas  de im puestos al ingreso som e
tidas al 1RS (InternaI R evenue Service; servicio in te rno  de recaudación) se pue-
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de co n sid e rar una variab le  a lea to ria  q ue  tiene la d istribución  beta  con 
a  =  2 y  /3 =  9, ¿cuál es la p robabilidad  de que en  un añ o  d ad o  cualqu iera  ha

b rá  m enos del 1 0  p o r  c ien to  de declaraciones erróneas?
6.41 Si la p roporc ión  anual de nuevos restau ran tes q ue  fracasan en  una ciudad d a 

da se p u ed e  considerar com o una variable a leato ria  que tiene una distribución 
beta  con a  =  1 y =  4. encuen tre
(a ) la m edia de es ta  distribución, e s to  es, la proporción  anual de nuevos res

tau ran tes  que se puede  espera r que fracasen en  la ciudad  dada;

(b ) la p robab ilidad  de que al m enos 25 po r c ien to  de todos los nuevos res tau 
ran tes fracasen en  la c iudad  dada en  un año  cualquiera.

6 .4 2  Suponga que la vida de servicio de un sem iconductor es una variab le  a leato ria  
que tiene la d istribución  de  W eibull (véase el ejercicio 6.23) con a  =  0.025 y 
/3 =  0.500.
(a ) ¿C uán to  se puede  espera r que du re  un sem iconductor com o ése?
(b) ¿C uál es la p robab ilidad  de que un sem iconductor com o ése es ta rá  to d a

vía e n  condiciones opera tivas después de 4,000 horas?

6.5 LA DISTRIBUCIÓN NORM AL

La distribución norm al, que estudiarem os en  esta sección, es de m uchas m aneras, la p ie
dra angular de la teoría estadística m oderna. Se investigó p o r prim era vez en el siglo xtx 
cuando los científicos observaron un grado asom broso de regularidad en los erro res de 
medición. E ncontraron  que los patrones (distribuciones) que observaban se podían apro
xim ar cercanam ente po r curvas continuas, a los que se referían com o “curvas norm ales 
de e rro res” y las atribu ían  a las leyes del azar. A braham  de M oivre (1667-1745), Pierrc 
Laplace (1749-1827) y K arl G auss (1777-1855) estudiaron po r prim era vez las propieda
des m atem áticas d e  estas curvas normales.

DEFINICIÓN 6.6  U na variable a lea to ria  X  tiene una d is trib u c ió n  n o rm a l y se co
noce com o un a  variable a lea to ria  norm al si y sólo si su densidad  de p robabilidad  
está  dada por

1 - l ( — ):
n (x ;  ¿i, (r) = ----- 7 —  e  2y " '  p a ra  - o o  <  x  <  oo

donde a  >  0 .

La gráfica de un a  distribución  norm al, con la form a de la sección transversal de una 
cam pana, se m uestra  en  la figura 6.4.

La notación  que aqu í se usa es sim ilar a la que se utiliza en  relación con algunas 
de las d istribuciones de p robabilidad  del capítu lo  5; m uestra  explícitam ente que los dos 
p a rám etro s  de la distribución norm al son n  y o .  Sin em bargo , queda p o r m ostrar que 
el p a rám etro  n  es . de hecho, E ( X )  y que el p a rám etro  <r es. de  hecho, la raíz cuadrada
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Figure 6 .4  Gráfica de  la distribución norm al.

de var(AT), donde X  es una variable a leato ria  que tiene la distribución norm al con es
tos dos parám etros.

N o obstante, prim ero dem ostrem os que la fórm ula de la definición 6 . 6  puede servir 
com o una densidad de probabilidad. Puesto que los valores de n (x ;  /i, ir) son evidente
m ente positivos m ientras a  >  0 . debem os probar que el área total bajo la curva es igual a 1 .

Al integrar de  —oo a oo y hacer la sustitución z =  *  , obtenem os

r(i) V i
E n to n ces , p u e s to  q ue  la in tegral de  la d e rech a  es igual a de acu erd o  al

2  V ff
ejercicio 6.9. se sigue que el á rea  to ta l bajo  la curva es igual a / - -  - • =

A  continuación  p robarem os que

TEOREMA 6 . 6  La función genera triz  de  m om entos de la distribución norm al es
tá  dada  por

D em ostración . Por definición.

M x {t) =  /  e " -  — - j = e  A  ° > dx
J —x  (J V 2 7 7

=  _ ! = .  / V i H - ’W l *
(T V  277 J-X

y si com pletam os el cuadrado , esto  es, usam os la identidad
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—I x ta 2 +  (jc — / i ) 2 =  [x — ( n  +  / t r ) ] 2 — I f i ta 2 — ¿a*

obtenem os

M x (t)  =

Puesto que la cantidad d en tro  de  las llaves es la integral de — oo a  oo de una d en 
sidad norm al con los parám etros +  ta2 y o \  y po r tan to  es igual a 1 , se sigue que

A hora  estam os listos para  verificar que los pa rám etro s  /i y o- en  la definición 6 . 6  

son. c iertam ente , la m edia y la desviación es tándar de la distribución norm al. Si d ife
renciam os dos veces Mx (t)  con respecto  a t, ob tenem os

de m anera  q ue  A í*(0) =  /x y M x ( 0 ) =  ¿i2 +  a 2. A sí, E ( X ) =  /x y var(A ') =  
(M2 +  o2 ) -  ¿  =  o 2.

Puesto  que la d istribución  norm al juega  un papel básico en  estad ística y su den 
sidad no se puede  in teg rar d irec tam en te , se han  tabu lado  sus áreas para  el caso espe
cial donde ¿i =  0  y a  =  1 .

d e f in ic ió n  6 .7  La d is trib u c ió n  n o rm a l co n  n  =  0 y a  =  1 se  co n o ce  co m o  la 
distribución norm al estándar.

Los asien tos en la tab la III, rep resen tados p o r el á rea  som breada de  la figura 6.5, son 
los valores

* M 0  =  (m  +  <tO ) - a m O

y

Ü Z

F ig u ra  6 .5  Áreas tabuladas bajo la distribución norm al estándar.
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esto  es, las p robab ilidades de que una variable a leato ria  que tenga la d istribución  n o r
mal estándar asum irá un valor en el intervalo de 0 a  z, para z  = 0.00, 0.01, 0.02,..., 3.08 y
3.09 y tam bién  z  =  4.0, z  =  5.0 y z  =  6.0. E n  virtud de la  sim etría  de la distribución 
norm al a lred ed o r de su m edia, es innecesario  am pliar la tab la III a los valores negati
vos de z.

EJEM PLO 6.2

E ncuen tre  las p robab ilidades de que una variable a lea to ria  q ue  tiene la distribución 
norm al es tándar asum irá un valor

(a) m enor que 1.72;

(b) m enor que - 0 .8 8 ;

(c) en tre  1.30 y 1.75;

(d) en tre  —0.25 y 0.45.

Solución

(a) Buscam os el asien to  co rrespond ien te  a z  =  1.72 en  la tab la  III, sum am os 
0.500 (véase la figura 6 .6 ) y ob tenem os 0.4573 +  0.5000 =  0.9573.

(b) Buscam os el asiento  correspond ien te  a z =  0.88 en la tab la III, restam os 
0.5000 (véase la figura 6 .6 ) y ob tenem os 0.5000 — 0.3106 =  0.1894.

(c) B uscam os los asientos co rrespondien tes a z  =  1.75 y z  =  1.30 en  la tabla 
III. res tam os el segundo  del p rim ero  (véase la figura 6 .6 ) y o b tenem os 
0.4599 -  0.4032 =  0.0567.

(d) B uscam os los asientos co rrespondien tes a z =  0.25 y z  =  0.45 en  la tabla 
III . los sum am os (véase la figura 6 .6 ) y o b ten em o s 0.0987 -1- 0.1736 =  
0.2723. ▲

Figura 6 .6  Diagramas para el ejemplo 6.2.
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O casionalm ente, se nos p ide en co n trar un valor de z  que corresponda a  una p ro 
babilidad especificada que cae en tre  los valores listados en la tab la III. E n  ese caso, por 
conveniencia, siem pre escogem os el valor de  z  que co rresponda  al valor tabu la r que es 
m ás cercano  a la p robabilidad  especificada. Sin em bargo , si la p robab ilidad  dada cae a 
m itad  de  cam ino en tre  los valores tabu lares, escogerem os para  z  el valor que cae a m i
tad  de  cam ino e n tre  los valores co rrespondien tes de z.

C on respecto  a la tab la III. encuen tre  los valores de z  que co rresponden  a  los da to s  de

(a) P uesto  que 0.3512 cae en tre  0.3508 y 0.3531, que co rresponden  a  z  =  1.04 
y z =  1.05, y puesto  que 0.3512 es m ás cercano  a 0.3508 que 0.3531, esco
gem os z  =  1.04.

(b ) P uesto  que 0.2533 cae a  m itad  de cam ino en tre  0.2517 y 0.2549. que co rres
ponden  a z  — 0.68 y z  — 0.69. escogem os z  — 0.685. ▲

Para d e te rm inar las p robab ilidades relacionadas con  variables a leatorias que tie 
nen  distribuciones norm ales d istin tas a la distribución norm al estándar, usam os el si
guiente teorem a

t e o r e m a  6.7 Si X  tiene una distribución  norm al con m edia /x y la desviación es
tándar </, en tonces

EJEM PLO 6.3

(a) 0.3512;
(b ) 0.2533.

Solución

tiene la d istribución  norm al estándar.

D em ostración . Puesto  que la relación en tre  los valores de X  y Z  es lineal.

Z  debe asum ir un valor en tre  Z\ =  V‘ a  ^  y z2 =  * 2 a  ^  cuando X  asum e un va

lor en tre  x , y x 2. Por tan to  podem os escribir

P {z , < Z < z 2)
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d onde  se ve que Z  es una variable a lea to ria  que tiene la distribución norm al e s 
tándar. ▼

Así. para  usar la tab la III en  relación con cualquier variable a lea to ria  que tiene 

una d istribución  no rm al, sim p lem en te  e fec tuam os el cam bio de  escala z  =  —

EJEM PLO 6.4

Supongam os que la cantidad  de radiación cósm ica a la que una persona está  expuesta 
cuando  vuela en  je t  po r E stados U nidos es una variable a lea to ria  que tiene una d istri
bución norm al con una m edia de 4.35 m rem  y una desviación es tándar de 0.59 m rem . 
¿C uál es la p robab ilidad  de que una persona estará  expuesta  a  m ás de 5.20 m rem  de 
radiación cósm ica en un vuelo com o ése?

Solución

Buscamos el da to  correspondiente a z =  ^ ^  5 9 ^  ^  =  * en *a la ^ a ^  Y *° res* 

tam os de 0.5000 (véase la figura 6.7) y obtenem os 0.5000 — 0.4251 =  0.0749. ▲

;  =  0

F ig u re  6 .7  Diagram a para el ejem plo 6.4 .

r  =  1.44

C on la ayuda de program as de com putadora  escritos especialm ente para aplica
ciones estad ísticas es posible en c o n tra r  d irec tam en te  las p robab ilidades relacionadas 
con variables a lea to rias  que tienen  una distribución norm al y o tras distribuciones con 
tinuas más. E l siguiente ejem plo ilustra dichos cálculos m ediante e l uso del softw are e s 
tadístico  M IN IT A B .

EJEM PLO 6.5

U se un p rogram a de com putadora  para  en co n trar la p robabilidad  de que una variable 
a lea to ria  q ue  tiene

(a) la d istribución  ji cuadrada  con 25 g rados de libertad  asum irá un valor m a
yor q ue  30;
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(b ) la d istribución  norm al con  la m edia 18.7 y la desviación es tándar 9.1 asum i
rá un valor en tre  10.6 y 24.8.

Solución

M edian te  el uso del softw are M IN IT A B , seleccionam os la opción “distribución 
cum ulativa”  para  o b ten e r lo siguiente:

(a) MTB>CDF C 1;
SU B C >C hisquare 25

30 .0000  0 .7 7 5 7

A sí. la  p robab ilidad  requerida  es 1.0000 — 0.7757 =  0.2243.

(b) MTB>CDF C2; y MTB>CDF C3;
SUBC>Normal 1 8 .7  9 . 1 .  SU BO N orm al 1 8 .7  9 .1 .

10 .6 0 0 0  0 .1 8 6 7  2 4 .8 0 0  0 .7 4 8 7

A sí. la  p robab ilidad  requerida  es 0.7487 — 0.1867 =  0.5620. ▲

6 .6  L A  A P R O X IM A C IÓ N  N O R M A L  A  
L A  D IS T R IB U C IÓ N  B IN O M IA L

A lgunas veces se in troduce la d istribución  norm al com o una distribución con tinua que 
p roporc iona  una aproxim ación cercana  a  la d istribución  binom ial cuando n,  el núm ero  
de ensayos, es m uy g rande y d, la p robab ilidad  de un éx ito  en  un ensayo  individual, es 
cercano  a  j . La figura 6.8 m uestra los h istogram as de las d istribuciones binom iales con

n =  10 n =  25

Figure 6 .8  Distribuciones binomiales con 0 =  2 -
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0  =  j  y n  =  2, 5, 10 y 25, y se puede ver que con n  creciente estas d istribuciones se 
aproxim an al p a tró n  sim étrico en form a de cam pana de la distribución norm al.

A  fin de  o frece r un fundam ento  teórico  para  este  argum ento , p robem os prim ero  
el siguiente teorem a.

t e o r e m a  6.8 Si X  es una variable aleatoria  que tiene una distribución binom ial 
con los parám etros n  y 0 , en tonces la función generatriz  de m om entos de

V n 6 { \  -  0 )

se aproxim a a la distribución norm al es tándar cuando n  —> oo.

D em ostración. A l valem os de los teorem as 4.10 y 5.4, podem os escribir 

M z {t)  =  -  1 )]"
17

donde n  — nd  y <r =  V / j0(1 — 0). E ntonces, si tom am os logaritm os y sustitu i
m os en la serie de  M aclaurin de  e ' ", ob tenem os

ln A f x - M  =  +  n-ln[l  +  e(e-/0 -  l)]

=  - £  +  " - l n [ l + < > { ¿  +  f ( ¿ )  + ¿ ( ¿ )  + - } ]

y, si usam os la serie infinita ln ( 1  +  x )  =  x  — | x 2 +  5 X3 — •••. la cual converge
para  U | <  1 , para  expandir este  logaritm o, se sigue que

Al reun ir las po tencias de t, ob tenem os
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puesto  que p  =  nd. Entonces, a l sustitu ir tr  =  V n 0 ( 1 — 0 ), encon tram os que

ln M x - ll( t ) = - t 2 +  —
- Z -  ¿ <T y

se aproxim a a 0 cuando n —>oo. Se sigue que

lím ln M x - J t )  —
- i r  2<r

y puesto  q u e  el lím ite de un logaritm o es igual a l logaritm o del lím ite (siem pre 
que los dos lím ites existan), concluim os que

la cual es la función generatriz de  m om entos del teo rem a 6 . 6  con p  =  0 y cr =  1 T

E sto  com ple ta  la dem ostración  del teo rem a  6 .8 , p e ro  ¿ya dem ostram os que cuan 
do n -*  oo la d istribución  de Z , la variable a lea to ria  b inom ial estandarizada, se ap rox i
m a a la d istribuc ión  no rm al e s tán d a r?  N o ex ac tam en te . P a ra  es te  fin. debem os 
referirnos a dos teo rem as que enunciarem os sin dem ostrarlos:

1. H ay una correspondencia unívoca entre las funciones generatrices de m om entos  
y  las distribuciones (densidades) de  probabilidad cuando existen las primeras

2. Si la fu n c ió n  generatriz de m om en tos de una variable aleatoria se aproxim a a 
la de otra variable aleatoria, entonces la distribución (densidad) de  la prim e
ra variable aleatoria se aproxim a a la de la segunda variable aleatoria bajo las 
m ism as condiciones límite.

H ablando  estric tam en te , nuestros resu ltados son válidos cuando  n -*  oo, pe ro  a 
m enudo  se usa la  distribución norm al p a ra  aproxim ar p robab ilidades b inom iales aun 
cuando  n  es re la tivam en te  pequeña. U na buena  regla em pírica  es usar esta  ap rox im a
ción sólo cuando  nd y  n ( l  — 6) son am bos m ayores q ue  5.

Use la aproxim ación norm al a la distribución binomial para  determ inar la probabilidad de 
sacar seis caras y 1 0  cruces en  16 lanzam ientos de una m oneda balanceada o  equilibrada.

Solución

Para en co n tra r e s ta  aproxim ación debem os usar la corrección de continuidad, de 
a c u e rd o  a la  cua l cad a  e n te ro  n o  n e g a tiv o  k  se  r e p re s e n ta  co n  el in te rv a lo  
de k  — ¿ a k  +  \ .  C on  respecto a  la figura 6.9, debem os de te rm inar así e l área  b a 

jo  la curva  e n tre  5.5 y 6.5, y p u es to  que M =  16 - i  =  8  y o  — V 16• 5 • 5 =  2. d e 
bem os e n c o n tra r  el á rea  entre:

1 2
lím  M x -jX t)  =  e2

tr

EJEM PLO 6.6



;  =  ^ _ i = - L25 y

Los da to s  en  la  tab la  III que co rresponden  a :  =  1.25 y z — 0.75 son 0.3944 y 
0.2734. y encon tram os que la aproxim ación norm al a la p robabilidad  de “seis ca 
ras y 10 cruces” es 0.3944 — 0.2734 =  0.1210. Puesto que cl valor correspondien
te  en la tab la I es 0 .1 2 2 2 , encontram os que el e rro r de la aproxim ación es —0 . 0 0 1 2

y que el po rcen taje  de e rro r  es q  ^ 2 2  ^  =  ^ '9^ c en va ,o r abs° !u to - A
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z =  -1 .2 5  j  =  -0 .75  

Figura 6 .9  D iagram a para el ejemplo 6.6.

La aproxim ación  norm al a  la d istribución  binom ial solía aplicarse m uy ex ten sa 
m ente , particu la rm en te  al aprox im ar p robab ilidades relacionadas con grandes valores 
de variables a lea to rias  binom iales. H oy en  día, la m ayor p arte  de este  trabajo  se hace 
con com putadoras, com o se ilustra en  el e jem plo  6.5, y hem os m encionado la relación 
en tre  las d istribuciones norm al y b inom ial p rincipalm ente  a  causa de  sus aplicaciones 
teóricas. C onstituye la base de m uchos de los p rocedim ientos tra tados en los capítulos
11 .13  y 16.

EJERCICIOS

6.43 D em uestre  qu e  la distribución norm al tiene
(a )  un m áxim o relativo  en x  =  /x:
(b ) pun tos de inflexión e n .r  =  / i  — cr y x  =  fi +  cr.

6 .4 4  M uestre q ue  la ecuación diferencial del ejercicio 6.30 con ¿> =  c  =  0 y a > 0  
nos da una distribución  norm al.

6 .4 5  E n la dem ostración  del teo rem a 6 . 6  d iferenciam os dos veces la función genera
triz de m om entos de  la distribución norm al con respecto  a /  para  dem ostra r que 
E (X )  =  n  y  var(Af) =  cr2. Al d iferenciar dos veces más y usar la fórm ula del 
ejercicio 4.33, encuen tre  las expresiones para  y /x4.



6.46 Si A’ es una variable aleatoria que tiene una distribución normal con la m edia n  y la 
desviación estándar er, encuentre la función generatriz de m om entos de Y  =  X  — c, 
donde c es una constante, y úsela para volver a  trabajar con el ejercicio 6.45.

6.47 U se los resu ltados del ejercicio 6.45 para  dem o stra r que a 3 =  0 y ar4 =  3 para  
d istribuciones norm ales, donde a 3 y a 4 son com o se defin ieron  en  los ejercicios 
4.34 y 4.35.

6.48 Si X  es un a  variable a lea to ria  que tiene  una distribución norm al con  la m edia 
fx y la  desviación es tándar a ,  use la  tercera  pa rte  del teo rem a 4.10 y el teo rem a
6 . 6  para  d em o stra r que la función genera triz  de  m om entos de.
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es la función generatriz de m om entos de la distribución norm al estándar. A dvier
ta  que, ju n to  con los dos teorem as en  la página 224, esto dem uestra el teo rem a 6.7.

6.49 Si X  es u n a  variab le  a le a to ria  q ue  tiene  la d istribución  no rm al e s tá n d a r  y 
Y  = X 2, dem uestre  que cov(Ar, Y ) =  0 aun  cuando  A* y y  no  son ev iden tem en
te independientes.

6.50 U se la expansión en  la serie de  M aclaurin de la función genera triz  de m om en
tos de la d istribución  norm al e s tán d a r para  dem ostra r que

(a) n ,  =  0  cuando r  es im par;

r!
(b ) t i ,  = ------ —— cuando  r es par.

K x (t) se llam a el résim o acum ulante , y se d en o ta  con k,. A l igualar coeficien
tes  de po tenciales iguales, dem uestre  que

(a) k2 =  f i2:

(b ) k3 =  ¿i3;

(c) k4 =  -  3

6 ^ 2  C on  resp ec to  al ejercicio  6.51, m u estre  que p a ra  las d istribuciones norm ales 
k 2  =  <r2 to d o s los dem ás acum ulan tes son cero.

6 ^ 3  Pruebe q ue  si A" es variable a leato ria  que tiene la distribución de Poisson con el 
parám etro  A y A -*■ oo, entonces la función generatriz de m om entos de

esto  es, la de la variable a lea to ria  de Poisson estandarizada , se aprox im a a  la 
función genera triz  de m om entos de la distribución norm al estándar.

6.54 D em uestre  q ue  cuando a - *  oo y  p  perm anece constan te , la  función generatriz  
de m om entos de una variable a lea to ria  gam m a estandarizada  se aproxim a a la 
función genera triz  de m om entos de la d istribución  norm al estándar.

6.51 Si hacem os K x (t)  =  In e l coeficiente de  — en  la  serie de  M aclaurin  de
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APLICACIONES

6.55 Si Z  es una variable a leato ria  que tiene la distribución norm al estándar, encuen 
tre  las p robabilidades que asum irá un valor
(a) m ayor que 1.14;
(b ) m ayor que —0.36;
(c) en tre  -0 .4 6  y —0.09;
(d ) en tre  —0.58 y 1.12.

6.56 Si Z  es una variable aleatoria que tiene la distribución norm al estándar, encuentre
(a) P ( Z  <  1.33);
(b ) P ( Z  S  -0 .7 9 ) ;
(c) P( 0.55 <  Z  <  1.22);
(d ) /*( —1.90 S Z S  0.44).

6.57 E ncuen tre  z si el á rea  de la curva norm al es tándar
(a) en tre  0  y z  es 0.4726;
(b ) a la izqu ierda  de z es 0.9868;
(c) a  la derech a  de z es 0.1314;
(d ) en tre  — z  y z es 0.8502.

6.58 Si Z  es una variable a leato ria  que tiene la distribución norm al estándar, encuen 
tre  los valores respectivos de Z\ , z 2, Zj y z 4 tales que
(a) /»(0 <  Z  <  z ,)  =  0.4306;
(b ) P ( Z  £  z2) =  0.7704;
(c) P { Z  >  z3) =  0.2912;
(d ) P ( - z 4 S  Z  <  z4) =  0.9700.

6.59 Si X  es u na  variable a lea to ria  que tiene una distribución  norm al, ¿cuáles son las 
p robab ilidades de o b ten e r un valor
(a ) d e n tro  de una desviación es tándar de la m edia;
(b ) d e n tro  de dos desviaciones es tándar de la m edia;
(c) d e n tro  de tres desviaciones estándar de la m edia;
(d ) d e n tro  de cu a tro  desviaciones es tándar de la m edia?

6.60 Si za e s tá  defin ida  por

encuen tre  sus valores para
(a) a  =  0.05;
(b ) a  =  0.025;
(c) a  =  0 .0 1 ;
(d ) a  =  0.005.

6 .6 1  (a ) U se un program a de  com putadora para  encon trar la probabilidad de que 
una variable a leato ria  que tiene la distribución norm al con la m edia —1.786 
y la desviación estándar 1.0416 asum irá un valor en tre  —2.159 y 0.5670.
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(b ) In te rpo le  e n  la tab la III para  en co n trar es ta  p robab ilidad  y com pare su re 
su ltado  con el valor m ás exacto  en con trado  en  el inciso (a).

6.62 (a) U se un p rogram a de com putadora  p a ra  en co n tra r la  p robab ilidad  de que
u na  variable a lea to ria  q ue  tiene la distribución norm al con m edia 5.853 y 
la desviación es tándar 1.361 asum irá un  valor m ayor q ue  8.625;

(b ) In te rp o le  en  la tab la  III p a ra  en co n tra r esta  p robab ilidad  y com pare  su re 
su ltado  con el va lo r m ás exacto  en con trado  en  el inciso (a).

6 .6 3  Suponga que du ran te  los periodos de m editación trascendental la reducción del 
consum o de oxígeno de una persona es una variable a leato ria  que tiene una dis
tribución norm al con /x =  37.6 cc p o r m inuto y cr =  4.6 cc p o r m inuto. E ncuen
tre  las probabilidades de que du ran te  un periodo  de m editación trascendental el 
consum o de oxígeno de una persona se reducirá por
(a) al m enos 44.5 cc p o r  m inuto;
(b ) cu ando  m ucho 35.0 cc p o r  m inuto;
(c) cua lqu ier valor en tre  30.0 y 40.0 cc po r m inuto.

6 .6 4  E n  un p roceso  fotográfico, e l tiem po  de revelado  de im presiones se puede  con
s id e ra r  com o una variab le  a lea to ria  q ue  tien e  la  d istribución  no rm al con 
t i  =  15.40 segundos y tr =  0.48 segundos. E ncuen tre  las p robab ilidades de que 
el tiem po  que tom a revelar una de las im presiones será
(a ) al m enos 16.00 segundos;
(b ) cu ando  m ucho 14.20 segundos;
(c) cua lqu ier valor en tre  15.00 y 15.80 segundos.

6 .6 5  Supongam os que la can tidad  real de  café in stan táneo  que u na  m áquina sirve en 
un frasco  de  “ 6  onzas” es una variable a lea to ria  que tiene una distribución  n o r
m al con <r =  0.05 onzas. Si sólo 3 p o r  c ien to  de los frascos deben  con tener m e
nos de 6  onzas de café, ¿cuál debe se r la m ed ia  del llenado de  estos frascos?

6 . 6 6  U n a  variab le  a lea to ria  tiene  la d istribución  norm al con a  =  10. Si la p ro b ab i
lidad de que la variable a lea to ria  asum irá un valor m enor que 82.5 es 0.8212, 
¿cuál es la p robab ilidad  de q ue  asum irá un valor m ayor que 58.3?

6 .6 7  V erifique en cada caso si la aproxim ación norm al a  la d istribución  binom ial se 
puede  u sa r de acuerdo  a la regla em pírica de  la página 224.
(a) n =  16 y 6 =  0 .2 0 ;
(b ) n =  65 y 6 =  0.10;
(c) n =  120 y 6 =  0.98.

6 . 6 8  Suponga que querem os usar la aproxim ación norm al a la  d istribución  binom ial 
para  de te rm in a r 6(1; 150,0.05).
(a) C on  base en la regla em pírica de la página 224, ¿esta ría  justificado  el uso 

de la  aproxim ación?
(b) H aga la aproxim ación y red o n d ee  a  cua tro  decim ales.
(c) Si u na  im presión de com pu tado ra  m uestra  que b( 1; 150,0.05) = 0.0036 re 

d o n d ead o  a cu a tro  decim ales, ¿cuál es el po rcen taje  de e rro r  de la aproxi
m ación ob ten ida  en  el inciso (b)?
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Esto sirve p a ra  ilustrar que la regla em pírica es sólo eso y no  más; hacer aproxi
m aciones com o ésta  tam bién requ iere  una buena cantidad  de ju icio profesional.

6 .6 9  C on  respec to  al ejercicio 6 .6 8 . dem uestre  que la d istribución  de Poisson hub ie
ra  dado  u na  m ejor aproxim ación.

6 .7 0  U se la  aproxim ación  norm al a  la d istribución  binom ial p a ra  de te rm in a r (con 
cua tro  decim ales) la p robabilidad  de  o b tener siete  caras y siete  cruces en 14 lan
zam ientos d e  una m oneda balanceada. T am bién  consulte  la tab la I p a ra  encon
tra r  el e rro r  de esta  aproxim ación.

6 .7 1  Si 23 po r c ien to  de todos los pacien tes con p resión  arte ria l a lta  tiene  efectos co
la te ra les  perjud icia les con  c ie rta  clase de m ed icam en to , use la aprox im ación  
norm al p a ra  en co n trar la p robab ilidad  de qu e  en tre  1 2 0  pacien tes con presión 
a rte ria l a lta  tra tados con este  m edicam ento  m ás de 32 ten d rán  efectos co la te 
rales perjudiciales.

6 .7 2  Si la probabilidad de que un banco  rechazará una solicitud de p réstam o es 0.20, 
use la aproxim ación norm al para  determ inar (con tres decim ales) la probabilidad 
de que el banco  rechazará cuando m ucho 40 de  225 solicitudes de préstam o.

6 .7 3  Para ilu stra r la ley de los g randes núm eros (véase tam bién  el ejercicio 5.30), use 
la  aproxim ación  norm al a  la d istribución  binom ial para  de te rm inar las p ro b ab i
lidades de q ue  la proporción  de caras estará  en tre  0.49 y 0.51 cuando se  lanza 
una m oneda  balanceada

(a) 1 0 0  veces;

(b ) 1 , 0 0 0  veces;

(c) 1 0 , 0 0 0  veces.

6.7 LA DISTRIBUCIÓN N O RM AL BIVARIADA

E n tre  las densidades m uitivariadas, la distribución normal multivariada es de especial 
im portancia , la cual es una generalización de la d istribución  norm al en una variable. 
C om o es m ejor (en  rea lidad , es prácticam ente  necesario) p resen tar esta  d istribución  en 
no tación  m atricial, aqu í sólo darem os el caso bivariado; los análisis del caso m ás gene
ral se encuen tran  en tre  las referencias al final de este  capítulo.

d e f in ic ió n  6.8 U n p a r de  variables a leatorias X  y Y  tienen una d is trib u c ió n  n o r
m al b iv a riad a  y se conocen com o variables a lea to rias  d istribu idas norm alm ente  
en  form a con jun ta  si y sólo si su densidad  de p robabilidad  con jun ta  está  dada  por

ñ x - y )  =  -----------------------

para  —oo <  x  <  oo y —oo <  y  <  oo , donde o-, >  0 , <r2 >  0 , y “ 1 <  p  <  1 .



P ara e s tu d ia r es ta  distribución conjunta , m ostrem os p rim ero  que los parám etros 
/x,, <r¡ y a 2 5 0 0  Ia 5  m edias y  las desviaciones es tán d a r de  las dos variables a lea to 
rias X  y  Y . Para  em pezar, in tegram os sobre  y  de — oo a oo y ob tenem os
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s( x)  m '
2 tT (7  1 cr2 V I  — p  J -o o

pa ra  la  densidad  m arginal de  X .  E ntonces, hacem os la sustitución tem poral u  =  — -  ■ — 

p a ra  sim plificar la  n o tac ión  y si cam biam os la  variab le  de in teg ración  al h acer v  =

y ~  th-, ob tenem os

----- '— ye 2(*— f  1 ^ (xr-lpuv) ,
s i* )  =  ~— r / 7^ = i  /  * 2(1 ^  d v  

2ttct[ V i  — P J-oo

D espués de com ple ta r el cuad rado  al hacer

v2 — 2  pu v  =  ( v  — p u )2 — p2u2 

y reu n ir  térm inos, e s to  se vuelve

(T| V 2 tT l  V27T V i  — p  J - *  J

F inalm ente , identificam os la can tidad  en tre  parén tesis com o la in tegral de  una densi
d ad  norm al de — oo a oo y, p o r tan to , al hacer igual a 1 , ob tenem os

- V  >
e 2 1

s ( x ) =  ~ T / T = = ~ T J T e 2(7 , V  2 ir a t V  2ir

p a ra  —oo <  x  <  oo. Se sigue p o r inspección  q ue  la  d ensidad  m arg inal de  X  es una 
d istribución  no rm al con  la  m ed ia  p x y la desv iación  e s tá n d a r  a x y, po r s im etría , que 
la d ensidad  m arg inal d e  Y  es una d istribuc ión  no rm al con la  m edia  /x2 y la desviación 
e s tá n d a r  a 2.

E n lo tocan te  al p a rám etro  p  donde p  es la m inúscula d e  la  le tra  griega rho , se 
llam a el coeficiente de correlación, y la integración necesaria m ostrará  que cov(A', Y )  =  
p a xa 2. A sí. el p a rám etro  p  m ide cóm o varían  ju n tas  las variables a lea to rias  X  y Y, y  su 
significado se analizará  con m ás detalle  en  el cap ítu lo  14.

C uan d o  tra tam o s con un p a r de variables a lea to rias  qu e  tienen  una distribución 
norm al b ivariada, sus densidades condicionales tam bién  son de im portancia; dem o stre 
m os el siguiente teorem a.
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t eo r e m a  6.9 Si X  y y  tienen  una d istribución  no rm al b ivariada, la densidad  
condicional de  Y  d ado  X  = x  es una distribución norm al con la m edia

Pw* =  P 2 +  P ^ ( x  ~  P j )

y la varianza

=  * 2(1 -  p 2)

y la densidad  condicional de X  d ad o  Y  =  y  es una distribución norm al con  la 
m edia

p*i> =  p i  +  p  ~ { y  ~  P 2)

y la varianza

=  ^ í ( l  ~  P2)

f(Xi y)
D em ostración. Si escribim os íflíy U ) =  - - - - - -  de acuerdo  a la definición

&(■*)
x  — u . y  — /x->

3.13 y hacem os u  =  — ——  y v  =  — ^  '  para  simplificar la notación, obtenem os

/ i v _  27ríT,<r2 V /l  -  p 2 
w ( y \x )  = ---------------------- —

V27TÍT)

___ l

V 2 ^ t7 2 v T —

v z ^ V i  —

E ntonces, expresam os este  resu ltado  en térm inos de  las variables originales, y o b 
tenem os

w ( y \x )  =
(t 2 \ ^ 2 n  V i  p2

tr2 V i  —p2

para — oo  <  y  <  o o , y por inspección se puede ver que ésta  es una distribución 

norm al con la  m edia Mvv =  P 2 +  P ~ ~  (*  ~  Mi) y  la varianza <rv.« =  ° 2 0  — P2)-
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Los resu ltados co rrespond ien tes para  la densidad  condicional de X  d ad o  Y  =  y  siguen 
p o r sim etría . ▼

La d istribución  norm al b ivariada tiene  m uchas p rop iedades im portan tes, algunas 
estadísticas y algunas p u ram en te  m atem áticas. E n tre  las p rim eras, está  la siguiente p ro 
piedad, q ue  se p ed irá  al lec to r la dem uestre  en  el ejercicio 6.74.

t e o r e m a  6.10 Si dos variables a lea to rias tienen  una distribución norm al b ivaria
da, son independ ien tes si y sólo si p  =  0 .

E n  relación con esto , si p =  0, se dice q ue  las variables a leatorias no están  correlacio
nadas.

T am bién , hem os m ostrado  q ue  para  dos variables a leatorias que tienen  una d istri
bución norm al bivariada las dos densidades m arginales son norm ales, pe ro  la recíproca 
n o  es necesariam ente  verdad. E n  o tras palabras, las d istribuciones m arginales pueden  
ser norm ales am bas sin que la distribución con jun ta  sea  una distribución norm al biva
riada. P o r ejem plo , si la densidad  bivariada de X  y Y  e s tá  dada po r

donde x , y )  es el valor de la densidad  norm al b ivariada con  / i ,  =  0 , p .2 =  0 y p  =  0  

en  (x. y ) , es fácil ver que las densidades m arginales de X  y Y  son norm ales au n  cuan 
d o  su densidad  con jun ta  no  es una distribución  norm al bivariada.

Se o b tienen  m uchas p rop iedades in teresan tes de la densidad  norm al bivariada al 
estud ia r la superficie normal bivariada. que se m uestra  en  la  figura 6 . 1 1  y cuya ecua
ción es z  — f{ x , y ) ,  donde f[ x ,  y )  es el valor de la densidad  norm al b ivariada en  (x, y ). 
C om o se ped irá  al lector que verifique en  los ejercicios q ue  siguen, la densidad  norm al

2/(at, y )  d e n tro  de  los cuadros 2 y 4 de  la figura 6.10
0  d e n tro  de  los cuadros 1 y 2  de la figura 6 . 1 0

f [ x , y )  en  cualqu ier o tra  pa rte

y

2

3 4

1

F ig u ra  6 .1 0  Espacio muestral para la densi
d a d  bivariada dada p o r f*(x, y ).

F igura  6.11 Superficie normal bivariada.
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bivariada tiene un  m áxim o en  (/x ,, /X2 )» cualquier p lano  para le lo  al e je  z  in terseca la 
superficie en  una curva que tiene la form a de  una distribución norm al y cualquier p la 
n o  para le lo  al p lan o  x y  que in terseca la superficie la in terseca en  una elipse llam ada un 
contorno de densidad de probabilidad constante. C uando  p =  0  y <r, =  <r2, los con to r
nos de  densidad  d e  p robabilidad  constan te  son círculos, y es costum bre referirse a  la 
densidad  con jun ta  correspondien te  com o una distribución normal circular.

EJERCICIOS

6.74 Para p ro b a r  e l teo rem a 6.10, dem uestre  que si X  y Y  tienen  una distribución 
norm al b ivariada. entonces

(a) su independencia  im plica que p  =  0 ;

(b ) p  =  0  implica que son independientes.

6.75 D em uestre  que cualquier p lano  perpend icu lar al p lano  x y  in terseca la superfi
cie norm al bivariada en  una curva que tiene la form a de una distribución n o r
mal.

6.76 Si el exponen te  de e de una densidad  norm al b ivariada es

^ [ ( *  +  2 ) 2 -  2 .8 (x  +  2 )(y  -  1 ) +  4 (y  -  l ) 2]

encuen tre

(a ) /* ,, /z 2, <r,,o-2 y p ;

(b ) / i f l t y o i u -

6.77 Si el exponen te  de  e de  una densidad  norm al bivariada es

^  (x2 +  Ay2 +  2xy  +  2x +  8y +  4)

encuen tre  <r,, <r2 y p , dado  que / i ,  =  0  y / i 2 =  — 1 .

6.78 Si A" y y  tien en  la distribución norm al bivariada con /z, =  2, /z2 =  5, <r, =  3, 
cr2 =  6  y  p  =  §, encuen tre  Hyh y

6.79 Si AT y y  tienen una distribución norm al bivariada y U =  X  +  Y  y  V  =  X  — Y , 
encuentre  una expresión para el coeficiente de correlación de U y V.

6.80 Si A" y y  tienen  una distribución norm al b ivariada. se puede  dem o stra r q ue  su 
función genera triz  de m om entos con jun ta  (véase el ejercicio 4.63) es tá  d ada  por

M x . r ( l t . t 2) =  E ( e " * + ' ’r )

í,Mi +f2í*2+ 5(ffj»? +  2p<ri<W J +<r2fj)
=  e

Verifique que

(a) la p rim era  derivada parcial de esta función con respecto  a /, en  ¡i =  0  y 
h  =  O e s /* ,;
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(b ) la segunda  derivada  parcial con  resp ec to  a r, e n  tx =  0  y t2 — 0  es
<r\ +  mí;

(c) la segunda  de rivada  parcial con  resp ec to  a t¡ y t2 en  r, =  0  y t2 =  0  es 
p tr ,c r 2 +  m ,p 2-

APLICACIONES

6.81 E l cen tro  de un b lanco  se tom a com o el origen de un sistem a rec tangu lar de 
coordenadas, con  respecto  a l cual el p u n to  de im pacto  d e  un cohe te  tiene las 
coordenadas X  y Y. Si X  y  Y  tienen  la densidad  norm al b ivariada con /x( =  0, 
/x2 =  0 . cr, =  1 2 0  pies, <r2 =  1 2 0  p ies  y p — 0 , encuen tre  la  p robab ilidad  de 
qu e  el p u n to  de im pacto  estará

(a) d en tro  de un cuad ro  con  lados de 180 pies, cuyo cen tro  está  en  el origen 
y cuyos lados son paralelos a los ejes de coordenadas;

(b ) d en tro  de un  círculo  cuyo rad io  de 75 pies con  su cen tro  en  el origen.

6.82 Si X  y  Y  tienen  la  distribución norm al circular con /x, =  p 2 =  0  y cr, =  cr2 =  12, 
encuen tre

(a) la p robab ilidad  de o b ten e r un p u n to  (*, y )  d e n tro  de un círculo  x 2 +  y 2 =
36;

(b ) el va lo r de c  p ara  el cual la p robab ilidad  de o b ten e r un  p u n to  (x , y ) d e n 
tro  del círculo x2 +  y 2 =  c2 e s 0.80.

6.83 Suponga qu e  A' y y , la a ltu ra  y e l peso  de c iertos anim ales, tienen  la  d istribu 
ción norm al bivariada con =  18 pulgadas, ¿i2 =  15 libras, <r, =  3 pulgadas, 
tr2 =  2 libras y p  =  0.75. E ncuen tre

(a) el peso  esperado  de uno  d e  estos an im ales de 17 pulgadas de alto;

(b ) la a ltu ra  esperada  d e  uno  de estos an im ales de 2 0  libras de peso.
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CAPÍTULO

7
Fundones de variables aleatorias

7.1  IN T R O D U C C IÓ N
7 .2  T É C N IC A  DE LA F U N C IÓ N  DE D ISTR IB U C IÓ N
7 .3  T É C N IC A  DE TR A N S F O R M A C IÓ N : U N A  VARIABLE
7 .4  T É C N IC A  D E TR A N S F O R M A C IÓ N : VARIAS VARIABLES
7 .5  T É C N IC A  D E F U N C IÓ N  G ENERATRIZ DE M O M E N T O S

7 .1  IN T R O D U C C IÓ N

E n este capítulo tra tarem os el problem a de encon trar las densidades o  probabilidades de 
d istribución  de  funciones de una o más variables aleatorias. E sto  es, d ad o  un conjunto  
de variables a leatorias X ¡, X 2 X n y  su densidad o  distribución de probabilidad con
jun ta , estarem os in teresados en encon trar la densidad o  distribución de probabilidad de 
alguna variable a leato ria  Y  = u ( X ¡ , X 2, . . . ,  A",). E sto  significa que los valores de Y  están 
relacionados a los de  las X  es po r m edio  de la ecuación

y  =  u (x t,x2 xn).

P ara reso lver esta clase de p rob lem as se d ispone de varios m étodos. Los que exa
m inarem os e n  las cua tro  secciones siguientes son llam ados la técnica de la fundón de 
distribudón, la técnica de transformadón, y la técnica de la fundón generatriz de m o
mentos. A unque en  algunas situaciones se pueden  u sar los tres  m étodos, en  la m ayoría 
de los p rob lem as será  preferib le  una técnica (m ás fácil que las dem ás). E sto  es cierto , 
p o r e jem plo , en  algunos casos donde la función en  cuestión  es lineal en  las variables 
a lea to rias  X {, X 2, . . . ,  X„, la técnica de la función genera triz  de m om entos produce las 
derivaciones m ás simples.

Las d iversas técnicas q ue  exam inarem os en  este  cap ítu lo  se usarán  o tra  vez en  el 
cap ítu lo  8  p a ra  derivar varias d istribuciones que son de fundam en ta l im portancia  en  la 
inferencia estadística.

236
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7 .2  T É C N IC A  D E  L A  F U N C IÓ N  D E  D IS T R IB U C IÓ N

U n m étodo  d irec to  de o b ten e r la densidad  de p robabilidad  de una función de  variables 
a lea to rias  con tinuas consiste en  encon trar p rim ero  su función de distribución y después 
su densidad  de p ro b ab ilid ad  po r d iferenciación . A sí, si X u  X 2, . . . , X „  son variables 
a lea to rias  con tinuas con  una densidad  de p robab ilidad  conjunta , la densidad  de p ro b a 
bilidad de  Y  =  u ( X , ,  X 2 X„)  se ob tiene al de te rm inar p rim ero  una expresión  pa
ra  la p robab ilidad

F ( y )  =  P ( Y S y )  =  P [ u { X l , X 2 X n) S y ]

y después se d iferencia  para  ob ten er

™  ^

de acuerdo  al teo rem a  3.6.

EJEM PLO 7.1

Si la densidad  de p robabilidad  de X  está  dada  po r

í  6 x ( l  — x )  p a ra  0  <  x  <  1

« ■ >  - 1 .

• í

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte  

encuen tre  la densidad  de p robab ilidad  de Y  =  X 3.

Solución

Sea G (y )  e l valor de la función de distribución de Y  e n  y ,  podem os escrib ir

G ( y )  =  P ( Y  S  y )

=  P ( X 3 £  y)  
= P ( X  S  y ,/J)

ry«/3
6 x( 1 -  x ) d x

lo

=  3y2/3 -  2y

y po r tan to

g(y) =  2{y~^ -  1)

pa ra  0 <  y  <  1; en  cualquier o tra  p a rte , g ( y )  =  0. E n el ejercicio 7.20 se le pe
d irá  el lec to r que verifique este  resu ltado  m edian te  una técnica d iferen te . ▲

EJEM PLO 7.2

Si Y  =  | A” | , d em ostra r que

. \f {y)  +  f ( ~ y )  p a ra  y  >  0
g(y) [ 0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte



donde f ( x )  es e l va lo r de la densidad  de  p robab ilidad  de X  en  x  y g (y )e s  e l valor de 
densidad  de p robab ilidad  de Y  en  y. T am bién , use este  resu ltado  p a ra  en co n trar la d e n 
sidad de p robab ilidad  de  Y  =  |Af | cuando  X  tiene  la  d istribución  norm al estándar.

Solución

P ara  y  >  0  tenem os

G ( y )  =  P ( Y Z y )

=  P ( \ X \  á y )

=  P ( - y Z X t í y )

=  F ( y )  -  F ( — y )

y, después de la diferenciación,

g ( y )  =  / ( y )  +  f ( ~ y )

T am bién , p u esto  que U l no puede  ser negativo, g (y )  =  0  p a ra  y  <  0. A rb itra 
riam ente  haciendo  g ( 0 ) =  0 , así podem os escribir

g (« )  =  f f l y ) +  p a r a y  >  0
\  0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

Si X  tiene  la d istribución  norm al es tándar y Y  =  |A l ,  se sigue que

g ( y )  =  n( y ;  0 , 1 ) +  n ( - y ; 0 , 1 )

=  2 n ( y ; 0 , 1 )

p a ra  y  >  0  y  g ( y )  =  0  en cualqu ier o tra  parte . E n el e jem plo  7.9 se puede  en 
c o n tra r una aplicación im portan te  para  este  resu ltado . ▲

EJEM PLO 7.3

Si la densidad  con jun ta  de X,  y X 2 está  dada po r

, - i x , - 2 x ¡  p a r a x ,  >  0 . x 2 >  0
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í  6e _3X|
=  { o en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte  

encuen tre  la densidad  de p robab ilidad  de Y =  X,  +  X 2.

Solución

A l in teg rar la densidad  con jun ta  sobre  la reg ión  som breada de la figura 7.1, ob 
tenem os

¡■y r y ~*:

F ( y )  =  I  I  6 e-3X| ~2X} dx , d x 2

=  1 +  2e~iy -  3e~2y 

y, al d ife renc iar con respecto  a y.  obtenem os

f [ y )  =  6 ( < T 2 ' -  < • - ’ > )

para  y  >  0 : en  cualquier o tra  p a rte . f ( y )  =  0 . ▲
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*2

*i + * 2  = y

•*i

Figura 7.1 Diagram a para el ejem plo 7.3.

EJERCICIOS

7.1 Si la densidad  de p robab ilidad  de X  está  dada  por

l x e ~ ^  p a ra  x  >  0

=  { o en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

y Y  =  X 2, encuen tre
(a ) la función  de d istribución  de  Y;
(b ) la densidad  de  p robab ilidad  de Y.

72  Si X  tiene u na  distribución  exponencial con el p a rám etro  0, use la técnica de la 
función de distribución p a ra  en co n tra r la densidad  de p robab ilidad  de la varia
ble a lea to ria  Y  =  ln X .

7 3  Si X  tiene  la densidad  uniform e con los pa rám etro s  o  =  0  y /3 =  1, use la téc 
nica de la función de d istribución  p a ra  encon trar la densidad  de probabilidad 
de la variable a lea to ria  Y  =  V A .

7.4 Si la densidad  de p robab ilidad  con jun ta  de X  y Y  e s tá  dada por

_  /  4xye_(r + vl p a r a *  >  0, y  >  0
\  0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

y Z  =  V a 2 +  Y 2, encuen tre
(a ) la función de  distribución de Z;
(b ) la densidad  de p robab ilidad  de Z.

7 3  Si A , y A 2 son variables a lea to rias  independien tes que tienen  densidades expo
nenciales con  parám etros 0 , y 02, use la técnica de la función de distribución pa
ra en co n tra r la densidad  de p robab ilidad  de Y  =  A , +  A 2 cuando.
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(a) 0 , *  0 2;

(b ) 0 , =  02.

(E l e jem plo  7.3 es un caso especial de  esto  con 0, =  £ y  02 =  ¿ .)

7.6 C on resp ec to  a las dos variab les a lea to rias  del e jercic io  7.5, m uestre  qu e  si 
0 i =  0 2 =  1 , la variable a leato ria

Z — * -
X \  + X 2

tiene la densidad  uniform e con a  =  0  y /3 =  1.

7.7 Sean X¡ y  X 2 variables a lea to rias  independ ien tes que tienen  la densidad  un ifo r
me con a  =  0 y /3 =  1. V aya a  la figura 7.2, encuen tre  expresiones p a ra  la fun 
ción de d istribución  de  Y  =  X¡ +  X 2 para

(a) y  S  0 ;

(b ) 0  <  y  <  1 ;

y  =  x l +  x 2 ^  2

X2

l < y  =  x i +  x 2 < 2

*\

Figura 7 .2  Diagrama para el ejercicio 7.7.
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(c) 1 <  y  <  2 ;
(d ) y  £  2 .
E ncuen tre  tam bién  la densidad  de p robabilidad  de  Y.

7.8 Si la densidad  con jun ta  de  X  y Y  está  dada por

»-(*+r) p a ra *  >  O.y >  0«  v f<*~ A*, y) = en  cualquier o tra  parte

X  +  Y
y Z  =  — - — , encuen tre  la densidad  de p robab ilidad  de Z  po r la  técnica de la 

función de d istribución.

APPLICACIONES

7.9 E n el ejercicio  3.88. el precio  de cierta  m ercancía (en  dólares) y sus ventas to 
tales (en  un idades de 10,000) se deno tó  m edian te  P  y S. U se la densidad  con 
ju n ta  dada  en  ese e jercic io  y la técn ica  de la función  de d istribución  para  
en co n trar la densidad  de p robab ilidad  de V  =  SP , la can tidad  to ta l de  d inero  
(en un idades de  $ 1 0 ,0 0 0 ) que se gasta en  esa m ercancía.

7.10 C on  respec to  al ejercicio 3.53, encuen tre  la densidad  de p robabilidad  del milla- 
je  p rom ed io  de dos neum áticos com o ésos. Suponga independencia.

7.11 E n el ejercicio  3.107, X  es la can tidad  de  d inero  (en dólares) que un vendedor 
gasta  en  gasolina, y y  es la cantidad  de d inero  q ue  se le reem bolsa. U se la d en 
sidad de p robab ilidad  con jun ta  dada en  ese ejercicio y la técnica de la función 
de d istribución  para  en co n tra r la densidad  de p robabilidad  de  la variable a lea
to ria  Z  =  X  — Y, la can tidad  de d inero  que no se le reem bolsa.

7.12 Sea X  la can tidad  de gasolina prem ium  (en 1,000 galones) que una estación de 
servicio tiene en sus tanques al principio del día. y y  la cantidad  que esa estación 
de servicio vende du ran te  el día. Si la densidad conjunta de A- y y  está dada por

f { x ,  y )  =  |  2 0 0  p a ra  0  <  v <  jc <  2 0

[O  en  c u a lq u ie r o tra  p a rte

use la técnica de la función de  d istribución  para  en co n trar la densidad  de p ro 
babilidad d e  la can tidad  que le queda a la estación de servicio en  sus tanques 
al final del día.

7.13 Si los porcentajes de cobre y h ierro  en  cierta clase de  m ineral son, respectivam en
te, X¡  y X 2. Si la densidad conjunta de estas dos variables aleatorias está dada por

=  { n (5' '  + *>
p ara  *, >  0 , x 2 >  0  y * , +  2 r 2 <  2  

en cualqu ier o tra  parte

use la técnica de la función de  d istribución  p a ra  en co n trar la densidad  de p ro 
babilidad d e  y  =  X x +  X 2. E ncuen tre  tam bién E ( Y ) ,  el po rcen taje  to ta l espe
rado  de cobre  y h ierro  en  el m ineral.
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M ostrem os ah o ra  cóm o se puede  de te rm inar la densidad  o  d istribución  de p robabilidad  
d e  la función de u na  variable a lea to ria  sin o b ten e r p rim ero  su función de d istribución. 
E n  el caso  d iscre to  no  hay un p rob lem a real m ien tras la relación  en tre  los valores de 
X y  Y  =  u ( X )  sea unívoca; todo  lo que tenem os que hacer es la sustitución apropiada.

EJEM PLO 7.4

Si X  es el n ú m ero  de caras ob ten idas en  cua tro  tiros de un dado  balanceado , encuen 

tre  la  d istribución  de  p robab ilidad  de Y  =  - •
1 i j\

Solución

U sam os la fórm ula para  la d istribución  binom ial con  n  =  4 y  9  =  | ,  en co n tra 
m os qu e  la  d istribución  d e  p robab ilidad  de  X  e s tá  dada  por

X 0 1 2 3 4

1
16

4
16

6
16

4
16

1
16

Entonces, usam os la relación y  =  j  x  para  sustituir los valores de Y  en  vez de los 

valores de X ,  encontram os que la distribución de probabilidad de Y  está dada por

1 1 1 1
y i

2 3 4 5

g{y)
i 4 6 4 1

16 16 16 16 16

Si hubiésem os querido  hacer la sustitución d irec tam en te  en  la fórm ula p a ra  la dis
tribución binom ial con  n =  4 y 9 =  \ , podíam os h a b e r sustitu ido

x  =  y  — 1 en  vez d e  x en

^  *  ( x ) ( í )  p a ra  x  =  0 ,1 ,2 .  3 ,4

y ob tenem os

O bserve q u e  en  el e jem plo  an te rio r las p robab ilidades quedaron  sin cam bio; la 
única d iferencia e s  que en  el resu ltado  están  relacionadas con  los d iversos valores de Y
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en vez de los co rrespond ien tes valores de  X . E sto  es todo  lo que hay para  la técnica de 
la transformación (o  cambio de variable) en  el caso d iscre to  m ien tras la relación sea 
unívoca. Si la relación no es unívoca, podem os p roceder com o en  el siguiente ejem plo.

EJEM PLO 7.5

Con respec to  al e jem plo  7.4, encuen tre  la distribución de p robabilidad  de la variable 
a lea to ria  Z  =  ( X  — 2 )2.

Solución

C alculam os las p robabilidades h ( z )  asociadas con los d iversos valores de Z , y o b 
tenem os

m =  / (  2 )
U

“  16

h(  i ) =  / (  1 ) + II
h(  4 ) =  / ( 0 )

IIT+
4 4 8

16
T

16 16

_1_ 1, 1 _2_
16 16 16

y po r tan to

0 1 4

3 4 1
h ( z )

8  8  8

P ara e fec tuar una transform ación de la variable en  el caso continuo, supondrem os 
que la función d ada  p o r y  =  u ( x )  es diferenciable ya sea creciente o  decreciente para 
todos los valores d en tro  del in tervalo  de X  p ara  el cual f ( x )  ^  0, de m anera  que la 
función inversa, d a d a  por x  — w ( y ) ,  existe para  todos los valores co rrespondien tes de 
y  y es d iferenciab le  excep to  donde u ' ( x )  =  O.t Bajo estas condiciones, podem os p ro 
b a r el siguiente teo rem a

t e o r e m a  7.1 Sea / ( x )  e l valor de la densidad  de p robab ilidad  de la variable
a le a to r ia  c o n t in u a  X  e n  x .  Si la  fu n c ió n  d a d a  p o r  y  =  n ( x )  e s  d ife re n c ia b le  y  ya 
sea crecien te  o  decrecien te  para todos los valores d en tro  del in tervalo  de X  para 
el cual f { x )  ¥=■ 0 . entonces, para  estos valores de x , la ecuación y =  u ( x )  se p ue
de despejar de  m anera  única en  x  p ara  x  =  w{y ) ,  y para  los valores co rrespon 
d ien tes de y  la  densidad  de p robabilidad  de Y  =  u { X )  está  d ada  por

tP a ra  evitar puntos donde u' ( x )  podría ser 0, generalmente no incluimos los puntos terminales 
de los intervalos para los cuales las densidades de probabilidad no son cero. Ésta es la práctica que he
mos seguido y continuaremos siguiendo en todo este libro.



g(y ) = / [ i c ( ) 0 ]* Iw 'O O l siem pre q ue  u ' ( x )  *  0  

E n  cualquier o tra  p a rte , g ( y )  =  0.

Capítulo  7: Funciones de variables aleatorias

D em ostración . P rim ero , dem ostrem os el caso d onde  la  función dada  p o r 
y  =  u ( x )  es crecien te. C om o se puede ver en  la figura 7.3, X  debe asum ir un va
lo r en tre  w { a )  y w ( b )  cuando  Y  asum e un valor en tre  a y  b.  P o r tan to ,

P ( a  <  Y  <  b)  =  P [ w{ a )  <  X  <  w { b ) ]

rw(b)

= /  /(* ) dx
Jw(a)

f [ w ( y ) ] w ' ( y )  d y

Figura 7 .3  Diagramas para la prueba del teorema 7.1.



Sección 7.3: Técnica de transform ación: una variable 245

donde  e fec tuam os el cam bio de variab le  y  =  u ( x ) ,  o  en  fo rm a equ iva len te  
x  =  w ( y ) ,  en  la integral. D e acuerdo  con la definición 3.4, el in teg rando  da la 
densidad  de p robabilidad  de Y  m ien tras w ' ( y )  exista, y podem os escribir

g(y) = /M . v ) K ( y )

C uando  la función  dada po r y =  u ( x )  es decrecien te, se puede  ver de la figura
7.3 q ue  X  d ebe  asum ir un valor en tre  w ( b )  y w ( a )  cuando  Y  asum e un valor e n 
tre  a y  b. P o r  tan to

P( a  <  Y  <  b )  =  P [ w { b )  <  X  <  w ( a ) ]
/•«-(»)

=  /  f { x ) d x  
J w ( b )

= f [™(y) ]w' (y)  <*y

.h

=  -  í  A M y ) ] w ' ( y ) d y

donde efectuam os el m ism o cam bio de variable com o antes, y se sigue que

g (y )  =  - f l M y  ) ] tu ' (y )

P uesto  que w?'(y) =  —  =  -7-  es positivo cuando la función dada  po r v =  u ( x )  
ay  ay

dx

es crecien te , —w ' ( y )  es positivo cuando la función dada  p o r y  =  u ( x )  es decre* 
cíen te, podem os com binar los dos casos al escribir

g(y) = AMy)]-  l w ' ( y ) l  ▼

EJEM PLO 7.6

Si X  tiene la d istribución  exponencial d ada  por

p a ra  x  >  0

- r
f ( x )  =

[ 0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte  

encuen tre  la densidad  de p robab ilidad  de la variable a lea to ria  Y  =  V A \

Solución

La ecuación y  =  V x , que relaciona los valores de X  y Y,  tiene la inversa única

x  =  y 2, q u e  da t r '( y )  =  ^  =  2y. Por consiguiente,
dy

g (y )  =  e~y‘ \2 y \  =  2 ye_v

para  y  >  0  de acuerdo  al teo rem a 7.1. Puesto  q ue  la  p robab ilidad  de o b ten e r  un 
valor de Y  m enor que o igual a 0, com o la p robabilidad  de o b ten e r un valor de 
X  m enor q ue  o  igual a 0. es cero, se sigue que la densidad  de  p robab ilidad  de  Y  
está  dada  p o r
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, ( , )  =  l 2 v e " rI p a ra  y  >  0
( 0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

A dv ierta  q u e  ésta  es la d istribución  de W eibull del ejercicio  6.23 con a  =  1 y
0  =  2. A

Los dos d iagram as de la figura 7.4 ilustran  lo q ue  pasó  en  este  e jem plo  cuando 
transform am os d e  X  a Y. C om o en  el caso d iscreto  (p o r  ejem plo, el e jem plo  7.4). las 
p robab ilidades perm anecen  igual, p e ro  co rresponden  a d iferen tes valores (in tervalos 
de valores) de las variables a lea to rias  respectivas. E n el d iagram a de la izquierda, la 
probab ilidad  0.35 corresponde al even to  de que X  asum irá un valor en el in tervalo  1 a 
4. y en  el d iagram a de la derecha, la p robab ilidad  0.35 corresponde al even to  de q ue  Y  
asum irá un valor en  el in tervalo  de 1 a  2 .

Figura 7 .4  Diagramas para el ejem plo 7.6.

EJEM PLO 7.7

Si se hace g irar la  flecha dob le  de  la figura 7.5 de  m anera  q ue  la variable a lea to ria  0  
tenga la densidad  uniform e

F igura 7 .5  Diagrama para el ejemplo 7.7.
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1

m  =

TT TT
p a ra  — — <  0 <  — ir 1 2  2

0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

de te rm ine  la densidad  de p robabilidad  de  X , la abscisa del pun to  en  el eje x  a la cual 
apun ta rá  la flecha.

Solución

C om o es ev iden te  a partir del d iagram a, la relación en tre  x  y 6 e s tá  dada po r x  = 
a ■ tan  0 , d e  m anera  que

íW  _  a 

dx a2 +  x 2

y se sigue que

*  a2 +  x 2

a
a2 + x 2 

p a ra  - o o  <  . t  <  °o

de acu erd o  al teo rem a  7.1. O bserve  q ue  éste  es un caso  especial de  la d is tr ib u 
ción de C auchy del ejercicio 6 .6 . ▲

EJEM PLO 7.8

Si F ( x )  es el valor de la función de  distribución de la variable a lea to ria  con tinua X  en 
x , encuen tre  la densidad  de p robab ilidad  de Y  =  F( X ) .

Solución

C om o se puede  ver a p a rtir  de  la figura 7.6, el valor de Y  que corresponde a cual
q u ie r valor particu lar de X  está  d ad o  po r el á rea  bajo  la curva, esto  es, el á rea  b a 

Figura 7 .6  Diagrama para el ejemplo 7.8.

x
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jo  ia gráfica de la densidad  de X  a  la izquierda de x. D iferenciam os y  =  F ( x ) con 
respecto  a r . y  obtenem os

^  =  F ( x )  =  f ( x )

y p o r tan to

dx  1 1

d y  dy  f ( x )  
dx

siem pre q ue  f ( x )  ¥= 0. Se sigue po r e l teo rem a 7.1 que

1
g(y)  =  f { x )

f l x )
=  1

para  0  <  y  <  1 . y podem os decir que y  tiene la densidad  uniform e con  a  =  0  y 
0 = 1 .  a

La transform ación  que efectuam os en  este  e jem plo  se llam a transformación de la 
integral de probabilidad. El resu ltado  no es sólo de im portancia teórica , sino q ue  faci
lita la simulación de los valores observados de variables a lea to rias  continuas. E n  la p á 
gina 265 se da  una refe renc ia  de cóm o se hace, espec ia lm en te  en  re lación  con la 
d istribución norm al.

C uando  no  se satisfacen las condiciones que susten tan  el teo rem a  7.1. podem os 
e s ta r  en  d ificultades serias y tendríam os que usar e l m étodo  de la sección 7.2 o  una ge
neralización de l teo rem a 7.1 al que nos referim os en tre  las referencias de la página 265; 
algunas veces hay una salida fácil, com o en  el siguiente ejem plo.

EJEM PLO 7.9

Si X  tiene  una distribución  norm al estándar, encuen tre  la densidad  de p robab ilidad  de
Z  =  X 2.

Solución

Puesto  qu e  la función dada  p o r z =  x 2 es decrecien te  para  valores negativos de 
x, y crecien te  para  los valores positivos de  x . no  se satisfacen las condiciones del 
teo rem a 7.1. Sin em bargo, es posible hacer en  dos pasos la transform ación  de X  
a Z : p rim ero , encon tram os la densidad  de p robab ilidad  de Y  =  \ X  | , y después 
encon tram os la densidad  de p robab ilidad  de Z  =  Y 7 ( =  X 2).

E n  lo tocan te  al p rim er paso , ya hem os estu d iad o  la transfo rm ación  
Y  =  | A' i en  el e jem plo  7.2; de  hecho , dem ostram os q ue  si X  tiene  la d istr ib u 
ción norm al estándar, en tonces Y  = \ X \  tiene la densidad  de p robabilidad

g(y) = 2/t(y;0,1) =  2"

para  y  >  0, y g ( y )  =  0 en  cualqu ier o tra  parte . P a ra  el segundo  paso, la  función 
dada p o r z =  y 2 es creciente para  y  >  0, esto  es, p a ra  todos los valores de Y  p a 
ra  lo cuales g (y )  ^  0. Así, podem os usar el teo rem a 7.1, y puesto  que
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dJL = L A
dz  2

obtenem os

M z) =
2  - j j
 e

V 2 TT K 1

p a ra  z  >  0 . y h ( z )  =  0 en  cu a lq u ier o tra  p a rte . O bserve  q ue  p u es to  que 
r Q )  =  V r r ,  la distribución a la que hem os llegado para  Z  es una distribución ji 
cuad rada  (véase la definición 6.4) con v  =  1. ▲

7 .4  T É C N IC A  D E  T R A N S F O R M A C IÓ N : V A R IA S  V A R IA B L E S

El m étodo de la sección p receden te  tam bién se puede usar para  en co n trar la d istribu 
ción de una variable a lea to ria  que es una función de dos o  m ás variables a leato rias. Su
pongam os, po r e jem plo , que se nos d a  la d istribución  con jun ta  de dos variab les 
a leato rias X ,  y X 2 y que querem os de te rm inar la d istribución  de p robab ilidad  o  la d e n 
sidad de p robab ilidad  de  la variable a leato ria  Y  = u ( X j ,  X 2). Si la relación en tre  y y 
.r, con x 2 m an ten ida  constan te  o  la relación en tre  y  y x 2 con .r, m anten ida constan te  lo 
perm ite , podem os p roceder en el caso d iscreto  com o en  el e jem plo  7.4 para  encon trar 
la distribución con jun ta  de  Y  y X 2 o  la de X { y F  y luego sum arles los valores de la o tra  
variable a lea to ria  para  ob ten er la distribución m arginal de Y.  E n  el caso con tinuo , p r i
m ero  usam os el teo rem a  7.1 con la fórm ula de transform ación  escrita  com o

síy.-O = f o t , *  2) dx.
dy

o com o

g { x , , y )  =  / ( - t i .  * 2 ) £>y

don d e  fix \,x¿ )  y  la derivada parcial se deben  expresar en  térm inos de y  y  x2 o  .r, y y. 
en to n ces  sacam os p o r in teg ración  la o tra  variab le  para  o b ten e r  la densidad  m arginal 
de  y.

EJEM PLO 7.10

Si y son variab les a leatorias independ ien tes que tienen  distribuciones de Pois
son con los pa rám etro s  A, y  Á2. encuen tre  la distribución de p robab ilidad  de la varia
ble a lea to ria  Y  — A', +  X 2.
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Solución

Puesto  que X x y  X 2 son independien tes, su d istribución  con jun ta  está  dada po r

e ^ A , ) * '  e“ Al(A2 )*2
A x  \>x2) =

x \ ! * 2 * 

^-<AI +A2)(AI )Jt,(A 2)^

* ,!* 2!

p a ra  *, =  0 , 1, 2 , . . .  y  x 2 =  0 , 1 , 2  Puesto  que y  =  x¡ +  x 2 y  p o r tan to  x , =
y  — x 2, podem os sustitu ir y  — x 2 en  vez de x , .  ob ten iendo

e- ( ^ \ \ 2y ^ x xy - ^
g (y ^x 2 ) =

x :'-(y  ~  x 2 )'-

p a ra  y  =  0, 1, 2 , . . .  y x 2 =  0 , 1 , . . .  ,y ,  p a ra  la distribución con jun ta  de Y y X 2. E n 
tonces. al sum ar sobre  x2 de  0  a  y, obtenem os

h ( y )  ~  2 .  * , ! { ,  -  * ) !

después sacam os com o fac to r e '*A| + Aj'  y m ultiplicam os y dividim os po r y!. Id en 
tificam os la  sum a a la  q ue  hem os llegado com o la expansión  b inom ial de 
(A, +  A2) \  y finalm ente ob tenem os

e -<A,+*2)(Aj +  Aiyv
h (y ) = ------------ —  p a ra  y  =  0 , 1 , 2 , . . .

y hem os m ostrado  así qu e  la sum a de dos variables a lea to rias  independ ien tes que 
tienen d istribuciones de Poisson con los parám etros A, y A2 tiene  u na  distribución 
de  Poisson con el p a rám etro  A =  A, +  A2. ▲

EJEM PLO 7.11

Si la  densidad  de p robab ilidad  con jun ta  de X x y X 2 está  dada  por

.-<*1 +*2) p a ra  Xx >  0 , x2 >  0
-  { * en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

y
encuen tre  la densidad  de p robab ilidad  de Y  =  1 .

X \  +  X 2

Solución

Puesto  que y decrece cuando  x 2 aum enta  y x , se m antiene constan te , podem os 
usar el teo rem a 7.1 (com o se modificó en  la página 249) para  encon trar la densidad

Xi 1 — y
conjunta de  AT, y Y. Puesto  que y  =  — ——  nos da x2 = x X‘ — -—  y po r tan to

X\ +  X2 y
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dx2 _  _£ i_  
dy y 2

se sigue que

g{x¡ . y )  =  e =  - 1 . ^i/r

p a ra  i ,  > 0 y 0 < y < l .  F inalm ente , al sacar x, po r in tegración y cam biar la 
variable de in tegración  a  u =  x , / y ,  ob tenem os

h(y)
■  [  

- í
u •e “ du

=  r  (2)

=  i

para  0 <  y  <  1 y h { y )  =  0  en cualquier o tra  parte . A sí, la variable a lea to ria  Y  
tiene la densidad  uniform e con a  =  0  y /3 =  1. (A dv ierta  q ue  en  el ejercicio 7.6 
se le pidió q ue  m ostrara  esto  con la técnica de la función de  d istribución.) ▲

E l e jem plo  a n te r io r  tam bién  se pod ía  h a b e r trab a jad o  con un m éto d o  general 
donde em pezam os con  la distribución con jun ta  de dos variables a lea to rias  X x y  X 2, y 
d e te rm inam os la d istribuc ión  con jun ta  de  dos variab les a lea to rias  nuevas Y t = 
u x{ X x , X 2) y Y 2 =  u 2( X x, X 2). E n tonces podem os en co n trar la distribución m arginal de 

y ^ 2  P ° r sum a o  integración.
Este m étodo  se usa principalm ente  en el caso continuo, donde necesitam os el s i

guiente teo rem a, qu e  es una generalización d irecta  del teo rem a 7.1.

t e o r e m a  72  Sea f [ x x, x 2) el valor de la densidad de probabilidad conjunta de 
las variables aleatorias continuas X x y A"2 en  (x,, x2). Si las funciones dadas p o r y x =  

. * 2 ) y > '2  =  m2(* i * -*2 ) son parcialm ente diferenciables con respecto tan to  a x, 
com o a x 2 representan  una transform ación unívoca para  todos los valores dentro  
del intervalo de X x y X 2 para los cuales f [ x x, x 2) ^  0, entonces, para  estos valo
res de x x y x 2, las ecuaciones y x =  u , ( x , , x2) y y 2 =  u 2( x x, x 2) se pueden  resolver 
de m anera  única para  x, y x 2 a fin de dar x , =  , y 2) y x 2 =  w 2( y x, y 2), y pa
ra los valores correspondientes de y , y y 2. la densidad de probabilidad conjunta de 
y ,  =  u x( X x, X 2)  y Y 2 = u 2( X x, X 2) está dada por

«Owz) = /twji(yi.,v2).W>'i.>’2)]'M
A quí, J, llam ado  el jacobiano de la transform ación , es e l de term inan te
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J  =

E n cualqu ier o tra  p a rte , g ( y i ,> 2) =

dxx dx¡

dy¡ dy2

dX2 dx2

dy, dy2

=  0.

N o dem ostrarem os este  teo rem a, pe ro  la inform ación sobre los jacob ianos y su 
aplicación se puede  en co n trar en  la m ayoría de los libros de  tex to  de  cálculo avanzado. 
Se usan principalm ente  en  relación con in tegrales m últiples, digam os, cuando  q u e re 
m os cam biar d e  coordenadas rec tangu lares a  coordenadas polares o  de coordenadas 
rectangulares a coordenadas esféricas.

EJEM PLO 7.12

C on respecto  a las variables a lea to rias  X x y  X 2 del e jem plo  7.11, encuen tre

(a )  la densidad  con jun ta  de Y x =  X x +  X 2 y Y 2 =  - - - y1-  ;
A , +  X 2

(b ) la densidad  m arginal de  Y 2.

Solución

(a )  D espejam os >•, =  x x +  x 2 y  y 2 — x  p a ra  x , y  x 2, y  ob tenem os x x =
1 * 2

y xy 2 y  X2 =  y , ( l  -  y 2) ,  y  se sigue que

J  = >-2 y x
i -  yi ~y\

=  ~ y x

P uesto  que la transform ación  es unívoca, al rep re sen ta r la reg ión  x x >  0 y 
x 2 >  0  en el p lano x xx2-en la región y , >  0  y  0  <  y 2 <  1 en  el p lano y xy 2, 
podem os usar el teo rem a 7.2 y se sigue que

g(y nYi) =  =  y\e~y'
p a ra  y x >  0  y 0  <  y 2 <  1 ; en  cualquier o tra  p a rte  g(>-|, y 2) =  0 .

(b )  A l u sar la densidad  con jun ta  ob ten ida  en  el inciso (a ) y sacar y , ,  po r in te 
gración, ob tenem os
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para  0  <  y 2 <  1; en  cualquier o tra  parte . h ( y 2) =  0. A dvierta  que este  re 
su ltado  concuerda con el ob ten ido  en la página 251. ▲

EJEM PLO 7.13

Si la densidad  con jun ta  de A', y X 2 está  dada  por

p a ra  0 < j r t <  1 , 0  <  1
f i x  i*x i )  = 0  en  c u a lq u ie r  o tra  pa rte

encuentre

(a) la densidad  conjunta de Y  =  A", +  X 2 y Z  =  X 2;
(b )  la densidad  m arginal de Y.

O bserve que en  e l ejercicio 7.7 se le pidió que traba ja ra  el m ism o problem a m ediante 
la técnica de la función de distribución.

Solución

(a )  Al despejar y  =  x x +  x 2 y z — x 2 para .i, y x 2. ob tenem os *1 =  y  — z  y 
x 2 = z . de  m anera  que

J  =
1 - 1

0  1
=  1

D eb id o  a qu e  es ta  transfo rm ación  es unívoca, al re p re se n ta r  la reg ión  
0  <  x t <  1 y 0  <  x 2 <  1 en el p lano x tx 2 en la región z  <  y  <  z  +  1 

y 0  <  z  <  1 en  el p lano y z  (véase la figura 7.7), podem os usar el teo rem a
7.2 y ob tenem os

g(.v, z )  =  1 * 11 1 =  1 

para  z  <  y  <  Z +  1 y ü  <  z <  1; en cualquier o tra  pa rte  g ( y ,  z )  =  0.

0  z =  0  1 2

Figura 7 .7  Espacio  m uestra l tra n sfo rm a d o  para el e je m p lo  7.1 3.
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(b ) A l saca r z  p o r  in teg ración  de  m an era  se p arad a  p a ra  y  á  0 , 0  <  y  <  1, 
1 <  y  <  2, y y  ^  2,  ob tenem os

Í 0

h ( y )  =
í  1 d z =  y  

Jo

í  1 dz  =  2  -
J y - l
0

para  y  á  0  

p a ra  0  <  y  <  1

para  1 <  y  <  2  

para  y  é  2

y p a ra  hacer continua la función de densidad, hacem os /i( 1) =  1. A sí hem os 
dem ostrado  que la sum a de las variables aleatorias dadas tiene la densidad 
de probabilidad triangular, cuya gráfica se m uestra en  la figura 7.8. ▲

h{y)

Figura 7 .8  Densidad d e  probabilidad triangular.

H asta  ah o ra  aquí sólo hem os considerado  funciones de dos variables a leatorias, 
pe ro  el m étodo  basado  en  el teo rem a  7.2 se puede genera lizar fácilm ente a  funciones 
de  tre s  o  m ás variab les a lea to rias . P o r e jem plo , si nos d an  la d ensidad  de p ro b ab ili
d a d  co n ju n ta  de tres variab les a lea to rias  A",, X 2 y X 3, y q u erem o s e n c o n tra r  la d e n 
sid ad  de p robab ilidad  con jun ta  de las variab les a lea to rias  Y, =  M i(A,, X 2, X 3), Y 2 =  
u 2( X , , X 2, Xy)  y  Yy =  u3(X ¡ ,X 2, X 3), el en foque genera l es el m ism o, pe ro  el jacobia- 
no es ahora  el d e te rm in an te  de 3 X  3

dx, dx, dx,

dy  i dy 2 dyi
dx2 dX2 dX2

dy  i dy2 dy 3
Ar, dx3 dX 3

dy  i dy2 dy  3
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U na vez de te rm inada  la densidad  de p robabilidad  conjunta de las tre s  nuevas variables 
a lea to rias , podem os encon trar la densidad  m arginal de  dos variab les a lea to rias  cual
qu iera , o  de una cualquiera , por integración.

A * 1 , x 2, x 3) — |

EJEM PLO 7.14

Si la densidad  de p robabilidad  con jun ta  de X ¡ ,  X 2 y  X 3 está  dada por

e~[x' +x^ x^  p a ra  v, >  0 , x 2 >  0 , x 3 >  0

0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

encuen tre

( a )  la densidad  conjunta de Y x =  X x +  X 2 +  X 3, Y 2 — X 2 y Y 3 =  X 3\

(b ) la densidad  m arginal de  E , .

Solución

(a )  Al reso lver el sistem a de ecuaciones y , =  x , +  x 2 +  x i t  y 2 =  x 2 y y 3 =  x^
para x t , x 2 y obtenem os x , =  y , -  y 2 ~  y 3, x2 =  y 2 y x 3 =  y 3. Se sigue
que

J  =
1 - 1  - 1

0  1 0

0  0  1

=  1

y, puesto  que la transform ación  es unívoca, que

« ( 7 1 . y 2 . y 3 ) =  e~r x ' U I

para y 2 >  0 . y 3 >  Oy y , >  y 2 +  y3; en cualquier o tra  parte, g (y ,,  y 2, y 3) =  0 .

(b )  E lim inam os y 2 y y 3, po r in tegración, y ob tenem os

r r , r yx~y,/•vi r*\ * *
M y . )  =  l  Ja e , x d y 2 d y 3

=  j v T - , - '

p ara  y , >  0; h ( y ( ) =  0 en  cualquier o tra  parte . O bserve que hem os m os
trado  que la sum a de tres variables a lea to rias  independien tes que tienen  la 
d istribución  gam m a con a  =  1 y  /3 =  1 es una variable a lea to ria  que tiene 
la d istribución  gam m a con a  =  3 y /3 =  1. ▲

C om o el lec to r encon trará  en  el ejercicio 7.47, hub iera  sido m ás fácil o b ten e r  el 
resu ltado  del inciso (b ) del ejem plo 7.14 usando  el m étodo basado  en el teo rem a 7.1 co
m o se m odificó en  la página 249.
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EJERCICIOS

7.14 Si X  tien e  una d istribución  h ipergeom étrica  con k  =  3, N  =  6  y n  =  2. e n 
cuen tre  la  distribución de p robab ilidad  de  Y,  el núm ero  de  éxitos m enos el nú 
m ero  de fracasos.

7.15 C on respec to  al ejercicio 7.14, encuen tre  la distribución de p robab ilidad  de  la 
variable a lea to ria  Z  = ( X  — l ) 2.

7.16 Si X  tiene  una distribución  binom ial con n =  3 y 9 =  | ,  encuen tre  las d istri
buciones de p robabilidad  de

distribución  de p robab ilidad  de la variable a lea to ria  Y  =  4  — 5X.

7.18 Si X  es el to ta l que tiram os con un p a r de dados, para  el cual la d istribución  de 
p robab ilidad  se da en  la  página 77, encuen tre  la distribución de p robabilidad  
del residuo  q ue  ob tenem os cuando los valores de X  se div iden en tre  3.

7.19 U se la técn ica  de la transform ación  de la variable p a ra  p ro b ar el teo rem a  6.7.

7.20 U se la técnica de la transform ación  p a ra  rehacer el e jem plo  7.1.

7.21 Si X  = ln Y  tiene  una distribución  norm al con la m edia /x ay la desviación es
tán d ar cr, encuen tre  la densidad  de p robab ilidad  de  Y , la cual se dice que tiene
la d istribución  log-norm al.

7.22 Si F( x )  e s  el valor de la función de  d istribución  de X  en  x,  en tonces la m ed ia
n a  de X,  deno tada  po r ¡1 es tal que F ( £ )  =  C on  respec to  al ejercicio 7.21, 
m uestre q ue  ¡L =  eM.

7.23 C on  respec to  al ejercicio 7.21, m uestre  qu e  la d istribución  log-norm al tiene un 
m áxim o rela tivo  en  eM-4r.

7.24 Si la densidad  de p robab ilidad  de  X  está  dada por

en cu en tre  la densidad  de p robab ilidad  de  Y  =  A'3. T am bién , d ibu je  las gráficas 
de las densidades de  p robab ilidad  de X  y Y  e indique las áreas respectivas b a 
jo  las curvas que rep resen tan  P{ \  <  X  <  1) y P ( |  <  Y  <  l ) .

7.25 Si la densidad  de p robab ilidad  de  X  e s tá  dada  p o r

k x 3

f ( x )  =  ( 1  +  2 x )‘
p a ra  x  >  0

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte0
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donde k  es una constan te  ap rop iada, encuen tre  la densidad  de p robab ilidad  de
2 X

la variable a lea to ria  Y  =  - ~  . Identifique la distribución de Y,  y determ i-
1 t  ZA

ne así el va lo r de  k.

7.26 Si X  tiene la densidad uniform e con a  =  0 y /3 =  1. m uestre que la variable alea
toria Y  =  — 2 • ln X  tiene una distribución gamm a. ¿Cuáles son sus parám etros?

7.27 Si X  tiene la densidad  uniform e con a  =  0  y /3 =  1, m uestre que Y  =  X ~ l a 
con a  >  0 tien e  la d istribución  de P areto  del ejercicio 6.21.

7.28 C onsidere la  variable a lea to ria  X  con la densidad  de p robab ilidad  de

e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

(a) U se el resu ltado  del e jem plo  7.2 p a ra  encon trar la densidad  de p robab ili
d ad  d e  Y  =  1*1.

(b ) E ncuen tre  la densidad  de p robab ilidad  de Z  =  X 2 ( =  Y 2).

7.29 Considere la variable aleatoria X  con densidad uniforme que tiene a  =  0  y /3 =  1.

(a) Use el resu ltado  del e jem plo  7.2 para  en co n tra r la densidad  d e  p robab ili
dad  d e  Y  =  | * | .

(b) E n cu en tre  la densidad  de p robab ilidad  de Z  =  X*  ( =  V4).

7.50 Si la d istribución  de  p robabilidad  con jun ta  de * ,  y X 2 está  dada por

/ ( * . , * : )

p a ra  x , =  1. 2, 3 y  x 2 =  1, 2. 3. encuentre

(a ) la d istribución  de  p robabilidad  de X yX 2.

(b ) la d istribución  de p robab ilidad  de * , / * > .

7 3 1  C on respec to  al ejercicio 7.30, encuen tre

(a ) la p robab ilidad  con jun ta  de  Y x =  * ,  +  X 2 y Y 2 =  * i  — * 2;

(b ) la d istribución  m arginal de Y x.

7 3 2  Si la d istribución  de  p robab ilidad  con jun ta  de *  y Y  está  dada por

/<->■) =

p ara  x  = 1, 2  y  y  = 1, 2,  3. encuen tre

(a ) la d istribución  con jun ta  de U =  X  +  Y  y  V  =  X  — Y ;

(b ) la d istribución  m arginal de  U.

7 3 3  Si * j , * 2 y * 3 tiene la d istribución  m uitinom ial (véase la definición 5.6) con
n =  2 , 0 i =  i . 0 2  =  $ y 0 j  =  t7 , encuen tre  la d istribución  de p robab ilidad  con 
jun ta  de y ,  =  * ,  +  * 2. Y 2 =  * ,  -  X 2 y Y 3 =  X }.
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7 3 4  C on  respec to  al ejercicio 3.12, encuen tre
(a) la d istribución  de p robab ilidad  de U = X  +  Y ;
(b) la d istribución  de p robab ilidad  de V  =  X Y ;
(c) la d istribución  de p robab ilidad  de W  =  X  — Y.

7 3 5  Si A', y X 2 son variables a lea to rias  independ ien tes q ue  tienen  la d istribución  b i
nom ial con  los respectivos p a rám etro s  n,  y  0  y  n 2 y  0, m u estre  q ue  Y  =  
A', +  X 2 tiene la d istribución  binom ial con los pa rám etro s  n , -I- n 2 y 6. (Suge
rencia : use el teo rem a 1 .1 2 .)

7 3 6  Si X { y X 2 son variab les a lea to rias  in d epend ien tes  q ue  tienen  la  d istribución  
geom étrica  con el p a rám etro  0, m uestre que Y  =  X¡ +  X 2 es una variable a lea
to ria  q ue  tiene la d istribución  binom ial negativa con los pa rám etro s  6 y k  =  2.

7 3 7  Si A', y Y  son variables a lea to rias independien tes qu e  tienen  la d istribución  n o r
mal e s tán d ar, m uestre que la variable a lea to ria  Z  =  X  + Y  tam bién  está  dis
tribu ida  n o rm alm en te . (Sugerencia: com plete  el cu ad rad o  en  el exp o n en te .) 
¿C uáles son  la m edia y la varianza de esta  d istribución  norm al?

738  Considere dos variables aleatorias X  y  Y  con la densidad de probabilidad conjunta

f 1 2 x y ( l  -  y )  p a r a O  < x < 1 . 0 < y < l  
\  0  e n  c u a lq u ie r  o tra  p a r te

E n cu en tre  la densidad  de p robab ilidad  de Z  =  X Y 2 m edian te  el teo rem a  7.1 
(con la m odificación de la página 249), a fin de de te rm inar la densidad  de p ro 
babilidad con jun ta  de Y  y Z  y después in teg rar p a ra  e lim inar y.

7 3 9  R ehaga e l ejercicio  7.38 m ed ian te  el uso  del teo rem a  7.2 para  d e te rm in a r la 
densidad  de p robab ilidad  con jun ta  d e  Z  =  X Y 2 y U =  Y  y después encuen 
tre  la densidad  m arginal de  Z.

7.40 C onsidere  dos variables a lea to rias independien tes A', y X 2 q ue  tienen  la m ism a 
distribución  d e  C auchy

^ x )  =  ¿ ( i  V v j  para <  * < 00

E ncuen tre  la densidad  de p robab ilidad  de Y¡ =  AT, +  X 2 m ed ian te  el teo rem a
7.1 (com o se m odificó en  la página 249) para  de te rm inar la densidad  de p ro b a 
bilidad con jun ta  de A-, y y ,  y después in teg rar p a ra  e lim inar x , . T am bién , iden 
tifique la distribución de K ,.

7.41 R ehaga el ejercicio  7.40 m ed ian te  el uso  del teo rem a  7.2 p a ra  d e te rm in a r la 
densidad  de p robab ilidad  con jun ta  de y ,  =  X x +  X 2 y  Y 2 =  X x — X 2 y des
pués encuen tre  la densidad  m arginal de  y , .

7.42 C onsidere dos variables a lea to rias  X y  Y  cuya densidad  de p robabilidad  con jun
ta está  d a d a  p o r

p a r a x  >  0 , y  >  0 , x  +  y  <  2
2
0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte
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E ncuen tre  la densidad de  p robabilidad  de U  =  Y  — X  al usar el teo rem a  7.1 
com o se m odificó en la página 249.

7.43 R ehaga el ejercicio 7.42 m edian te  el teo rem a 7.2 para  de te rm inar la densidad  
de p robab ilidad  conjunta de U = Y  — X  y  V  =  X  y  después encuen tre  la d en 
sidad m arginal de  U.

7.44 Sean X x y X 2 dos variables a lea to rias continuas que tienen la densidad  de p ro 
babilidad conjunta

E ncuen tre  la densidad de probabilidad conjunta de Y x =  X ]  y Y 2 =  X xX 2.

7.45 Sean X  y Y  dos variables a lea to rias  con tinuas que tienen la densidad  de  p ro b a
bilidad con jun ta

E ncuen tre  la densidad  de p robab ilidad  con jun ta  de Z  =  X  + Y  y W  =  X.

7.46 Sean X  y  Y  dos variables a lea to rias  independien tes que tienen  distribuciones 
gam m a idénticas

(a) E n cu en tre  la densidad  de p robab ilidad  conjunta de las variables a leatorias

(b ) E n cu en tre  e  identifique la densidad  m arginal de  U.

7.47 E n  la pág ina  249 indicam os que el m étodo  de la  transform ación  basado  en  el 
teo rem a  7.1 se puede  genera lizar para  que tam bién se ap lique a variables a lea
torias que son funciones de dos o  m ás variables a leato rias. H asta  aho ra  hem os 
usado este  m étodo  sólo para  funciones de dos variables a leato rias, pe ro  cuan 
do  hay tres, p o r  ejem plo, in troducim os la nueva variable a lea to ria  en  lugar de
una de  las variables a lea to rias  originales, y después elim inam os (p o r sum a o  in
tegración) las o tras  dos variables a lea to rias  con que em pezam os. U se este  m é
todo  p a ra  reh acer el e jem plo  7.14.

7.48 E n  el e jem plo  7.13 encon tram os la densidad  de p robab ilidad  de  la sum a de dos 
variables a lea to rias  independ ien tes que tienen  la densidad  uniform e con a  =  0  

y j8  =  1. D ada  una tercera  variable a leato ria  X y ,  la cual tiene la m ism a densi
d ad  un ifo rm e y es independ ien te  tan to  de A', com o de X 2, dem uestre  que si 
U  = Y  +  X 3 =  X i  + X 2 +  X y , entonces

(a) la densidad  de p robab ilidad  con jun ta  de U  y Y  está  dada por

p a ra  0 < x 1 < l , 0 < j r 2 < l  
en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

24xy  p a ra  0  <  x  <  1, 0  <  y <  1, x  +  y  <
0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte
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u

(b ) la densidad  de  p robab ilidad  d e  U  está  dada por

0

í " 2

p a ra  u S  0  

paraO  <  u <  1

p a ra  1 <  u <  2

~  j  (« ~  l ) 2 +  ^ ( u  -  2 )2 p a ra  2 <  u <  3

0 p a ra  u

A d v ie rta  q ue  si h (  1) =  h ( 2 )  =  esto  hará  con tinua  la densidad  de p robab ili
d ad  de U.

APLICACIONES

7.49 D e acuerdo  a la ley de M axw ell-B oltzm ann de la  física teó rica , la densidad  de 
p robab ilidad  de  V,  la velocidad de una m olécula de  gas, es

í  p a ra  v  >  0

\  0  en  cualqu ier o tra  parte

donde 0  d epende de su m asa y la tem pera tu ra  abso lu ta  y A es u na  constan te  
ap rop iada. D em uestre  que la energ ía  cinética E  =  [ m V 2 es una variable a lea
to ria  q ue  tiene  una distribución gam m a.

7.50 C on  respec to  al ejercicio 3.86, encuen tre  la densidad  de p robab ilidad  de  la dis
tancia  en tre  el p u n to  de im pacto  y el cen tro  de l blanco.



7.51 C on resp ec to  al ejercicio 3.87, encuen tre  la densidad  de p robab ilidad  de la va-
x  +  y

riab le  a lea to ria  Z  =  — - — , que es el p rom edio  de las dos p roporc iones de 

respuestas co rrec tas qu e  un estud ian te  o b ten d rá  en  las dos p ruebas de  ap titud .

7.52 C on  respec to  al ejercicio 3.88, use el teo rem a 7.2 para  en co n tra r la densidad  de 
p robab ilidad  con jun ta  de las dos variables a lea to rias  V  =  S P  y W  =  P . y e n 
tonces encu en tre  la densidad  m arginal de  V.

7.53 U se un p rog ram a de cóm pu to  p a ra  g en e ra r 10 núm eros “pseudo  a lea to rios"  
que  tengan  la  d istribución  norm al estándar.

7.54 D escriba cóm o quienes escrib ieron el softw are que usted  utilizó para  el resu l
tado  del ejercicio  7.53 pud ieron  h aber usado la transform ación  de  la in tegral de 
probabilidad .

7 .5  T É C N IC A  D E  F U N C IÓ N  G E N E R A T R IZ  D E  M O M E N T O S

Sección 7.5: Técnica de función generatriz de m om entos 261

Las funciones genera trices de  m om entos pueden  jugar un papel im portan te  en  la  d e 
term inación  de la densidad  o  distribución de p robab ilidad  de una función de variables 
a leatorias cuando la función es una com binación lineal de  n variables a lea to rias  inde
pendientes. A q u í ilustrarem os esta  técnica cuando  una com binación lineal tal es, de  h e 
cho , la  sum a d e  n variab les a lea to rias  indep en d ien tes , le de jam os al lec to r que lo 
generalice en  los ejercicios 7.59 y 7.60.

E l m étodo  está  basado  en el teo rem a  que la función genera triz  de m om entos de 
la sum a de n  variab les a lea to rias  independ ien tes es igual al p roducto  de sus funciones 
genera trices de m om entos, esto  es.

t e o r e m a  73  Si X ¡ , X 2 y X n son variables a lea to rias independien tes y  Y  =
X x +  X 2 +  •• +  X „, en tonces

a m o  = n  « « . ( o
i» i

donde Mx¡( t)  e s  e l valor de la función genera triz  de m om entos de X , en  t.

D em ostración . H acem os uso del hecho que las variables a lea to rias son in
depend ien tes y po r tan to

f { x \ , x  .......*„) =  f i { x i ) - f 2(x2) '  ... -fn{x„)

de acuerdo  a la  definición 3.14 podem os escribir
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M r(i)  =  E ( e Yl)

-  * X ,  *  • •+ * .> ]

=
1=1

lo cual dem uestra  el teo rem a  para  el caso continuo. P ara  dem ostra rlo  p a ra  e l ca
so d iscreto , sólo tenem os q ue  reem plazar todas las in tegrales po r sum as. Y

A dvierta  q ue  si querem os usar el teo rem a 7.3 p a ra  en co n trar la d istribución  de 
p robab ilidad  o  la densidad  de p ro b ab ilid ad  de la variab le  a lea to ria  Y  =  X x +  
X 2 +  ••• +  X n, debem os p o d er identificar cualqu ier densidad  o  d istribución  de p roba
bilidad que corresponda a M y (f) . E ntonces, debem os basarnos en el p rim ero  de los dos 
teorem as que dim os en  la página 224, el teo rem a de unicidad sobre la correspondencia 
en tre  las funciones genera trices de m om entos y las densidades o  distribuciones de p ro 
babilidad.

EJEM PLO 7.15

E ncuen tre  la d istribución  de p robab ilidad  de la sum a de n variables a lea to rias  indepen 
d ien tes X x, X 2, . . . ,  X„  que tienen  distribuciones de Poisson con los respectivos p a rá 
m etros A,, A2,  An.

Solución

Por el teo rem a  5.9 tenem os

Mx  ( ,)  =  e M '- »  

y po r tan to  p a ra  Y  =  A', +  X 2 +  " •  +  X„, ob tenem os

M y (t)  =  +*2 1)
<=i

que se p u ed e  identificar ráp idam en te  com o la función genera triz  de m om entos 
de la d istribución  de  Poisson con el p a rám etro  A =  A, +  A2 +  ••• +  A„. A sí, la 
d istribución  de la sum a de n  variables a leato rias independ ien tes qu e  tienen dis
tribuciones de  Poisson con los parám etros A, es una distribución  de Poisson con 
el p a rám etro  A =  A, +  A2 +  ••• +  A„. O bserve que en el e jem plo  7.10 dem ostra 
m os esto  p a ra  n  =  2. A

EJEM PLO 7.16

Si X t, X 2 X„  sin variables a lea to rias  independ ien tes que tienen  distribuciones ex
ponenciales con  el m ism o p arám etro  0 , encuen tre  la densidad  de p robab ilidad  de la va
riable a lea to ria  Y  =  X x +  X 2 +  ••• +  X„.
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Solución

Puesto  que la distribución exponencial es una distribución gam m a con o  =  1 y 
f i  =  0, tenem os

Mx (t) = (i - <¡<r'
p o r el teo rem a  6.4, y po r tan to

AM O  =  F I O  “  «0 “‘ =  (1 ~ *)""
i=1

de acuerdo  a la segunda de las reglas especiales para p roductos dadas en el apén
dice A . Identificam os la función genera triz  de m om entos de Y  com o una d istri
bución gam m a con a  =  n y /3 =  0, concluim os que la distribución de la sum a de 
n variables a lea to rias  independien tes que tienen distribuciones exponenciales con 
el m ism o p a rám etro  0 es una distribución  gam m a con los pa rám etro s  a  =  n  y 
fi =  0. A d v ie rta  que e s to  concuerda  con el resu ltado  del e jem plo  7.14, donde 
m ostram os que la sum a de tres variables a leato rias independientes que tienen dis
tribuciones exponenciales con el p a rám etro  0 =  1 tiene una distribución gam m a 
con a  =  3 y f i  =  1. ▲

El teo rem a 7.3 tam bién  p roporc iona  una m anera  fácil y e legan te  de derivar la 
función  gen era triz  d e  m om entos de la d istribución  binom ial. S upongam os qu e  X x, 
X 2, . . . , X n son variab les a lea to rias  ind ep en d ien tes  que tienen  la m ism a distribución  
Bernoulli f ( x : 0)  =  0 ' ( \  — 0 ) l _ * para  x  =  0, 1. Por la definición 4.6, tenem os así

M x M  ~  “  0 ) +  «’ l ' 0  =  1 +  0 (e ‘ ~  0

de m anera  que el teo rem a 7.3 produce

amo = n i 1 + -  o] = [i + »(<•'- oí"
i=i

Esta función genera triz  de m om entos se identifica ráp idam ente  com o la de la d istribu 
ción binom ial con los pa rám etro s  n  y 0. P or supuesto , Y  =  X x +  X 2 +  +  X„ es el
núm ero  to ta l de éx itos en n ensayos, puesto  que X x es el núm ero  de éxitos en  el p ri
m er in ten to , X 2 es e l núm ero  de éxitos en  el segundo in te n to , ..., y X„  es el núm ero  de 
éxitos en el nésim o in ten to . C om o verem os m ás adelan te , esta  es una m anera m uy fruc
tífera  de  ver la d istribución  binom ial.

EJERCICIOS

7.55 Use la técnica de la función generatriz de m om entos para rehacer el ejercicio 7.35.

7.56 E ncuen tre  la  función genera triz  de m om entos de la d istribución  binom ial nega
tiva al h acer uso del hecho  que si k  variables a leatorias independien tes tienen 
distribuciones geom étricas con el m ism o p arám etro  0, su sum a es una variable 
a lea to ria  q ue  tiene la distribución binom ial negativa con los parám etros 0  y k. 
(Sugerencia: use el resu ltado  del ejercicio 5.37.)
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7.57 Si n  variab les a lea to rias  in d epend ien tes  tienen  la  m ism a d istribución  gam m a 
con los parám etros o y ^ ,  encuen tre  la función genera triz  de m om entos de  su 
sum a y. si es posible, identifique su d istribución.

7.58 Si n  variab les a leato rias independ ien tes X ,  tienen  distribuciones norm ales con 
las m edias ¿t, y las desviaciones es tándar erM encuen tre  la función genera triz  de 
m om entos de su sum a e  identifique la d istribución  co rrespond ien te , su m edia y 
su varianza.

7.59 D em uestre la siguiente generalización del teorem a 7.3: Si A ',, X 2,- . .  y X n son va
riables aleatorias independientes y Y  = a xX x +  a2X 2 +  "  +  anX n, entonces

A M O  =  ñ M* , M
i = l

donde es el valor de la función generatriz  de m om entos de X ,  en  t.

7.60 U se el resu ltado  de l ejercicio  7.59 p a ra  m o stra r q u e , si n  variab les a lea to rias  
in d epend ien tes  X¡ tienen  distribuciones norm ales con  las m edias y las des
viaciones es tándar <r„ en tonces Y  = a xX x +  a 2X 2 +  ••• +  anX ntiene una d istri
bución  no rm al. ¿C uáles son la  m ed ia  y la desv iación  e s tá n d a r  de es ta  d is
tribución?

APLICACIONES

7.61 U n a  abogada  tiene un núm ero  privado  e n  el cual recibe en  p rom ed io  2.1 llam a
das cada  m edia hora  y un núm ero  que se encu en tra  en  el d irec to rio  telefónico  
en  el cual recibe en  p rom ed io  10.9 llam adas cada m edia hora. Si se puede  su 
p o n e r que los núm eros de llam adas que recibe en  estos teléfonos son variables 
a lea to rias independ ien tes q ue  tienen  distribuciones de Poisson, ¿cuáles son las 
p robab ilidades de que en  m edia ho ra  ella reciba en  total
(a) 14 llam adas: (b ) cuando  m ucho seis llam adas?

7.62 E n un periódico, un vendedo r de au to s  anuncia un C hrysler Le B arón  1993, un 
Ford  Escort 1991, y un Buick Skylark 1994. Si el núm ero  de en trev istas que ten 
d rá  sob re  estos au tos se puede  considerar com o variables a lea to rias  indepen 
d ien te s  que tien en  d istribuc iones de Poisson con  los p a rá m e tro s  A, =  3.6, 
Aj =  5.8 y A3 =  4.6, ¿cuáles son las p robab ilidades de que en  to ta l tenga
(a) m enos de  1 0  en trev istas sobre  estos autos;
(b ) cualqu ier núm ero  en tre  15 y 20 en trev istas sobre  estos autos;
(c) a l m enos 18 en trev istas sobre  estos au tos?

7.63 Con resp ec to  al ejercicio 7.62, ¿cuál es la p robab ilidad  de  que el vendedo r de 
au to s  tenga seis en trev istas sobre  el Ford  Escort 1991 y ocho  en trev istas  sobre 
los o tro s  dos autos?

7.64 Si el núm ero  de quejas que un negocio recibe po r d ía es una variable a leato ria  
que tiene  la distribución de Poisson con A =  3.3, ¿cuáles son las p robab ilida
des d e  que recibirá
(a) dos quejas en  un d ía dado;
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(b ) cinco quejas en to ta l en  dos días cualquiera;

(c) al m enos 1 2  quejas en  to ta l e n  tres días dados cualquiera?

7.65 El núm ero  de peces que una persona pesca p o r hora  en W oods C anyon Lake 
es una va riab le  a lea to ria  q ue  tiene  la d istribución  de Poisson con  A =  1.6. 
¿C uáles son las p robabilidades de q ue  una persona que pesca ah í a trapará

(a) c u a tro  peces en 2  horas;
(b ) al m enos dos peces en  3 horas;
(c) cu ando  m ucho tres peces en 4 horas?

7.66 Si el n ú m ero  de m inutos que ta rd a  un em pleado  en  una estación  de servicio p a 
ra ba lancear un neum ático  es una variable a lea to ria  q ue  tiene la distribución 
exponencial con el p a rám etro  0 =  5. ¿cuáles son las p robab ilidades de que el 
em pleado  ta rd a rá
(a) m enos de  8  m inutos en balancear dos neum áticos;
(b ) al m enos 1 2  m inutos p a ra  balancear tres neum áticos?

7.67 Si el núm ero  de m inutos que un doctor dedica a un paciente es una variable alea
toria que tiene  una distribución exponencial con el parám etro  0 =  9, ¿cuáles son 
las probabilidades de  que el doctor tardará  al m enos 2 0  m inutos para  tra ta r
(a) un pacien te : (b ) dos pacientes; (c) tre s  pacientes?
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CAPITULO

8
Distribuciones de muestreo

8.1 IN T R O D U C C IÓ N
8.2  LA D IS TR IB U C IÓ N  D E LA M ED IA
8.3  LA D IS TR IB U C IÓ N  D E LA M ED IA: P O B LA C IO N ES FINITAS
8.4  LA D IS TR IB U C IÓ N  JI C U A D R A D A
8.5  LA D IS TR IB U C IÓ N  f
8 .6  LA D IS TR IB U C IÓ N  F
8.7  ESTAD ÍSTICAS DE O R D E N

8.1 INTRODUCCIÓN

La estadística se ocupa principalm ente de las conclusiones y las predicciones provenien
tes de los resultados fortu itos que ocurren  en  experim entos o  investigaciones cuidadosa
m ente planeadas. E n  el caso finito, estos resultados fortuitos constituyen un subconjunto, 
o  muestra, de las m ediciones u observaciones de un conjunto  m ayor de valores llam ado 
población. E n el caso  continuo generalm ente son valores de variables aleatorias distribui
das en form a idéntica, a  cuya distribución nos referim os com o distribución de población 
o  población infinita m uestreada. La palabra “infinita” implica que, hablando en  form a ló
gica, no  hay lím ite al núm ero  de valores que podrían  observarse.

Todos estos térm inos se usan aquí en  form a poco convencional. Si una científica 
debe escoger y después pesar cinco de 40 conejillos de india com o parte  de un experim en
to, a persona sin conocim ientos en la m ateria  podría decir que los conejilos que ella se
lecciona constituyen una m uestra. A sí es com o el térm ino “m uestra” se usa en  el lenguaje 
cotidiano. E n estadística, es preferib le considerar los pesos de  los cinco conejillos de in
dias com o una m uestra  de  la población, que consiste en el peso  de  todos los 40 conejillos 
de indias. E n  esta  form a la población, así com o la m uestra , consiste en  núm eros. T am 
bién. supongam os que. para estim ar el p rom edio  de la vida útil de cierta  clase de transis
tor. un ingeniero selecciona 1 0  de estos transistores, los p rueba  du ran te  c ierto  periodo, y 
registra para cada uno la hora en  que se descom pone. Si estas horas de descom postura 
son valores de variables aleatorias que tienen una distribución exponencial con parám e
tro  6. decim os q ue  constituyen una m uestra de  esta población exponencial.

C om o bien  nos podem os im aginar, no  todas las m uestras se p restan  a generaliza
ciones válidas sob re  la población de donde vinieron. D e hecho, la m ayoría de los m é
todos de  in ferencia  q ue  se exam inan  en  es te  lib ro  se basan  en  la suposición de que 
estam os tra tan d o  con muestras aleatorias. E n la práctica, a m enudo  tra tam os con m ues-

266
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tras a lea to rias  de poblaciones finitas, pe ro  suficientem ente grandes para  tra tarse  com o 
si fueran  infinitas. A sí. la m ayoría de la teo ría  estadística y la m ayoría de  los m étodos 
q u e  exam inarem os se  aplican a m uestras de poblaciones infinitas, y em pezarem os aquí 
con una definición d e  m uestras a lea to rias  de poblaciones infinitas. Las m uestras a lea
torias de poblaciones finitas se tra ta rán  m ás ade lan te  en la sección 8.3.

d e f in ic ió n  8 .1  Si X 2, . . . , X„  so n  v ariab les  a lea to ria s  in d e p e n d ie n te s  y d is 
tr ib u id as  e n  fo rm a  id én tica , d ec im o s q u e  co n stitu y en  u n a  muestra aleatoria d e  la 
p o b lac ió n  in fin ita  d a d a  p o r  su  d is tr ib u c ió n  co m ú n .

Si , x„)  e s  el valor de la distribución conjunta de  un con jun to  tal de  v aria 
bles a lea to rias en  ( jt j ,  x 2 - O ,  podem os escribir

n
K x  l.*2.... * n )  = n/í-o

1 = 1

donde f ( x¡ )  es el va lo r de la distribución de la población en x¡. O bserve que la defin i
ción 8 . 1  y el análisis subsecuente  se aplican só lo  al m uestreo  con reem plazo  de p ob la
ciones finitas: el m u estreo  sin reem p lazo  de  pob lac iones fin itas se exam ina en  las 
páginas 272 y 273.

Las inferencias estadísticas suelen basarse en  las estadísticas, es to  es, en  variables 
a leatorias que son funciones de un con jun to  de variables a lea to rias X ¡ , X 2, . . . ,  X„,  que 
constituyen  una m uestra  a lea to ria . E jem plos de lo que significa ‘'e stad ísticas" son la 
media de la muestra y la varianza de la muestra.

DEFINICIÓN 8.2 Si X x , X 2, . . . , X n constituyen una m uestra a lea to ria  entonces
n

Z *

se llam a la media de la muestra y

É( .V,  -  X ) '
c 2  —  i — I_______________________

n -  1

s e  llam a la varianza de la  m uestra , t

Com o se dan  aqu í, estas defin iciones sólo se aplican a m uestras a leato rias, pe ro  la m e
dia de la m uestra  y la varianza de la m uestra se pueden  definir de la m ism a m anera  p a 
ra cualquier con jun to  de variables a lea to rias X ¡ , X 2, . . . ,  X„.

T am bién  es com ún aplicar los térm inos “m uestra  a lea to ria” , “estad ística", “m e
dia de la m uestra” y “varianza de  la m uestra" a los valores de las variables a leatorias

t  La razón de dividir entre n — 1 en vez de la elección aparentemente más lógica, n, se explicará 
en la sección 10.3.
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en  vez de  a  las variab les a lea to rias en  sí. In tu itivam ente, esto  tiene m ás sen tido  y se 
apega al uso coloquial. A sí, podríam os calcular

¿ x ,  í
r r  _  < - 1  „  _ 2  _  i - 1 ___________________

para  los da tos observados de la m uestra y referirse a estas estadísticas com o la m edia de 
la m uestra y  la varianza de la m uestra. A quí, las **, x  y  s2 son valores de las variables 
aleatorias correspondien tes X¡, X  y  S 2. C iertam ente, las fórm ulas para  x  y r  se usan aun 
cuando tra tam os con cualquier clase de datos, no  necesariam ente con datos de m uestreo, 
en  cuyo caso nos referim os a x  y  s2 sim plem ente com o la m edia y la varianza.

Se debe e n te n d e r  que aqu í hem os p resen tad o  X  y  S 2 m eram ente  com o ejem plos 
de estadísticas y q ue  hay m uchas o tras estadísticas que se p resen tarán  m ás ade lan te  en 
este  cap ítu lo  y en  capítu los subsecuentes.

8 .2  L A  D IS T R IB U C IÓ N  D E  L A  M E D IA

Puesto que las estadísticas son variables aleatorias, sus valores variarán de m uestra a m ues
tra, y es costum bre referirse a  sus distribuciones com o distribuciones de muestreo. La m a
yor p a rte  del re s to  de es te  cap ítu lo  se d ed ica rá  a las d istribuc iones de m u estreo  de 
estadísticas qu e  juegan  un papel im portan te  en  las aplicaciones.

P rim ero estudiem os un poco de teo ría  sobre  la distribución de muestreo de la me
dia. harem os sólo algunas suposiciones m uy genera les sobre  la natu ra leza  de las p ob la 
ciones m uestreadas.

t e o r e m a  8 . 1  Si X {, X 2 X n constituyen  una m uestra  a lea to ria  de una po
blación infin ita  con la m edia /x y la varianza o 2. en tonces

2

E { X )  =  fi y  v a r ( X )  =  ^

D e m o stra c ió n . H agam os Y  =  X  en el teo rem a 4.14 y p o r tan to  al hacer 

1
a, — —. ob tenem os 

n

e ( x ) =  ¿  ¡ r *  =  " ( ; ; • * )  = # *

puesto que E(X¡)  =  /x. Entonces, por el corolario del teorem a 4.14, concluimos que

v a r ( S , ) =  =  =  £  T

Se acostum bra  escrib ir E ( X ) com o /z*  y var(A f) com o a \  y referirse  a o *  co
m o el error estándar de la media. La fó rm ula  p a ra  el e rro r  e s tá n d a r  de la  m edia.
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ffjf =  -~^=, m u e s tra  q u e  la desv iac ión  e s tá n d a r  d e  la d is tr ib u c ió n  de  X  d ism inuye

cuando  n.  el tam añ o  de la m uestra, se aum enta. E sto  significa q ue  cuando  n  se vuelve 
m ayor y en  rea lidad  tenem os m ás inform ación (los valores de m ás variables a leatorias), 
podem os esperar valores de  X  m ás cercanos a ¿i, la can tidad  que se p roponen  estim ar. 
Si nos referim os al teo rem a  de C hebyshev com o se p lan teó  en el ejercicio 4.40, p o d e 
m os expresar esto  fo rm alm ente  de la siguiente m anera

TEOREMA 8 ¿  Para cualquier constan te  positiva c, la p robabilidad  de que X  asu
m irá un valor en tre  / i  — c y / x  +  c e s  cuando m enos

C uando  n  —► o o ,  esa p robabilidad  se aproxim a a  1.

Este resultado, llam ado ley de números grandes, es de interés teórico prim ordial
m ente. D e m ucho m ás valor práctico es el teorema del límite central, uno de los teorem as 
m ás im portantes de la estadística, que tiene que ver con la distribución límite de la media 
estandarizada de n  variables aleatorias cuando n  —* o o . A quí sólo dem ostrarem os este teo
rem a para el caso donde las n variables aleatorias son una m uestra aleatoria de una po
blación cuya función generatriz  de m om entos existe. E n los ejercicios 8.7 y 8.9 se dan 
condiciones más generales bajo las cuales este teorem a es válido, y al final de este capítu
lo se hace referencia a las condiciones más generales en que este teorem a es válido.

TEOR EM A  8 . 3  (T eorem a del lím ite cen tra l) Si X x. X 2 X„ constituyen  una
m uestra  a lea to ria  de una población infinita con la m edia /x, la varianza <x2 y la 
función genera triz  de m om entos Mx (t) ,  en tonces la distribución lím ite de

y  -
t r / V n

conform e n oc e s la distribución norm al estándar.

D e m o stra c ió n . Si p rim ero  usam os la tercera  parte  del teo rem a 4.10 y des
pués usam os la segunda, ob tenem os

M -Á t) =  M Í - . V )  =
t r / V n  '  '

Puesto  que n X  =  X ,  +  X 2 +  ••• +  X n. se sigue po r el teo rem a  7.3 que
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M z ( t ) M i ■va
y p o r tan to  que

l - A íz M  =  - :^ +

E xpandim os Mx ^ — c o mo  una serie exponencial en /, y ob tenem os

r3
In M z {t) =  ~ ~ ~ ~  +  « * l n

2 tr2/i 6 tr3n V ñ
+

donde /x',, /x2 y ¿xí son los m om entos a lrededo r del origen de la d istribución  de 
población, esto  es. aquellos de las variables a lea to rias originales X¡.

Si n  e s  lo suficientem ente grande, podem os usar la expansión de ln (1 +  x )  
com o una serie exponencial en  .r (com o en  la página 223), y ob tenem os

ln M , ( t )  = ------- -~r~— f  n f  í / i í  -j= +  u í  - — +  i t \  z—t— 7 = +  “ *
z w  tr ( [  <t  V ñ  ^ ‘ 2 a ' n  ™  6 a 3n V n

1_
2

4

i
Mi

Mi

a  V n  

l

+  M2
f2

+

2 cr2n

i2
(T V ñ  ^ 2 2tr‘n  6<r3n  V n

D espués, reun im os las po tencias de t, y ob tenem os

+  MÍ

+  Mí

6 <r3n Vñ

+ M3 Mi -M2 +  Mi
6 cr3V ñ  2cr V n  3 a 3 

y puesto  qu e  /x¡ =  / i  y  ix2 — MÍ =  esto  se sim plifica a

■< / , \  -  i ^M Í MÍMÍ , Mi3 ^  ?  -
1- A M 0  -  ^  +  ( y  -  —  +  +  • "

Finalm ente , al observar que el coeficiente r1 es una constan te  m ultip licada por 

- ^ =  y en general, p ara  r i  2 , e l coeficiente de  f  es una constan te  m ultiplicada 

po r — — ; , obtenem os
V n ' ~ 2'

y p o r tan to

lím ln M A t )  =  — Z2
n-^cx. 2

lím M
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puesto  que el lím ite de un logaritm o es igual al logaritm o del lím ite (a condición 
de que estos lím ites existan). Identificam os la función genera triz  de m om entos a 
la que hem os llegado com o la de la distribución norm al estándar, sólo necesita
m os los dos teorem as enunciados en la página 224 para  com pletar la dem o stra 
ción del teo rem a 8.3. ▼

A lgunas veces, el teo rem a del lím ite central se in te rp re ta  incorrec tam ente  com o 
si im plicara q ue  la distribución de X  se aproxim a a una distribución norm al cuando 
n  ->  o c . Esto es incorrecto  porque v a r(  X ) —► 0 cuando n —► oo; po r o tra  parte , el teo re 
m a del lím ite cen tra l justifica la aproxim ación de  la distribución de X  con una distribu-

7
ción norm al que tenga una m edia ¡i y la varianza —  cuando n es grande. E n  la práctica,

esta aproxim ación se usa cuando n  30 sin im portar la form a real de  la población mues- 
treada. Para  valores m enores de n  la aproxim ación es dudosa, pero  vea el teorem a 8.4.

EJEM P LO  8.1

U na m áquina de refrescos está  arreg lada para  que la cantidad  de beb ida  que sirve sea 
una variable a lea to ria  con una m edia de  200 m ililitros y una desviación es tándar de  15 
m ililitros. ¿C uál e s  la p robab ilidad  de que la can tidad  p rom ed io  (m edia) servida en una 
m uestra a lea to ria  de tam año  36 sea al m enos de 204 m ililitros?

Solución

D e a c u e rd o  al te o re m a  8 .1 , la d is tr ib u c ió n  de X  tien e  la m ed ia  /x* =  200 y 

la d esv iac ió n  e s tá n d a r  o v  =  — 7 =  =  2.5, y de a c u e rd o  al te o re m a  de l lím i-
V 3 6

te  cen tra l, es ta  d istribución  es ap rox im adam en te  norm al. P u esto  qu e  z =  

^ ^  ^  =  1.6, se  sigue de la tab la  III qu e  P ( X  ^  204) =  P (Z  S  1.6) =  

0.5000 -  0.4452 =  0.0548. ▲

Es in te resan te  advertir que cuando la población q ue  estam os m uestreando  es nor
m al, la d istribución  de X  es una distribución norm al sin im portar el tam año  de  n.

TEO R EM A  8 ,4  Si X  es la m edia de  una m uestra  a lea to ria  de tam año  n  de  una 
población norm al con la m edia ¡x y la varianza <r2, su distribución de m uestreo  es 
una distribución  norm al con la m edia /x y la varianza cr2/n .

Dem ostración. D e acuerdo  con los teorem as 4.10 y 7.3, podem os escrib ir

M x W  =  [ M. v ( í )  "

y puesto  q u e  la función generatriz  de m om entos de una distribución  norm al con 
la m edia fx y la varianza <r2 está  dada por
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de acuerdo  al teo rem a 6 .6 , ob tenem os

M g ( t )  =

Esta función generatriz  de m om entos se ve en seguida que es la de una distribución 
norm al con la m edia ^ i y l a  varianza <r2/ n ,  y para  com pletar la  dem ostración  del 
teorem a 8.4 sólo tenem os que referim os a los dos teorem as de la página 224. ▼

8.3 LA  DISTRIBUCION DE LA M EDIA: POBLACIONES FINITAS

Si un experim en to  consiste en  seleccionar uno  o  m ás valores de un con jun to  finito  de 
núm eros { c ,, c2, . . . ,  cN} , este  con jun to  se conoce com o población finita de tamaño N. 
E n  la definición qu e  sigue se supondrá  que estam os m uestreando  sin reem plazo  de una 
población fin ita  d e  tam año  N.

d e f in ic ió n  8 3  Si A', es el p rim er valor sacado de una población finita de ta 
m año  N , X 2 e s  el segundo valor sa c a d o ,. . . ,  X„ es el nésim o valor sacado, y la dis
tribución  d e  p robab ilidad  con jun ta  de estas n  variables a lea to rias  es tá  dada p o r

A * t,X 2  =  n { N  -  1 ) -  . . .  - { N  -  n  +  1)

para cada « tup io  o rdenado de valores de estas variables aleatorias, entonces se dice 
que X ¡ , X 2 y  X„ constituyen una m u estra  a lea to ria  de la población finita dada.

C om o en  la definición 8.1, la m uestra  a lea to ria  es un con jun to  de variables a leatorias, 
pero , aqu í u na  vez m ás, tam bién  es com ún aplicar e l té rm ino  “m uestra  a lea to ria” a los 
valores de las variables a leato rias, esto  es, a los núm eros rea les extraídos.

D e la d istribución  de p robab ilidad  con jun ta  de  la definición 8.3, se sigue que la 
p robab ilidad  de cada  subconjunto  de n  de estos N  e lem en tos de la población fin ita  (sin 
im portar el o rd en  en  el cual se saquen  los valores) es

n \ 1

N ( N  ~  1)*  . . .  * ( N  -  n  +  1)

C )

A  m enudo  esto  se  d a  com o una definición a lte rna tiva  o  com o un c riterio  para  la selec
ción de una m uestra  a lea to ria  de tam año  n  de  una población finita de tam año  N: cada

Ouna de las ( 1 muestras posib les debe tener la m ism a probabilidad.
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T am bién  se sigue de la definición 8.3 de la distribución de p robab ilidad  conjunta
q ue  la distribución m arginal de  X ,  está  dada por

f i x r) =  p a ra  x r =  c , , c 2  cN

para  r  =  1 , 2  n , y nos referim os a la m edia y la varianza de esta  d istribución  un i
form e d iscreta  com o la m edia y la varianza de la población finita. P o r consiguiente.

F inalm ente, d e  la definición 8.3 de la distribución de  p robab ilidad  con jun ta  se si
gue qu e  la d istribuc ión  m arg inal con jun ta  de dos variab les a lea to rias  cua lesqu iera  
A 'i. X 2, . . . ,  X„ está  d a d a  p o r

S (x " x ')  =  N ( N  _  j )  

para  cada p a r o rdenado  de elem entos de la población finita. Así, podem os dem ostrar que

t e o r e m a  & 5 Si X ,  y X , son las résima y el sésima variables aleatorias de una mues
tra aleatoria de tam año rt sacada de una población finita { c l , c 2 cs }, entonces

c o v ( * „  X ,)  =

Dem ostración. D e acuerdo  con la definición 4.9

m v ( X „ X t ) =  |  |  j j í r ,  -  M)(c, -  r í

>+>
\

N { N  -  1) ¡

N

2  (c, -  M)
/ - 1  
1*1

N  N

y puesto  que 2  ( c ¡ “  a )  =  2  ( c/ ~ **) “  (c, ~ /x) =  - ( c ,  -  f i ) ,  obtenem os
y=t

í+i
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l— o>N  -  1

A l hacer u so  de todos estos resu ltados, dem ostrem os ah o ra  el siguiente teorem a, 
el cual co rresponde  al teo rem a 8 . 1  p a ra  m uestras a lea to rias de poblaciones finitas.

t e o r e m a  8 .6  Si X  es la m edia de una m uestra  a lea to ria  de tam año  n  de una 
población fin ita  de tam año  N  con la m edia n  y la varianza o 2, en tonces

E { X )  =  f i  y v a r ( jF )  =

D e m o s tr a c ió n .  Sustitu im os ai =  j j ,  var(Afj) =  o-2, y c o v ( X , ,X j ) =  

o 2
en  la fórm ula del teo rem a 4.14, y ob tenem os

N  -  1

E i X ) =  2  =  Mi=i

var
~1<)

.2
=  £ _  +  ? n('n  ~  

n ' 2

E s in teresan te  observar que las fórm ulas que obtuvim os para  v a r(  X ) e n  los teo 

rem as 8 . 1  y 8 . 6  só lo  difieren  p o r e l factor de corrección por población finita ^  _ -y  . t  

C iertam en te  cu ando  N  es g rande com parado  con  n , la  d iferencia  en tre  las dos fó rm u

las para  v a r(  A’) suele  se r despreciab le y la fórm ula o #  =  se usa a m enudo  com o

t  Puesto que hay muchos problemas que nos interesan en la desviación estándar más que en la varianza. 

lino “factor de corrección por población finita” a menudo se refie 

supuesto, esto no im porta en tanto  el uso se entienda claramente.

el término “factor de corrección por población finita” a menudo se refiere a "  en vez de "  - - y . Por
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una aproxim ación  cuando estam os m uestreando  a partir de  una población finita g ran 
de. U na regla em pírica  general es usar esta aproxim ación cuando la m uestra no cons
tituye m ás del 5%  d e  la población.

EJERCICIOS

8 .1  U se el coro lario  del teo rem a 4.15 para  m ostrar que si X ¡ ,  X 2, . . . , X„  constitu 
yen una m uestra  a lea to ria  de una población infinita, entonces

cov(AV — X ,  X )  =  0

para  r =  1 , 2 , . . . ,  n.

8 .2  U se el teo re m a  4.14 y su co ro la rio  para  m o stra r q ue  si A jí, A j2, . . . , A j„t ,
X 2x, X u  X ^ ,  son variables a lea to rias independien tes, donde la prim eras n ]
constituyen  una m uestra a lea to ria  de una población infinita con la m edia ¿t, y 
la varianza o-f y las o tra  n 2 constituyen  una m uestra  a lea to ria  de  una población 
infinita con  la m edia /x2 y la varianza a \ , en tonces

(a )  E ( X ,  -  X ; ) =  mi -  m: ;

(b) var( J ,  - X 2) =  ^ + ^ .

8 3  C on respec to  al ejercicio 8.2, dem uestre  que si las dos m uestras v ienen  de po 
b laciones no rm ales, en to n ces  A , — X 2 es una variab le  a lea to ria  que tiene  la

distribución  norm al con la m edia /x, — f i 2 y  la varianza +  j p .  (Sugerencia: 
p roceda com o en  la dem ostración  del teo rem a  8.4.)

8 .4  Si X y , A 2  A„ son variables aleatorias independientes que tienen  distribucio
nes de B ernoulli idénticas con el parám etro  0. en tonces X  es la proporción  de 
éxitos en  n  in ten tos, lo que deno tam os con 0 .  V erifique que

(a )  £ ( Ó )  =  6 ;
0 ( 1 - 0 )

(b ) v a r ( e )  =  ------  .

8 3  Si las p rim eras n , variables a leatorias del ejercicio 8.2 tienen  distribuciones de 
B ernoulli con  el p a rám etro  0, y las o tra s  n 2 variables a leato rias tienen  d istribu
ciones de B ernoulli con el parám etro  02, dem uestre  que. en la notación del e je r
cicio 8.4,

(a )  £ ( 0 !  -  é 2) =  0, -  02;

* . 0 , ( 1  -  0 ,)  0 2( 1 -  0 2)
(b )  v a r ( 0 , -  0 2) =     +     .

8 . 6  D em uestre  el teo rem a 6 .8 , considere las variables a leato rias binom iales com o en 
la página 263, esto  es, com o sum as de variables a leatorias de Bernoulli indepen
d ien tes d istribuidas en form a idéntica y utilice el teo rem a del lím ite central.

8 .7  Lo siguien te  es una condición suficiente para  el teo rem a del lím ite central: si las 
variables a lea to rias  A ',, X 2, . . . ,  X„ son independ ien tes y uniform em ente  lim ita-
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das (esto es, existe una constante positiva k  tal que la probabilidad es cero de 
que una de las variables aleatorias cualesquiera X ¡  asumirá un valor mayor que 
k  o menor que —A), entonces si la varianza de

se vuelve infinita cuando n —► oo, la distribución de la media estandarizada de 
X t se aproxima a la distribución normal estándar. Muestre que esta condición 
suficiente es válida para una serie de variables aleatorias independientes A^que 
tienen las respectivas distribuciones de probabilidad

8JJ Considere la serie de variables aleatorias independientes X x, X 2, X y , . . .  que 
tienen las densidades uniformes

Use la condición suficiente del ejercicio 8.7 para mostrar que el teorema del lí
mite central es válido.

8.9 La siguiente es una condición suficiente, la condición Laplace-Liapounoff, para 
el teorema del límite central: si X x, X 2, X y , ... es una serie de variables aleato
rias independientes, cada una de las cuales tiene un tercer momento absoluto

donde Y„ =  X x +  X 2 +  ••• +  X„,  entonces la distribución de la media estan
darizada de las X,  se aproxima a la distribución normal estándar cuando 
n —► oo. Use esta condición para demostrar que el teorema del límite central es 
válido para la serie de variables aleatorias del ejercicio 8.7.

8.10 Use la condición del ejercicio 8.9 para mostrar que el teorema del límite cen
tral es válido para la serie de variables aleatorias del ejercicio 8.8.

8.11 Explique por qué, cuando muestreamos con reemplazo de una población fini
ta, se aplican los resultados del teorema 8.1 en vez de los del teorema 8.6.

8.12 Explique los resultados del ejercicio 5.45 a la luz del teorema 8.6.

8.13 Si una muestra aleatoria de tamaño n  se selecciona de la población finita que 
consiste de los enteros 1. 2 , . . . ,  N .  demuestre que:

n  =  X x +  X 2 +  -  +  X„

M  =  *

i i
para 0 <  x¡ <  2 —  ~

0 en cualquier otra parte

c, =  E { \X ,  -  / t , |3)

y si

lím [var(V;)] ¿ c ,  =  0



(a) la media de X  es —y — ;

~  { N  +  \ ) { N  -  n )
(b) la varianza de X  e s  —------------ ;

12 n
(c) la media y la varianza de y  =  n • X  son

E ( Y )  .  í í í L t l !  y v a r ( y )  _  - < *  +  ■ > ("  -  - )

(Sugerencia: consulte el apéndice A o los resultados del ejercicio 5.1.)

8.14  Encuentre la media y la varianza de la población finita que consiste de los 10 
números 15,13, 18,10, 6, 21, 7,11, 20 y 9.

8.15  Demuestre que la varianza de la población finita { c ,,c 2, . . . , c*} se puede es
cribir como

N

1 _  /= I 2

También, use esta fórmula para recalcular la varianza de la población finita del 
ejercicio 8.14.

8.16  Muestre que, análoga a la fórmula del ejercicio 8.15, la fórmula para la varian
za de la muestra se puede escribir como
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S2 =_  1=1

n  — 1 t i  —  1

También, use esta fórmula para calcular la varianza de los siguientes datos de 
muestreo sobre el número de llamadas de servicio que recibe el operador de un 
camión grúa en ocho días de trabajo consecutivos: 13 ,14,13,11,15,14,17 y 11.

8.17 Demuestre que la fórmula para la varianza de la muestra se puede escribir como
2

s2 = ■ ( s * ) - ( ! * ■ ) '
n {n  -  1)

T am bién , use esta  fórm ula p a ra  recalcu lar la varianza de los da to s  d e  la m ues
tra  del ejercicio  8.16.

APLICACIONES

8.18  ¿Cuántas muestras diferentes de tamaño n =  3 se pueden sacar de una pobla
ción finita de tamaño
(a) N  =  12; (b) N  =  20; (c) N  =  50?

8.19  ¿Cuál es la probabilidad de cada muestra posible si
(a) se va a  sacar una muestra aleatoria de tamaño n =  4 de una población fi

nita de tamaño N  =  12;
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(b ) se va a sacar una m uestra a lea to ria  de tam año  n =  5 de una población fi
nita  de  tam año  N  =  22?

8 .2 0  Si se saca una m uestra  a lea to ria  de  tam año  n  =  3 de una población fin ita  de 
tam año  N  =  50. ¿cuál es la probabilidad de que un elem ento  en  particular de  la 
población  se incluirá en  la m uestra?

8 .2 1  Para m uestras a lea to rias  de  un a  población infinita, ¿qué pasa con el e rro r  es
tán d ar de la m edia si el tam año  de la  m uestra se
(a )  au m en ta  de 30 a  120;
(b ) au m en ta  de 80 a 180;
(c) dism inuye de 450 a  50;
(d ) dism inuye de 250 a 40?

N  — n
8.22 E n cu en tre  el valor del fac to r de corrección po r población fin ita  ^   ̂ Para

(a )  n  =  5 y N  =  200;
(b ) n  =  50 y N  =  300;
(c) n  =  200 y N  =  800.

8 .2 3  Se tom a u na  m uestra  a leato ria  de  tam año  n =  100 de u na  población infinita 
con la m ed ia  p. — 75 y la varianza a 2 =  256.
(a )  Con base en  el teo rem a  de Chebyshev, ¿con qué p robab ilidad  podem os 

a firm ar que el valor que ob tenem os para  X  caerá  en tre  67 y 83?
(b ) C on base en  el teo rem a del lím ite central, ¿con qué p robab ilidad  podem os

afirm ar que el valor que ob tenem os para  X  caerá  en tre  67 y 83?

8 3 4  U na m uestra  a leato ria  de  tam año  n  =  81 se tom a de una población infinita con 
la m edia ¡i =  128 y la desviación es tán d a r a  =  6.3. ¿C on q ué  p robab ilidad  
podem os afirm ar que el valor q ue  ob tenem os p a ra  X  no  caerá  en tre  126.6 y
129.4 si usam os
(a) el teo rem a  de Chebyshev;
(b ) el teo rem a  del lím ite central?

8 .2 5  V uelva a reso lver el inciso (b ) del ejercicio 8.24. supon iendo  q ue  la población 
no  es infin ita sino finita y de tam año  N  =  400.

8 .2 6  Se to m ará  una m uestra a lea to ria  de tam año  n =  225 de una población expo
nencial con  0 =  4. C on base en el teo rem a  del lím ite cen tral, ¿cuál es la p ro 
babilidad  de  que la  m edia de la m uestra  excederá  4.5?

8 3 7  Se tom ará  una m uestra  a lea to ria  de tam año  n =  200 de una población unifor
m e con a  =  24 y 0  =  48. B asado en  el teo rem a  del lím ite cen tral, ¿cuál es la 
p robab ilidad  de que la m edia de la  m uestra  será m enor que 35?

8.28 Se tom a una m uestra  a lea to ria  de tam a ñ o  64 de una población  no rm al con 
p  =  51.4 y a  =  6 .8 . ¿C uál es la p robab ilidad  de que la m edia de la m uestra
(a) excederá  52.9;
(b ) caerá  en tre  50.5 y 52.3;
(c) será m enor q ue  50.6?
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8.29 Se tom a u na  m uestra  a lea to ria  de tam año  100 de u na  población  norm al con 
o  =  25. ¿C uál es la p robab ilidad  de que la m edia de la m uestra d iferirá  de la 
m edia de la población po r 3 o  m ás en cualquier dirección?

8 J O  Se tom an m uestras aleatorias independientes de tam año  400 de cada una de dos 
pob lac iones q ue  tienen  m edias iguales y desv iaciones e s tá n d a r  o t =  2 0  y 
<r2 =  30. Al usar el teo rem a de C hebyshev y el resu ltado  del ejercicio 8.2, ¿qué 
podem os afirm ar con una p robabilidad  de al m enos 0.99 sobre  el valor que ob 
tend rem os para  X t — AV? (P or “ independ ien te"  querem os decir que las m ues
tras  satisfacen las condiciones del ejercicio 8 .2 .)

831  Suponga q ue  las dos poblaciones del ejercicio 8.30 son norm ales y use el resu l
tad o  del ejercicio  8.3 para  encon trar k  tal que

P ( - k  <  X ¡ -  X 2 <  k )  =  0.99

8 3 2  Se tom an  m uestras a lea to rias  in d epend ien tes  tam año  n , =  30 y n 2 =  50 de 
dos poblaciones norm ales que tienen  las m edias ¿i, =  78 y n 2 =  75 y las va- 
rianzas a \  =  150 y <7 2 =  200. U se los resultados del ejercicio 8.3 para  encon
tra r  la p robab ilidad  de que la m edia de la p rim era  m uestra excederá la de la 
segunda m uestra  po r al m enos 4.8.

8 3 3  La p roporc ión  real de  fam ilias que en  cierta  ciudad son dueñas de sus casas, en 
vez de  ren tarlas, es 0.70. Si se en trev istan  a lea to riam ente  84 fam ilias en esta ciu
dad  y sus respuestas a la p regun ta  de si son dueñas de  sus casas se consideran 
com o valores de  variables a lea to rias  independien tes que tienen  distribuciones 
de Bernoulli idénticas con el p a rám etro  0 =  0.70, ¿con qué p robabilidad  p o d e 
m os a firm ar que el valor que ob tenem os para  la m uestra  de la proporción  0  

caerá  en tre  0.64 y 0.76, use el resu ltado  del ejercicio 8.4 y
(a) el teo rem a  de  Chebyshev;
(b ) el teo rem a  del lím ite central?

8.34 La proporc ión  real de hom bres que favorecen cierta  p ropuesta  de im puestos es
0.40 y la p roporc ión  correspond ien te  de  m ujeres es 0.25; a lea to riam en te  se en 
trevistan  /i] =  500 hom bres y n 2 =  400 m u je res  y sus respuestas individuales 
se consideran  com o los valores de  variables a leatorias independ ien tes que tie 
nen  d istribuc iones  de B ernoulli con los respectivos p a rám etro s  0, =  0.40 y 
02 =  0 .25. ¿Q ué podem os afirm ar, de acuerdo  al teo rem a de Chebyshev, con 
una p ro b ab ilid ad  de  al m enos 0.9375 sobre  el va lo r qu e  o b ten d rem o s p a ra  
0 , — 0 2. la diferencia en tre  las dos m uestras de p roporciones de respuestas 
favorables? Use el resu ltado  del ejercicio 8.5.

8 .4  L A  D IS T R IB U C IÓ N  JI C U A D R A D A

E n  el e jem plo  7.9 dem ostram os que si X  tiene la distribución norm al estándar, en to n 
ces X 2 tiene la d istribución  gam m a especial, a  la cual nos referim os com o distribución 
j i  cuadrada , y e s to  explica el papel im portan te  que la d istribución  ji cuad rada  tiene  en 
p rob lem as de m u estreo  d e  poblaciones norm ales. La distribución ji cuad rada  a m enu
do se den o ta  com o “distribución donde x  es la le tra  m inúscula griega ji. T am bién
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usam os x 2 Pa ra  los valores de las variab les a leatorias qu e  tienen  distribuciones ji cua
d rad a , pe ro  nos abstendrem os de d en o ta r las variables a lea to rias co rrespondien tes con 
X 2, donde X  es la  le tra  m ayúscula griega ji. E sto  ev ita  ten e r  q ue  re ite ra r e n  cada caso 
si X  es una variab le  a lea to ria  con valores x  o  una variable a lea to ria  con  valores x -  

R evisem os algunos de los resu ltados de la sección 6.3, una variab le  a lea to ria  X  
tiene  la d istribución  ji cuadrada  con v  g rados de libertad  si su densidad  de  p robab ili
d ad  está  dada  po r

ñ * )  =

1 a zi
  * *  x/2 p a r a *  >  0

2¥f2T(<v/ 2 ) x

0  e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

La m edia y la varianza de la distribución ji cuad rada  con v  grados de libertad  son v  y 
2v, y su función genera triz  de  m om entos es tá  dada  por

M x {¡) =  ( 1  -

L a  d istribuc ión  ji cu ad rad a  tiene  varias p ro p ied ad es m atem áticas im portan tes, 
que se dan  en  los teo rem as 8.7 a 8.10. P rim ero , enunciem os fo rm alm ente  el resu ltado  
del e jem plo  7.9, al cual nos referim os an te rio rm en te

t e o r e m a  8.7  Si X  tiene  la d istribución  norm al e s tán d ar, en tonces X 2 tiene  la 
distribución ji cuadrada  con v =  1 g rados de libertad .

M ás genera lm en te , dem ostrem os que

t e o r e m a  8 ^  Si X x, X 2, . . . ,  X n son variables a lea to rias  independ ien tes que tie 
nen  d istribuciones norm al estándar, en tonces

y  = i : * ?
í- 1

tiene la d istribución  ji cuadrada  con v  =  n  g rados de libertad .

D em ostrac ión . A l u sa r  la  función  g en e ra triz  de  m om en tos d a d a  a rriba  
con v  =  1 y  el teo rem a 8.7, encon tram os que

M M t )  =  ( 1  -  2 ,) ~ 2

y se sigue, p o r  e l teo rem a 7.3, que

M r ( 0 =  I I d -  2 0  2 =  ( 1  -  2 0
i - i

n
2

Esta función genera triz  de m om entos se identifica en  seguida com o la de la dis
tribución  ji cuad rada  con  v  =  n  g rados de libertad . ▼
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D os p rop iedades adicionales de  la distribución ji cuad rada  se dan  en  los dos teo 
rem as q u e  siguen; se  ped irá  al lec to r q ue  los dem uestre  en  los ejercicios 8.35 y 8.36.

t e o r e m a  8.9 Si A j, X 2, . . . ,  X„ son variables a lea to rias independ ien tes q ue  tie 
nen  d istribuciones ji cuadrada  con »*,, v2>. . . , vn grados de libertad , entonces

y  -  ¿ * ,
«-i

tiene la d istribución  ji cuad rada  con vx +  v2 +  *" +  v„ grados de libertad.

t e o r e m a  8.10 Si A', y X 2 son variables a lea to rias independien tes, AT, tiene la 
d istribución  ji cuad rada  con v, g rados de libertad , y X¡ +  X 2 tiene  la  d istribu
ción ji cuad rada  con v  >  g rados de libertad , en tonces X 2 tiene la distribución 
ji cuad rada  con v  — v x g rados de libertad .

La d istribución  ji cuadrada  tiene m uchas aplicaciones im portan tes, varias de las 
cuales se exam inan  en  los capítu los 10 al 13. Las m ás destacadas, son aquellas basadas 
d irec ta  o  ind irectam en te  en  el siguiente teorem a.

TEOREMA 8.11 Si X  y S 2 son la m ed ia  y la varianza de una m uestra  a lea to ria  
de  tam año  n  de un a  población norm al con  la m edia ¡x y la  desviación es tándar ir, 
en tonces

1. X  y  S 2 son independientes;

2. La variab le  a lea to ria  —-----T ^ ~  l *ene  d istribución  ji cu ad rad a  con

n — 1 g rados de libertad .

D em ostración . Puesto  que una dem ostración  de ta llada  d e ja  p a rte  1 reb a 
saría el alcance de este  libro , supondrem os la independencia  de X  y S 2 en  nues
tra  dem ostrac ión  de  la p a rte  2. A dem ás de las referencias a  las dem ostraciones 
de  la pa rte  1 al final de  este capítu lo , e l ejercicio 8.46 bosqueja los pasos princi
pales de una dem ostración  un poco  m ás sim ple basada en  la idea d e  una función 
genera triz  d e  m om entos condicional, y el ejercicio 8.45 ped irá  al lec to r que d e 
m uestre  la independencia  de X  y  S 2 para  el caso especial donde n =  2.

P ara d em o stra r la p arte  2, em pezam os con la identidad

¿  (*, -  n f  = ¿  (*, -  X ) 2 + n ( X  -  n f
/ - I  i»l

que se p ed irá  al lec to r verifique en  el ejercicio 8.37. A hora , si dividim os cada tér-
n

m ino en tre  o-2 y sustituim os (n  — 1 )S 2 en  vez de ^  ( X¡ — A ')2, se sigue que
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E n c u an to  a los tres térm inos de  esta  iden tidad , sabem os por el teo rem a  8 . 8  

que la que es tá  en  el lado  izqu ierdo  de la ecuación es una variable a lea to ria  que 
tiene la d istribución  ji cuad rada  con  n  g rados de libertad . T am bién , según los te o 
rem as 8.4 y  8.7, el segundo térm ino  en  el lado  derecho  de la ecuación  es un a  va
riab le  a le a to ria  q ue  tiene  la  d istribución  ji cu ad rad a  con 1 g rad o  d e  libertad . 
A hora , p u es to  que se supone q ue  X  y  S 2 son independien tes, se sigue que los dos 
térm inos en  el lado  derecho  de la ecuación  son independien tes, y concluim os por

el teo rem a 8 . 1 0  que —— es una variable a lea to ria  independ ien te  qu e  tiene 

una d istribución  ji cuad rada  con  n — 1 g rados de libertad . ▼

Puesto  que la d istribución  ji cuadrada  se p resen ta  e n  m uchas aplicaciones im por
tan tes, se han  tabu lado  ex tensivam ente  las in tegrales de su densidad . La tab la  V con
tiene los valores d e  x l .  * para  a  =  0.995, 0.99, 0.975, 0.95, 0.05, 0.025, 0.01 y 0.005, y v  =  
1 , 2 , . . . ,  30, donde x l .  y es tal que el á rea  a su derecha bajo  la curva ji cuadrada con v  g ra
dos de libertad  (véase la figura 8.1) es igual a a . E sto  es, x l . ,  es tal que si X  es una va
riable a lea to ria  q ue  tiene la d istribución  ji cuadrada  con v  g rados de libertad , en tonces

P(X a  xl . ) =  a
C uando  v  es m ayor que 30, no  se puede  usar la tab la  V  y las p robab ilidades refe ren tes  
a las d istribuciones ji cuadrada  usualm ente  se aprox im an  con las d istribuciones n o rm a
les, com o en  el ejercicio 8.40 u  8.43.

F ig u ra  8 .1  Distribución ji cuadrada.

E JEM P LO  8 .2

S upongam os que el espesor de  una pa rte  usada en  un sem iconductor es su dim ensión 
crítica y qu e  el p roceso  de fabricar estas  p a rtes  se considera que es tá  ba jo  con tro l si la 
variación rea l e n tre  el espesor de las partes  está  dada  p o r un a  desviación es tán d a r no 
m ayor que a  =  0 .60  m ilésim as de pulgada. P a ra  m an ten er un con tro l sobre  el p roce
so, periód icam en te  se tom an  m uestras a lea to rias  de tam año  n =  2 0  y se considera que
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está  “ fu era  d e  c o n tro l” si la p robab ilidad  de q ue  S 2 asum irá un  valor m ayor que , o 
igual, al valor observado  de la m uestra es 0.01 o  m enor (aun  cuando  <r =  0 .60). ¿Q ué 
puede  uno conclu ir sobre  el proceso si la desviación es tándar de una m uestra a leato ria  
periódica tal es s  =  0.84 m ilésim as de pulgada?

Solución
  J\j2

El proceso se declarará  “ fuera  de con tro l” s i  j con n  =  20  y a  =  0.60

excede a jfo.ot.t9 =  36.191. Puesto que

(n  -  1 )s2 _  19(0 .84)2 _
o 2 ~  (0 .60 )2 ” 3 7 -2 4

excede 36.191, se d ec la ra  el p ro ceso  fuera  de con tro l. P o r supuesto , se supone 
q ue  la m u e s tra  se p u ed e  c o n s id e ra r  un a  m u estra  a le a to ria  de una pob lac ión  
no rm al. ▲

8 .5  L A  D IS T R IB U C IÓ N  t

En el teo rem a 8.4 dem ostram os que para  m uestras a lea to rias  de una población norm al 
con la m edia y  y la  varianza <r2, la variable a leatoria  X  tiene una distribución norm al con

la m edia y. y la varianza — ; en  o tra s  palabras,

X  -  ii
t r / V ñ

tiene  la d istribución  norm al estándar. E ste  es un resu ltado  im portan te , pero  la m ayor 
d ificultad p a ra  ap licarlo  es que en  las aplicaciones m ás reales se desconoce la desv ia
ción es tándar de  la población, a .  E sto  hace necesario  reem plazar <r con un estim ado, 
u sualm cnte  con e l valor de la desviación es tán d a r de la m uestra  S. Así, la teo ría  que si-

X  -  a
gue nos lleva a la d istribución  exacta de para  m uestras a lea to rias de pob lacio 
nes norm ales. ' n

P ara derivar esta  distribución de m uestreo . estudiem os p rim ero  la  situación más 
general tra tad a  en  el teo rem a siguiente.

t e o r e m a  8.12 Si Y  y Z  son variables a lea to rias  independien tes, Y  tiene la dis
tribución  ji cu ad rad a  con v  g rados de libertad , y 7. tiene la distribución norm al 
estándar, en tonces la distribución de

está  dada por



Capítulo  8 : Distribuciones de  muestreo

r ( ! L ± J . )  _ e+ i

f ( t )  = ----------------------------+  7 )  p a ra  <  1 <  00
Viri' r

y se llam a la d is tr ib u c ió n  /  con  v  g rados de libertad .

D em ostración . Puesto  que Y  y Z  son independien tes, su densidad  de p ro 
babilidad  con jun ta  es tá  dada  p o r

n y - Z ) =  V i T  - T 7 T T /

‘ ( O

p ara  y  >  0  y  — 0 0  <  z  <  ° ° , y  f{ y , z )  =  0  e n  cualquier o tra  parte . Entonces, pa

ra  u sa r la  técn ica  de  cam bio  de variab le  de  la sección 7.3, reso lvem os t =  —y=¡=V y / v

p a ra  z , y ob tenem os z  =  t V y / v  y  po r tan to  —  =  V y jv .  A sí. p o r  el teo rem a  7.1,
O/

la densidad  con jun ta  de Y  y  T  está  dada  p o r

/ _______ 1________ ” j ( I+ r )
   / v \  , y  e p ara  y  >  O y - 0 0 0 0

* 0 . 0 -  v ^ r U > !

l o  en  cualqu ier o tra  pa rte

y (  ? \y, al e lim inar y  p o r in tegración  con la ayuda de la sustitución t*» =  —I I  -f- — 1 , 

finalm ente  ob tenem os

r m H-l
~ r

ñ ¡ )  =  '  + 7 )  P a ra  -00 <  ,  <  00 ▼

O rig inalm en te  W. S. G osset in trodu jo  la d istribución  t, y  publicaba sus escritos 
científicos bajo  e l seudónim o “S tu d en t”, puesto  que la com pañía para  la q ue  trabajaba, 
una cervecería, no  perm itía  que sus em pleados hicieran publicaciones. A sí, la d istribu 
ción t tam bién se  conoce com o la distribución Student-/, o  la distribución /  de Student.

E n  vista d e  su im portancia , la d istribución  t  se ha tabu lado  ex tensam en te . P o r 
ejem plo, la tab la  IV  contiene los valores de ta „ para  a = 0.10,0 .05,0 .025,0 .01 y 0.005, y 
v  =  1 ,2 ........29, donde ta „ es tal que el á rea  a  su derecha  bajo  la curva de  la d istribu 
ción t  con v  grados de libertad (véase la figura 8.2) es igual a  a . E sto  es, ta „ es tal que si 
T  es una variable aleatoria que tiene una distribución t con v  grados de libertad, entonces
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Figura 8 .2  D istribución t.

P (F  £  O  =  a

La tab la no  con tiene  valores de  ta „ para  a  >  0.50, puesto  que la densidad  es sim étri
ca con respec to  a  i =  0  y po r tan to  t =  ~ t a „. C uando  v es 30 o  m ás, las p ro b a
bilidades re fe ren tes  a la d istribución  t  suelen aproxim arse con  el u so  de  distribuciones 
norm ales (véase el ejercicio 8.50).

E n tre  tan tas  aplicaciones de  la distribución t, algunas de las cuales se tra ta rá n  en 
los capítu los 1 1  y 13, su principal aplicación (para  la cual se desarro lló  o rig inalm ente) 
se basa en el sigu ien te  teorem a.

t e o r e m a  8.13  Si X  y S 2 son la m edia y la  varianza de una m uestra  a leato ria  
de tam año  n  de  una población norm al con  la  m edia yx y la  varianza <r2, en tonces

tiene  la d istribución  t con n — 1 g rados de libertad.

D em ostración . P o r los teo rem as 8.11 y 8.4, las variables a leatorias 

y  =  (" — ' ) #  y z  =  Í - H Ü
(T2 (T /  VTj

tienen, respectivam ente, una distribución ji cuadrada con n  — 1 grados de libertad 
y la distribución norm al estándar. Puesto que tam bién son independientes p o r la 
parte 1 del teo rem a 8.11, la sustitución en la fórm ula para T  del teorem a 8.12 nos da

X  ~  ii 

j  — a l yf* x — X  — ii  
V s 2/<r2 S / V ñ

y esto  com pleta  la dem ostración . ▼
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E JEM P LO  8.3

En 16 co rridas d e  p ru eb a  de una ho ra , el consum o de gasolina de u na  m áqu ina  p rom e
d ió  16.4 galones con una desviación es tán d a r de 2.1 galones. P ruebe la afirm ación de 
que el consum o p rom ed io  de gasolina es de 1 2 . 0  galones p o r hora.

Solución

A l sustitu ir n  =  16, ¡i =  12.0, x  =  16.4, y s  = 2.1 en la fórm ula para  / en  el te o 
rem a 8.13, ob tenem os

x  -  ix 16.4 -  12.0
t  — —:—-7 =------  y = ------8.38

í / V n  2 .1 /V 1 6

Puesto  que la tabla IV m uestra que para v  =  15 1a probabilidad de ob ten er un va
lor de T  m ayor que 2.947 es 0.005, la probabilidad de ob ten er un  valor m ayor que 
8  debe ser despreciable. Así, parecería  razonable concluir que el verdadero  p rom e
dio de consum o de  gasolina po r hora  de la m áquina excede a 1 2 . 0  galones. ▲

8 .6  L A  D IS T R IB U C IÓ N  F

O tra  d istribución  con un papel im portan te  en  relación con  el m uestreo  de poblaciones 
norm ales de la d istribución  F, llam ada así en  h ono r a  Sir R onald  A . F isher, uno  de los 
estadísticos m ás p rom inen tes de este  siglo. O rig inalm ente , se estud ió  com o la d istribu
ción de m uestreo  de la razón de dos variables aleatorias independientes con distribucio
nes ji cuadrada , cada  una dividida po r sus grados de libertad  respectivos, y es así com o 
la p resen tarem os aquí.

TEO R EM A  8 .1 4  Si U  y V  son variables a lea to rias independ ien tes q ue  tienen  dis
tribuciones independ ien tes con y, y v2 g rados de libertad , entonces

V /v 2

es una variab le  a lea to ria  que tiene  la distribución F ,  esto  es, una variable a lea to 
ria cuya densidad  de p robab ilidad  está  dada  por

W  Ü J r f ü j  '* '2 '  '  y * ‘

p a ra  /  >  0  y g ( f )  =  0  en  cualqu ier o tra  parte .
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D em ostración . La densidad  conjunta de U y  V  está  dada por

i )

1 1  , M 1 *'2 , l!
f ( u , v )  =  7 - T - B 7  e 5 ---------- T T ~ \ ' V '  e  2

2 ‘,,/2r í  y  ) 2 ^ ' 2 r |

2<-.+^V2 r
( * M ? )

*>] , *-2 , M+«f 
2  2  2 u ‘ i r  e ¿

para  u  >  0  y  v  >  0. y  f ( u .  v )  =  0  en  cualquier o tra  parte . E ntonces, para  usar 
la técnica del cam bio  de variable de la sección 7.3, despejam os

f =  u/ v1
v / v 2

para  u, y ob tenem os u =  —  • v f  y  p o r tan to  =  —  • v . Así. p o r el teo rem a  7.1,
v2 ‘ a j i>2

la densidad  con jun ta  de F  y V  está  dada por

( 0 ”
g ( f , v )  = --------------------------------------------v  T ~~

2(»| +riV2 P f _1 J r í  —  J

para /  >  0  y « >  0, y g ( f,  v )  =  0  en cualquier o tra  parte. A hora, elim inam os v  

por integración al hacer la sustitución w  =  ^  ^  +  1 ^ , y finalm ente obtenem os

y (  v , +  v 2
” 1  /  *'1 /  v — |  (*”1 +*-2)/ ( l ’ \ V r i - ' f , . " i  A

pa ra  /  >  0 , y g ( f)  =  0  en  cualqu ier o tra  parte .

En  vista de su im portancia , la distribución F  se ha tabu lado  ex tensam ente. Por 
ejem plo , la tab la  V I con tiene  valores de 2 p ara  a  =  0.05 y 0.01, y para  diversos 
valores de y  v2, donde £  „ 2 es tal que el á rea  a su derecha  bajo  la curva de la d is
tribución  F  con  v t y v2 g rados de  libertad  (véase la  figura 8.3) es igual a a . E sto  es 
£  es tal que

P (F  a =  o

Las aplicaciones del teo rem a 8.14 se p resen tan  en  p rob lem as en  los que nos in te 
resa  com parar las varianzas trf y a \  de  dos poblaciones norm ales; p o r  ejem plo, en  pro-

ir? .  .
blem as en  los q ue  querem os estim ar la razón  —2 o  qu izá  p ro b a r  si a , =  a 2. B asam os

(Tj
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Figura 8 .3  Distribución F.

tales inferencias en  muestras aleatorias independientes d e  tam año  n , y n 2 de dos po 
blaciones y en  el teo rem a  8 .1 1 , de acuerdo  al cual

2 _  ( « 1  -  l )* l  2 _  ( " 2  -  1 ) * 2*1 -   ~ z   y *2 =  ------ — 2—<r, a 2

son los valores de variables aleatorias que tienen distribuciones ji cuadrada con n¡ — 1 y 
n 2 -  1 grados de  libertad. Por “variables aleatorias independientes” querem os decir que 
las /», +  n 2 variables aleatorias que constituyen las dos m uestras aleatorias son todas in
dependientes, de m anera  que las dos variables aleatorias ji cuadrada son independientes y 
la sustitución de sus valores por U  y V en  el teo rem a 8.14 produce el siguiente resultado.

t e o r e m a  8 .1 5  Si S | y S \  son las varianzas de las m uestras aleatorias independien
tes de tam año n , y  n 2 de poblaciones norm ales con las varianzas a \  y <r\, entonces

F  =
_  S\/< r\ _  ir lS j

S \/o \

es una variab le  a lea to ria  q u e  tiene  la d istribución  F  con n , — 1 y n 2 — 1 grados 
de  libertad.

ír¡
E n  el cap ítu lo  11 ap licarem os es te  teo rem a  al p rob lem a de  es tim ar la  razón  —j

°"2

cuando se desconocen las varianzas de  estas dos poblaciones; tam bién, en  el capítu lo  13 
dem ostrarem os cóm o  p ro b a r  si crf =  a \ .  E n  los proced im ien tos del análisis de  la  va
rianza del cap ítu lo  15 se  p resen tan  aún  o tra s  p ruebas basadas en  la distribución F. Pues
to  qu e  todas es ta s  aplicaciones se basan  e n  las razones de varianzas de  m uestras, la 
d istribución  F  tam b ién  se conoce com o la distribución de la razón de varianzas.
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EJERCICIOS

835 Demuestre el teorema 8.9.
8 3 6  D em uestre  e l teo rem a  8.10.
8 3 7  V erifique la identidad

í - l  1=1

q ue  usam os en  la dem ostración  del teo rem a 8 .1 1 .
838  U se el teo rem a  8.11 para  m ostrar que, para  m uestras a lea to rias d e  tam año  n de 

una pob lac ión  norm al con la varianza o-2, la d istribución  de m uestreo  S 2 tiene
20.4

la m edia a 2 y la v a ria n z a  (E n  el libro de H . C ram ér, incluido en tre  las
n  —  1

referencias a l final de  este  capítu lo , se puede en co n trar una fórm ula general pa
ra  la  varianza  de S 2 de  m uestras a lea to rias de cualquier población con  segundo 
y cu arto  m om entos finitos.)

839  D em uestre  q ue  si X x, X 2  X„ son variab les a lea to rias  independ ien tes que
tienen  la d istribución  ji cuad rada  con v =  1 y Y„ = X x +  X 2 +  ••• +  X n, en 
tonces la d istribución  lím ite de

J - 1
Z V2/n

conform e n  —► 0 0  es la d istribución  norm al estándar.

8.40 C on base e n  los resu ltados del ejercicio 8.39, m uestre  qu e  si X  es una variable 
a lea to ria  qu e  tiene  un a  distribución ji cuadrada  con  v  g rados d e  libertad  y  v  es

Af — |p
g ran d e , la  d istribuc ión  de  — -7 = -  se p u ed e  ap rox im ar con la d istribución  n o r 
m al estándar. ^  *-v

8.41 U se el m étodo  del ejercicio 8.40 para  en co n trar e l valor aprox im ado  de la  p ro 
babilidad  d e  qu e  una variable a lea to ria  que tiene  una distribución  ji cuadrada  
con v =  50 asum irá un valor m ayor q ue  68.0.

8.42 Si la am plitud  de X  es un  con jun to  de todos los núm eros reales positivos, m ues
tre  q ue  p a ra  k  >  0  la p ro b ab ilid a d  de q ue  \ / l X  — ' s / l v  a sum irá  un  va lo r

____ ^
m enor que k  es igual a la p robab ilidad  de que — 7 ==- asum irá un valor m enor

k 2 V 2 i/
que k  +  ----- 7= .

2 v 2 v
8.43 U se los resu ltados de  los ejercicios 8.40 y 8.42 para  m ostrar qu e  si X  tiene  una 

distribución  ji cuadrada  con v  g rados de libertad , en tonces para  v  g rande la dis
tribución  de \ ¡ 2 X  — \ /2 Ü  se puede aprox im ar con la d istribución  norm al es
tándar. T am bién , use este  m éto d o  de  aproxim ación  p a ra  volver a reso lver el 
ejercicio 8.41.

8.44 E ncuen tre  e l porcen taje  de e rro r  de las aproxim aciones del ejercicio 8.41 y 8.43, 
d ad o  q ue  e l valor rea l d e  la p robab ilidad  (red o n d ead o  a cinco decim ales) es 
0.045% .
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8.45 (D em ostración de la independencia de X  y  S 2 para n =  2 .) Si X x y X 2 son va
riab les a lea to rias  independ ien tes q ue  tienen  la d istribución  norm al estándar, 
m uestre  que

(a) la densidad  con jun ta  de  X x y X  está  dada  p o r

/ ( * „  f )
7r

p a ra  —oo <  <  oo y  —oo <  jf <  oo;

(b ) la densidad  con jun ta  de U  =  \X] — X \ y  X  está  d ada  por

* ( « , ! )  =
7T

p ara  u  >  0  y —oo <  Jr <  oo, puesto  que f ( x t , Je) es sim étrica a lrededor 
d e  x  p ara  x \  fija;

(c) S2 =  2(X,  -  X ) 2 =  2U\
(d ) la densidad  con jun ta  de  X  y S2 está  d ada  po r

1 1 , -}**
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p a ra  s2 >  0 y — oo <  * <  oo, de m anera q ue  X  y  S 2 son independientes.

8.46 (D em ostración de la independencia de X  y  S 2.) Si X ¡ , X 2, . . . ,  X„ constituye una 
m uestra  a lea to ria  de una población norm al con  la m edia p. y la varianza a 2,

(a ) en c u en tre  la  d ensidad  condicional d e  X ,  d a d o  X 2 =  x 2, X 2 =  x 3, . . . ,  
X„ =  x„, y  luego haga X x =  n X  — X 2 — ••• — X„ y  use la técnica de la 
transform ación para  encon trar la densidad condicional de X  dado  X 2 =  x 2, 
X }  — x 3, . . . ,  X„ — x„\

(b ) encu en tre  la densidadjx>njunta de X .  X 2, X y  X„ a l m ultip licar la d e n 
sidad condicional de X  ob ten ida  en  el inciso (a) po r la densidad  con jun ta  
d e  X 2, X 3, . . . , X„ , y m uestre  que

( |  \ n - l  _ ( n - l ) r

W Z )  '  *

p a ra  - o o  < i ( < o o , j =  2 ,3

(c) m uestre  que la función genera triz  de m om entos condicional de —-----

d ad o  X  =  x  es

<■“ »>*.. _ n - l  i
=  ( 1  -  2 1 ) ^  p ara  t  <  -e a2

Puesto  que este  resu ltado  no  tiene x , se sigue que X  y  S 2 son indepen 

d ien tes; tam bién  m uestra  qu e  —— l*ene  Ia distribución ji cuadrada(T
con n — 1 g rados de libertad .
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E sta  dem ostración , que se debe  a J. Shuster, se encuen tra  en tre  las referencias 
al final del capítulo.

8 .4 7  Use la técnica de la transform ación basada en  el teo rem a 7.2 para rehacer la d e 

m ostración del teo rem a 8 . 1 2 . (Sugerencia: sean t  =  y  u =  y .)

8 .4 8  M uestre q ue  para  v  >  2 la varianza de la distribución i con v  grados de liber-
v  r  1

tad  e s  (Sugerencia: haga la sustitución 1 +  — =  —.)
v  — 2  v  u

8 .4 9  M uestre q u e  para  la distribución t  con v  >  4 grados de libertad

3i/ 2
(a) yx4 =

(b ) a 4 =  3 +

( p  -  2 ) ( p  -  4 ) ’ 

6

p — 4

(Sugerencia: haga la sustitución 1 +  — =  —.)
v  u

8.50 U se la fórm ula de Stirling del ejercicio 1.6 p a ra  m ostrar que cuando p —► o o , la 
d istribución  i se aproxim a a la distribución norm al estándar.

8J51 ¿Con qué nom bre nos referim os a la distribución I con v  =  1 g rado  de libertad?

8.52 U se la técnica de la transform ación basada en  el teo rem a  7.2 para  rehacer la dc-
u/v  i

m ostrac ión  del teo rem a  8.14. (Sugerencia: sean  /  =  —;—  y w  =  v .)
v / p 2

l/j
8.53 M uestre que para v , >  2 la m edia de la distribución F  e s   , haga uso de la

v2 -  2
definición de F e n  el teorem a 8.14 y del hecho de que para una variable aleatoria V

que tiene la distribución ji cuadrada con v 2 grados de libertad, E l —  ) = — ~ r -
\  V  )  v2 — 2

8.54 V erifique qu e  si X  tiene una d istribución  F  con y v2 g rados de lib e rtad  y
- »  oo, la  d istribución  de Y  =  v, X  se aproxim a a la d istribución  ji cuadrada  

con p, g rados de libertad.

8.55 V erifique que si 7 tiene una distribución  i con  p  grados de  libertad , entonces 
X  =  T : tiene  la d istribución  F c o n  p, =  l y v, =  v grados de libertad

8.56 Si X  tien e  una d istribución  F  con p ,  y  p 2 grados de libertad , m u estre  que 

Y  =  \ -  tiene  la distribución F  con p 2 y i>, g rados de  libertad.

8.57 U se el resu ltad o  del ejercicio 8.56 para  m ostrar que
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8 .5 8  V erifique q ue  si Y  tiene la distribución b e ta  con a  — —  y /3 =  en tonces

X  =  - * Y  
m i  -  y )

tiene la d istribución  F  con v x y v2 g rados de libertad.

8.59 M uestre q ue  la distribución F  con 4 y 4 g rados de libertad  es tá  dada por

6 / ( 1  +  f)~ *  p a ra  /  >  0

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rteg i f )
■ { ?

y use esta densidad para  encon trar la probabilidad de que para las m uestras alea
torias independ ien tes de tam año  n =  5 de poblaciones norm ales con  la m ism a

varianza. S f /S 2 asum irá un valor m enor qu e  -  o  m ayor que 2 .

APLICACIONES

(E n los ejercicios 8.61 hasta 8 .6 6 . consulte  las tablas IV, V  y VI.)

8 .6 0  Integre la densidad  ji cuadrada  apropiada para  en co n trar la p robabilidad  de que 
la varianza de  una m uestra  a leato ria  de tam año  5 de  una población norm al con 
a 2 =  25 caerá  en tre  20 y 30.

8 .6 1  La afirm ación de que la varianza de una población norm al es cr2 =  25 d ebe  re 
chazarse si la varianza de una m uestra  a lea to ria  de tam año  16 excede 54.668 o  
es m enor a 12.102. ¿C uál es la p robab ilidad  de que esta  afirm ación se rechaza
rá aun  cu ando  o-2 =  25?

8 .6 2  La afirm ación de que la varianza de una población norm al es <r2 =  4 debe re 
chazarse si la varianza de una m uestra aleatoria de  tam año 9 excede 7.7535. ¿Cuál 
es la probabilidad de que esta afirm ación se rechazará aun  cuando o-2 =  4?

8 .6 3  U na m uestra  a lea to ria  de  tam año  n  =  25 de una población norm al que tiene 
la m edia x  =  47 y la desviación es tándar s  =  7. Si basam os nuestra  decisión 
en la estadística del teo rem a  8.13, ¿podem os decir q ue  la inform ación dada sus
ten ta  la con je tu ra  de qu e  la m edia de  la población es /x =  42?

8 .6 4  U na m uestra  a leato ria  de tam año  n =  12 de  una población norm al tiene la m e
dia x  =  27.8 y la varianza s2 =  3.24. Si basam os nuestra  decisión en  la es ta 
dística de l teo rem a 8.13, ¿podem os decir que la inform ación dada  susten ta  la 
afirm ación de que la m edia de la población es /i =  28.5?

8 .6 5  Si 5 , y S 2 son las desviaciones es tándar de variables a lea to rias  independientes 
de tam añ o s  « , =  61 y n 2 =  31 de pob lac iones n o rm ales  con  a 2 =  12 y 
i t \  =  18. encuen tre  P { S \ /S \  >  1.16).

8 . 6 6  Si 5? y 5? son las varianzas de  las variables a lea to rias independ ien tes de tam a
ños «j =  1 0 y n 2 =  15 de poblaciones norm ales con varianzas iguales, encuen 
tre  P { S \ /S \  <  4 .03).

8 .6 7  U se un p rogram a de com pu tado ra  para  verificar los cinco e lem en tos de la ta 
bla IV  q ue  corresponden  a  11 grados de libertad .
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8 . 6 8  U se un p rogram a de com putadora  para  verificar los ocho  e lem en tos de la tab la 
V que co rresponden  a  21 g rados de libertad.

8.69 U se un p rogram a de com putadora  para verificar los cinco valores de jf, 05 en  la 
tab la VI q ue  corresponden  a  7 y 6  a 10 grados de libertad.

8.70 Use un p rog ram a de  com putadora  para  verificar los seis valores de ^ 0I en la ta
bla VI que co rresponden  a 12 a 17 y 16 g rados de libertad.

8 .7  E S T A D ÍS T IC A S  D E  O R D E N

C onsidere una m uestra  a leato ria  de tam año  n de una población infinita que tiene  una 
densidad  continua, y  suponga que arreglam os los valores de X }, X 2, . . . ,  y X n de  acuer
d o  a su tam año. Si consideram os la m ás pequeña de las x  com o un valor de la variable 
a lea to ria  V,, el siguiente valor en tam año  com o un valor de la variable a lea to ria  Y2, el 
siguiente valor en  tam año  com o un valor de la variable a lea to ria  Y j,. . . ,  y el valor más 
grande com o un valor de la variable a leato ria  Y„, nos referim os a  estas Y  com o esta 
dísticas de orden. E n  particu lar. Y, es la estadística de  prim er o rden . Y2 es la estad ísti
ca de segundo o rd en . Y3 es la estadística de tercer o rden , y así sucesivam ente. (E stam os 
lim itando este  exam en a poblaciones infinitas con densidades continuas así que hay una 
p robab ilidad  de cero  que dos valores cualquiera de las x  serán  iguales.)

P ara  ser m ás explícitos, considere el caso  donde n — 2 y la relación en tre  los va
lores del las A" y las Y es

=  x \ y h  =  *2 cu a n d o  .t, <  x 2

y  i =  x 2  Y Y2 =  cu a n d o  x 2 <

D e m anera sim ilar, para n  =  3 la relación en tre  los valores de las variables aleatorias 
respectivas es

y \  =  * 1 . >'2 =  * 2* y Y3 =  c u a n d o  X, <  X 2 <  X y

y \  =  * 1 . }'2 — x 3> y  y 3 -  * 2 . cu an d o  JC, <  Xy <  x 2

y  1 =  * 3 . y 2 =  * 2 . y 73 =  * i .  cu a n d o  X y < x 2 < X y

D erivem os a h o ra  una fórm ula para la densidad  de p robabilidad  de la resim a es
tadística de o rden  p a ra  r  = 1 , 2  n.

t e o r e m a  8.16 Para  m uestras a lea to rias  de tam año  n  de  una población infinita 
que tiene el va lo r f [ x )  en  x, la densidad  de p robabilidad  de la résim a estadística 
de o rden  Yr  es tá  dada por

r - 1

para  — oo <  y f <  oo.
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D em ostración . Supongam os que el eje real está  dividido en tre s  in terva
los, uno  de — co a y r, un  segundo de y ,  a y r +  h  (donde h es una constan te  p o 
sitiva), y e l te rc e ro  de y ,  +  h  a oo. P uesto  qu e  la pob lac ión  q u e  estam os 
m uestreando  tiene e l valor / ( x )  en  x , la p robab ilidad  de que r  — 1 de  los valo
res de la m u estra  caigan en  el p rim er in tervalo , uno  caiga en  el segundo in terva
lo, y n — r  caigan en  el te rcer in tervalo  es

(

de acuerdo  a  la fórm ula para  la  distribución m ultinom ial. U sam os la ley de la m e
dia del cálculo, y tenem os

* y r + h

f ( x )  dx  =  / ( £ )  •h  c u a n d o  y ,  ^  y ,  +  hi:
y si hacem os /i —► 0 , ob tenem os finalm ente

gÁy') =  ( r - l ) " ( n - r ) ' . [ J ^ x ) d x } Á y , ) [ [ ^ ) d x

p a ra  — oo <  y r <  oo para  la densidad  de p robab ilidad  de la résim a estadística 
de o rden . ▼

E n  p a rticu la r, la d istribución  de m u estreo  de Yx, el va lo r m ás p e q u eñ o  e n  la 
m uestra  a lea to ria  de tam año  n , está  dada  por

fl- 1
p a ra  —oo <  y , < oo

m ien tras que la d istribución  de m uestreo  de Y„, e l valor m ás g rande  en  una m uestra 
a lea to ria  de tam año  n , está  dada  p o r

oo

T am bién , en  una m uestra a lea to ria  de tam año  n  =  2m  +  1 la m ediana  d e  la m uestra  
X  es Tm+I, cuya d istribución  de  m uestreo  está  dada  po r

', ( í ) =
p a ra  —oo <  x  < oo

[Para m uestras aleatorias de tam año n  =  2 m . la m ediana se define com o \ { Y m +  V'm+,).] 
E n algunos casos es posible e fec tu a r las in tegraciones requeridas para  o b ten e r  las 

densidades de las d iversas estadísticas de o rden ; p a ra  o tra s  poblaciones tal vez no h a 
ya o tra  opción q u e  aproxim ar estas  in tegrales usando  m étodos num éricos.

E JEM P LO  8 .4

M uestre que p a ra  un a  m uestra  a lea to ria  de tam año  n de una población  exponencial 
con  el p a rám etro  6 , las d istribuciones de m uestreo  de  Y¡ y Yn están  dadas por:
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£ i(y i)  =

n
— •e  ny' 0 p ara  Vi >  0

en  cualquier o tra  parte

gn(y») =
0

para  y n >  0  

en  cualquier o tra  parte

y que . p a ra  m uestras a leatorias de  tam año  n = 2m  +  1 de esta  clase de población, la 
d istribución  de m uestreo  de  la m ediana es tá  dada por

h { x )  =

( 2m  +  1 )!
m \m \6

0 en  cualqu ier o tra  parte

So lución

Las in tegraciones requeridas para  o b tener estos resu ltados son sim ples, y se d e 
ja rá n  al lec to r en el ejercicio 8.71. ▲

E l siguiente es un resu ltado  in teresan te  sobre  la d istribución  de m uestreo  de la 
m ediana, qu e  es válido cuando la densidad  de población es con tinua y d istin ta de  cero

en  la m ediana de la  población ¡1. que es tal que /  f { x )  dx =  \ .
J - oo

TEOREMA 8 .17  P ara  n  g rande, la d istribución  de m uestreo  de la m ediana  para  
m uestras a lea to rias  de  tam año  2 n  +  1 es ap rox im adam ente  norm al con la m edia

~  , 1 M y la varianza

E n la página 298 se hace referencia  a una dem ostración  de este teorem a. A dvierta  que 
p ara  m uestras a lea to rias  de tam año  2 /? +  1 de  una población norm al tenem os =  ¡L, 
así que

/ < í )  =  / i „ ) =  1
(T V 2 tt

y la varianza de la m ediana  es aprox im adam ente  Si com param os esto  con la va

rianza de la m edia, que para  m uestras a lea to rias  de  tam año  2 n +  1 de una población

infinita es — —-—- ,  encon tram os que para  m uestras grandes de poblaciones norm ales 
2 n +  1

la m edia es m ás confiable que la m ediana: esto  es, la  m edia está  sujeta a fluctuaciones 
fortu itas m enores q ue  la m ediana.
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EJERCICIOS

8.71 V erifiquejos resultados del ejem plo 8.4, esto es. las distribuciones de m uestreo de 
y ,, Yn y  X  m ostrados ahí para m uestras aleatorias de una población exponencial.

8.72 E ncuen tre  las distribuciones de m uestreo  de Y\ y  Y„ p ara  las m uestras a lea to 
rias de tam año  n  de  una población uniform e con tinua con a  =  0  y j8  =  1 .

8.73 E n cu en tre  la distribución de m uestreo  de  la m ediana para  m uestras a lea to rias  
de tam año  2m  +  1 de  la población del ejercicio 8.72.

8.74 E n cu en tre  la m ed ia  y la varianza de la d istribución  de  m uestreo  de  Vj p a ra  
m uestras a lea to rias de tam año  n de  la población del ejercicio 8.72.

8.75 E ncuen tre  las distribuciones de  m uestreo  de V, y Y„ p ara  m uestras aleatorias de 
tam año n de una población que tiene la distribución beta  con a  =  3 y fi =  2.

8.76 E ncuen tre  la distribución de m uestreo  de la m ediana para  m uestras a leatorias 
de tam año  2m  +  1 de la población del ejercicio 8.75.

8.77 E ncuen tre  la distribución de m uestreo  de Vi para  m uestras a lea to rias de  tam a
ño n =  2  tom adas
(a) sin reem plazo  de la población fin ita  qu e  consiste en  los prim eros cinco en 

teros positivos;
(b) con reem plazo de la m ism a población.
(Sugerencia : enum ere  todas las posibilidades.)

8.78 R ep ita  el m étodo  usado en  la dem ostración  del teo rem a  8.16 para  dem ostrar 
que la densidad  con jun ta  de  Y¡ y Yn está  dada  por

£ (v i,> ’„) =  n {n  -  1 ) / ( y , ) / (> ,) [  j f  f { x )  dx  p ara  - o o  - ♦  y , _> y„ ->  oo 

y ü {y \  • >'/») =  0  en cualquier o tra  parte .
(a) U se este  resu ltado  p a ra  encon trar la densidad  con jun ta  de V, y Y„ para 

m uestras a lea to rias de tam año  n de una población exponencial.
(b ) U se  este  resu ltado  para  en co n trar la densidad  con jun ta  de Yx y Yn para  la 

población del ejercicio 8.72.

8.79 C on respec to  al inciso (b ) del ejercicio 8.78. encuen tre  la covarianza de  Yx y  Yn.

8.80 Use la fórm ula de la densidad conjunta de Yx y Yn que se m uestra en el ejercicio 
8.78 y la técnica de transform ación de la sección 7.4 para encon trar una expresión 
para  la densidad  conjunta de Yx y  la am plitud de la m uestra R  =  Y„ — Yx.

8.81 U se el resu ltado  de l ejercicio 8.80 y el del inciso (a) del ejercicio 8.78 para  en 
co n tra r la distribución de m uestreo  de R  p ara  m uestras a leato rias de tam año  n 
de  una población exponencial.

8.82 Use el resu ltado  del ejercicio 8.80 p a ra  encon trar la distribución de  m uestreo  de 
R  para m uestras a lea to rias  de tam año  n  de  poblaciones exponenciales de  la po 
blación uniform e con tinua del ejercicio 8.72.

8.83 U se el resu ltado  del ejercicio 8.82 para  encon trar la m edia y la varianza de la 
distribución de  m uestreo  de R  p a ra  m uestras a leatorias de tam año  n  de  la p o 
blación uniform e con tinua del ejercicio 8.72.
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8.84 H ay  m uchos problem as, particu larm ente  en  aplicaciones industriales, donde nos 
in teresa  la proporción  de una población que se encuen tra  en tre  ciertos lím ites. 
T ales lím ites se llam an lím ites de  to lerancia. Los pasos siguientes nos llevan a 
la d istribución  de m ucstreo  de la estadística P, q ue  es la proporción  de  una p o 
blación (que  tiene una densidad  con tinua) que se encuen tra  en tre  los valores 
m ás p e q u eñ o  y m ás g rande de una m uestra a leato ria  de tam año  n.
(a )  U se la  fórm ula para  la densidad  con jun ta  de Y] y  Yn que se m uestra en  el 

ejercicio  8.78 y la técnica de la transform ación de la sección 7.4 para  d e 
m o stra r que la densidad  conjunta de Y^ y P, cuyos valores están  dados por

P  =  [  '  f ( x )  dx

es

/» (y ,.p ) =  n {n  -  1 )f \y l )pn~ 2

(b )  U se el resu ltado  del inciso (a) y  la técnica de  la transform ación  de  la sec
ción 7.4 para  dem o stra r que la densidad  con jun ta  de P  y W. cuyos valores 
están  dados por

- rJ -  00
w  =  /  f ( x ) d x

es

g{P )
=  | : "

=  n (n  -  1 )p n

para  w  >  0 , p  >  0 , iv +  p  —* 1 y tp (w ,p )  =  0  en cualqu ier o tra  parte ,
(c) U se el resu ltado  del inciso (b ) para dem ostra r que la densidad  m arginal de 

P  e s tá  dada  por

— l ) p n -2 ( l  -  p )  p a ra  0  <  p  <  1

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

Ésta e s  la densidad  deseada  de  la proporción  de población que se encuen 
tra  en  el valor m ás pequeño  y en el más grande de  una m uestra a leato ria  
de tam año  n , y resulta in teresante observar que no depende de  la form a de 
la d istribución  de la población.

8.85 Use el resu ltado  del ejercicio 8.84 para  dem ostra r que. para la variable a lea to 
ria P  defin ida ahí.

£ ( /> , =  y v a r(P )  =  - -

¿Q ué podem os concluir de  esto  sobre  la d istribución  de P  cuando  n  es grande?

APLICACIONES

8 . 8 6  E ncuen tre  la p robab ilidad  de que en  una m uestra a lea to ria  de tam año  n =  4 
de la población uniform e continua del ejercicio 8.72, e l valor m ás pequeño  se 
rá al m enos 0 .2 0 .
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8.87 E n cu en tre  ia p robab ilidad  de que en  una m uestra  a lea to ria  de tam año  n =  3 
de  la población  beta  del ejercicio 8.75. el valor m ás g rande será  al m enos 0.90.

8 . 8 8  U se el resu ltad o  del ejercicio 8.82 para  en co n trar la p robab ilidad  de q ue  la am 
plitud de una m uestra  a lea to ria  de  tam año  n  =  5 de la población uniform e d a 
da  será al m enos 0.75.

8.89 U se el resu ltado  del inciso (c) del ejercicio 8.84 para  en co n tra r la p robab ilidad  
de que e n  una m uestra a leato ria  de tam año  n  =  1 0  al m enos 80 p o r c ien to  de 
la población  estará  en tre  los valores m ás grandes y m ás pequeños.

8.90 Use el resu ltado  del inciso (c) del ejercicio 8.84 para  estab lecer una ecuación en 
n  cuya solución d a rá  el tam año  de la m uestra  que es requerida  para  poder afir
m ar con p robab ilidad  1 — a  que la proporción  de la población conten ida en tre  
los valores m ás pequeños y m ás grandes de la m uestra  es al m enos p. D em ues
tre  que p a ra  p  =  0 .90 y a  =  0.05 esta  ecuación se puede escribir com o

(0 .9 0 )" " ' =  1
2  n +  18

E sta clase de ecuación es difícil de  resolver, pe ro  se puede  m ostrar que una so
lución aprox im ada para  n  está  dada por

1  +  I . i ± J >  2
2 4 1 -  p  Xa'*

donde x \ . t  se debe buscar en la tab la  V. U se este  m éto d o  para  en co n trar una 
solución aprox im ada a la ecuación p a ra  p  =  0.90 y a  =  0.05.
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E n muchos textos avanzados sobre estadística matemática se dan demostraciones de la in
dependencia de A” y 52. Por ejemplo, una demostración basada en la funciones generatrices 
de m omentos se puede encontrar en el libro mencionado de W. S. Wilks, y una dem ostra
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K e e p in g , E. S., Introduction lo Statistical Irtferencc. Princeton, N.J.: D. Van Nostrand Co., 

Inc., 1962.

La demostración bosquejada en el ejercicio 8.46 se encuentra en
SHUSTEK, J., “A Simple M ethod of Teaching the Independence of X  and SJ," The American 

Statístidan , Vol. 27. No. 1, 1973.
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9.1 INTRODUCCIÓN

En el cap ítu lo  4 in trodujim os el concep to  de una esperanza m atem ática para  estud iar 
los valores esperados de variables a lea to rias , en  particu la r los m om entos de  sus d is
tribuciones. E n  situaciones ap licadas, las esperanzas m atem áticas se usan a m enudo  
com o una guía p a ra  escoger en tre  a lternativas, esto  es. en la tom a de decisiones, ya que 
generalm ente se considera racional seleccionar alternativas con las esperanzas m atem áti
cas “m ás p ro m eted o ras" , aquellas que m axim izan las u tilidades esperadas, m inim izan 
las pérd idas esperadas, m axim izan las ventas esperadas, m inim izan los costos esperados 
y así sucesivam ente.

A unque  este  enfoque hacia la tom a de decisiones tiene una apariencia  de gran 
intuición, no carece de com plicaciones ya que hay varios p rob lem as donde resu lta  difí
cil, si no  es que im posible, asignar valores num éricos a las consecuencias de nuestras 
acciones y a  las p robab ilidades de todas las eventualidades.

E JEM P LO  9.1

U n fabricante de  artículos de cuero  debe decidir si expande la capacidad  de su p lan ta 
ah o ra  o  espera  al m enos o tro  año. Sus asesores le dicen q ue  si se expande ah o ra  y las 
condiciones económ icas siguen siendo buenas, hab rá  una utilidad  de $164.000 du ran te  
el siguiente año  fiscal; si se expande ahora  y hay una recesión, habrá  una pérd ida  de 
$40,000; si se espera  al m enos o tro  año  y las condiciones económ icas siguen siendo  bue-

t  Aunque el m aterial aquí presentado es fundamental para un entendim iento de las bases de la 
estadística, a m enudo se omite en un primer curso de estadística matemática. Se puede omitir sin pér
dida alguna en la continuidad.

3041
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ñas, habrá  una utilidad  de $80.000; si se espera  al m enos o tro  año  y hay una recesión, 
hab rá  una pequeña  utilidad de $8,000. ¿Q u é  es lo que el fabricante debe decid ir hacer 
si desea  m inim izar su pérd ida esperada  du ran te  el siguiente año  fiscal y si siente que la 
ventaja  es 2  a 1 d e  que habrá  una recesión?

Solución

E squem áticam en te , todos estos “ resu ltados" se pueden  rep re sen ta r en  la tab la 
siguiente, donde los e lem en tos son las pérd idas que co rresponden  a las diversas 
posibilidades y, po r tan to , las ganancias se rep resen tan  con núm eros negativos:

Las condiciones económicas siguen siendo buenas 

Hay una recesión

A quí estam os traba jando  con pérd idas en  vez de utilidades para  hacer que este 
ejem plo se a juste  al esquem a general que p resen tarem os en  las secciones 9.2 y 9.3.

P u esto  que las p robab ilidades  de q ue  las cond iciones económ icas sigan 
siendo  buenas y de que habrá  una rcccsión son, respectivam ente. 5 y | , la pérd i
da esperada  del fabricante para  el siguiente año  fiscal es

1 2  
- 1 6 4 ,0 0 0 -  -  +  4 0 ,0 0 0 - -  =  -2 8 ,0 0 0

si expande la  capacidad de su p lan ta  ahora , y

—80.000 • ^  -f  ( - 8 . 0 0 0 ) - -  =  -3 2 ,0 0 0

si se espera  o tro  año. Puesto  que una utilidad esperada  (pérd ida  esperada  nega
tiva) de $32,000 es preferible a una utilidad esperada (pérdida esperada negativa) 
de $28,000, se  sigue que el fabricante debe retrasar la expansión de la capacidad de 
su p lanta. ▲

El resu ltado  al que llegam os en  este  ejem plo supone que los valores dados en la 
tabla y tam bién la  ventaja  de una recesión se evalúan en form a correcta. C om o se p e 
d irá  al lector q ue  m uestre en los ejercicios 9.2 y  9.3. los cam bios en estas cantidades 
pueden  llevar fácilm ente a resu ltados diferentes.

E JEM P LO  9 .2

C on respecto  al ejem plo 9.1, supongam os que el fabricante no tiene idea acerca de  la 
ventaja de  que hab rá  una recesión. ¿Q ué debe hacer si él es un pesim ista em pedernido?

Solución

Al ser el fabricante  de la clase de persona que siem pre espera  que suceda lo peor, 
podría  a rgum en ta r que si expande la capacidad de su p lan ta  ahora  podría perder

Expandirse Retrasar la 
ahora expansión

-164,000 -80.000

40.000 - 8 , 0 0 0
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$40,000, si re trasa  la expansión habría  una utilidad  de al m enos $8,000 y. p o r tan 
to, q ue  m inim izará la pérd ida  m áxim a (o m axim izará la u tilidad  m ínim a) si se es
p e ra  al m enos o tro  año. ▲

El criterio  q u e  se usó en  este  e jem plo  se llam a el criterio minimax, y es sólo uno 
de tan tos criterios d iferen tes que se pueden  usar en  esta  clase de situaciones. E n el e jer
cicio 9.7 se hace referencia  a un c riterio  así, con base en  el optim ism o en vez del pesi
m ismo, y en el ejercicio  9.8 se hace referencia  a  o tro  que se basa en  el tem or de "salir 
perd iendo  en un buen  negocio” .

9.2 TEO RÍA DE JUEGOS

Los ejem plos de la sección an te rio r b ien  pueden  h aber dado  la im presión q ue  el fabri
can te  está  d e n tro  de un juego , un ju ego  en tre  él y la N atura leza  (o llám elo fo rtuna  o  lo 
"que  con tro la” si hay o  no una recesión). C ada uno  de los “jugadores"  tiene la opción 
de dos m ovim ientos: el fabricante tiene la opción en tre  las acciones a , y a2 (expandir la 
capacidad de su p lan ta  ahora  o  re trasar la expansión al m enos un año), y la N aturaleza 
con tro la  la elección en tre  0 , y 0 2 (s¡ las condiciones económ icas siguen siendo  buenas 
o  si hab rá  una recesión). D epend iendo  de  la elección de  sus m ovim ientos, se ob tienen  
los “ resu ltados” m ostrados en  la tab la  siguiente:

Jugador A  
(E l fabricante)

a , a 2

Jugador B  0,

(Naturaleza) d2

Las cantidades L ( í j , . 0 , ) ,  L ( a 2, 9 ¡ ) , . . . ,  se conocen com o los valores de la fundón de 
pérdida que caracteriza al “juego" en  particular; en  otras palabras, L ( a é, 0y) es la pérdida 
del jugador A  (la cantidad que tiene que pagar al jugador B )  cuando escoge la a lte rn a 
tiva a, y el jugado r t í  escoge la alternativa 0; . A unque en realidad no es im portan te, su
pondrem os que estas cantidades están  en  dólares. E n  la práctica real, tam bién se pueden 
expresar en térm inos de cualesquier m ercancías o  servicios, en  unidades de  utilidad (“de- 
seabilidad” o  satisfacción), y aun en térm inos de vida o  m uerte  (com o en la ru le ta  rusa 
o  en  el p roceder de una guerra).

En rea lidad  la analogía que aqu í hacem os no  es excéntrica; el p rob lem a del e jem 
plo 9.1 es típico d e  la clase de situaciones tra tadas  en  la  teoría de juegos, una ram a re 
la tivam ente  nueva  de las m atem áticas qu e  ha estim ulado  un in te rés  considerab le  en 
años recientes. E sta  teo ría  no  se lim ita a los juegos de salón, com o su nom bre  podría 
sugerir, sino que se aplica a  cualquier clase de  situación com petitiva y, com o verem os, 
ha  llevado a un en foque unificado p a ra  reso lver prob lem as de inferencia estadística.

P ara  in troducir algunos de los conceptos básicos de la teo ría  de juegos, em pece
m os po r explicar qué querem os decir po r un juego de dos personas de suma cero. En 
este térm ino , “dos personas" significa que hay dos jugadores (o  m ás genera lm en te , dos 
grupos con in tereses encon trados), y “sum a ce ro ” significa que lo que un jugado r p ier
de el o tro  ju g ad o r lo gana. Así. en  un juego  de sum a cero  no  hay “participación  del ca 

L ( a , , 0 ,) L (a  2. 0))

L (a x.d 2) L(fl2 , 02)
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sino” , com o en  los juegos profesionales, y no  se crea  ni se destruye capital d u ran te  el 
curso  del juego . P o r supuesto, la teo ría  de juegos tam bién  incluye juegos que no son ni 
sum a cero  ni están  lim itados a dos jugadores, pero , com o bien  nos podem os im aginar, 
tales juegos son genera lm ente  m ucho m ás com plicados. E l ejercicio 9.19 es ejem plo de 
un juego  que no  e s  de sum a cero.

Los juegos tam bién  se clasifican de acuerdo  al núm ero  de estrategias (m ovim ien
tos. opciones o  a lternativas) que cada jugado r tiene a su disposición. Por e jem plo , si ca
da jugado r tiene q u e  escoger una de dos a lternativas (com o en el ejem plo 9.1) decim os 
que es un juego  2 X  2 si un jugado r tiene 3 m ovim ientos posibles m ien tras que el o tro  
tiene 4. el ju eg o  es 3 X  4 o  4 X 3. según sea el caso. E n  esta  sección só lo  considera
rem os juegos finitos, es to  es. juegos donde cada jugador sólo tiene un núm ero  finito, o 
fijo, de  m ovim ientos posibles, pe ro  m ás tard e  tam bién  considerarem os juegos donde 
cada jugado r tiene  in fin itam ente m uchos m ovim ientos.

E n la teo ría  de juegos se acostum bra referirse a los dos jugadores com o jugador 
A  y jugado r B  com o hicimos en  la tab la an terio r, pero  los m ovim ientos (opciones o  al
ternativas) del jugado r A  suelen e tiquetarse  com o I. II, III, ..., en  vez de a¡, a 2, a3, . . . , 
y las del jugador B  suelen etiquetarse  com o 1, 2. 3, ..., en vez de 0 ,,  02, 0? Los re
sultados. las cantidades del d inero  que cam bia de m anos cuando los jugadores escogen 
sus estrategias respectivas, suelen m ostrarse en  una tabla com o la de la página 302, la 
cual en  la teoría  d e  juegos se conoce com o matriz de resultados. (C om o antes, los resu l
tados positivos rep resen tan  pérdidas del jugado r A  y los resultados negativos rep resen 
tan  pérd idas del jugado r B). Tam bién  m encionem os que en la teoría  de juegos siem pre 
se supone que cada jugador debe escoger su estra teg ia  sin saber qué es lo qu e  su o p o 
nente  va a hacer y  que una vez que un jugador hizo su elección no puede cam biarla.

Los objetivos de la teo ría  de juegos son de te rm inar las estrategias óptimas (esto  
es, estra teg ias q ue  son m ás red ituab les a los jugadores respectivos) y el resu ltado  co
rrespond ien te , q ue  se llam a el valor del juego.

E JEM P LO  9.3

D a d o  el ju e g o  d e  d o s  p e rso n a s  d e  su m a c e ro  2 X 2

1
JugadorB

2

encuen tre  las estra teg ias óptim as de los jugadores A  y B  y el valor del juego.

Solución

C om o se puede  ver m ediante una inspección, sería to n to  para  e l jugado r B  esco
ger la estra teg ia  1 , puesto  q ue  la estra teg ia  2  le rinde m ás que la estra teg ia  1 sin 
im portar la elección que hizo el jugado r A .  E n  una situación com o ésta  decim os 
qu e  la estra teg ia  1 está dominada p o r la estra teg ia  2  (o que la estra teg ia  2  dom i
na a  la estra teg ia  1 ) y es lógico qu e  cualqu ier estra teg ia  que está  dom inada por 
o tra  debe descartarse. Si aqu í hacem os esto , encon tram os que la estra teg ia  ópti-

JugadorA

I II

7 - 4

8 1 0
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m a del jugado r B  es la estrategia 2, la única que queda, y que la estrategia óptim a 
del jugado r A  es la estra teg ia  1, puesto  que una pérd ida  de  $ 8  es obv iam ente  p re 
ferible a un a  pérd ida  de  $10. Tam bién  el valor del juego , el resu ltado  co rrespon 
d ien te  a las estra teg ias I y 2 , es $8 . ▲

EJEM P LO  9 .4

D ado  el ju eg o  d e  dos personas de  sum a cero  3 X 2

Jugador A

I II III

Jugador B
1 - 4 1 7

4 3 5

encuen tre  las estra teg ias óptim as de los jugadores A  y B  y  el valor del juego.

Solución

E n este  juego  ninguna estrategia de la jugadora B  dom ina a  la o tra , pero  la terce
ra estrategia del jugador A  está dom inada p o r cada una de las o tras dos; claram en
te, una utilidad de $4 o  una pérd ida de $1 es preferib le a una pérd ida de $7. y una 
pérdida de $4 o  una pérd ida de $3 es preferib le a una pérd ida de $5. Así, podem os 
descartar la tercera  colum na de la m atriz de resultados y estud iar el juego 2 X 2

Jugador A  

I II

Jugador B
1

2

- 4 1

4 3

donde ah o ra  la estra teg ia  2 de la jugadora  B  dom ina a la estra teg ia  1. Así. la op 
ción óp tim a para  la jugado ra  B  es la estra teg ia  2, la opción óptim a del jugado r A  
es la estra teg ia  U (puesto  que una pérd ida  de $3 es p referib le a u na  pérd ida  de 
$4), y el valor del juego  es $3. ▲

El p roceso  de descarta r las estra teg ias dom inadas puede  ser de gran ayuda en  la 
solución de un ju eg o  (esto  es, en en co n tra r las estra teg ias óptim as y el valor del juego), 
pero  ésta  es la  excepción m ás que la regla que nos llevará a  una solución com pleta . Es 
posible que no  ex istie ran  dom inancias, com o se ilustra  p o r  el siguiente ju eg o  de  dos 
personas de sum a cero  3 X 3 :

I

Jugador A  

11 III

1 - 1 6 - 2

2 2 4 6

3 - 2 - 6 12



Sección 9 .2 : Teoría de juegos 305

A sí, debem os buscar o tros m étodos para  llegar a las estrategias óptim as. D esde el p u n 
to  de vista del jugado r A ,  podríam os argüir de la siguiente m anera: si escoge la estra te 
gia I, lo peo r que le puede pasar es que p ierda $2: si escoge la estrategia II, lo peor que 
le puede pasar es qu e  pierda $6 , y si escoge la estrategia III, lo peor que le puede pasar 
es que p ierda $12. A sí, podría m inim izar la pérd ida m áxim a al escoger la estra teg ia  I.

A plicam os el m ism o tipo  de argum entación  para seleccionar la estra teg ia  para  la 
jugado ra  B, encon tram os que si escoge la estra teg ia  1 . lo peo r que le puede pasar es 
que p ierda $ 2 , si escoge la estra teg ia  2 . lo peo r que le puede pasar es que gane $2 . y si 
escoge la estra teg ia  3, lo p e o r que le puede pasar es que p ierda  $6 . A sí, puede m inim i
zar su pérd ida  m áxim a (o  m axim izar su ganancia m ínim a, que es lo m ism o) al escoger 
la estra teg ia  2 .

La selección de las estra teg ias I y 2, ap rop iadam en te  llam adas estra teg ias m ini- 
max (o  es tra teg ias  basadas en el criterio m inim ax), es rea lm en te  m uy razonab le . A l 
escoger la  estra teg ia  I, el jugado r A  se asegura que su oponen te  puede g anar cuando 
m ucho $2, y al escoger la estra teg ia  2, la jugadora  B  se asegura que realm ente  ganará 
esta  cantidad. E stos $2 son el valor del juego  lo cual significa que el juego  favorece a 
la jugado ra  B, p e ro  lo podríam os hacer equitativo cobrándole  a la jugadora  B  $2 por 
el privilegio de e s ta r  en  el juego  y darle  los $2 al jugado r A .

U n aspecto  m uy im portan te  de las estra teg ias m inim ax I y 2 de este ejem plo es 
que son com pletam en te  a  “p rueba  de esp ías" en  el sen tido  que ningún jugado r puede 
beneficiarse de  conocer la elección del o tro . E n nuestro  ejem plo, aun  si el jugado r A  
anunciara  púb licam ente  que escogerá la estra teg ia  I. de  todos m odos sería m ejor para 
el jugador B  escoger la estrategia 2, y si el jugador B  anunciara públicam ente que esco
gerá la estra teg ia  2, aún  sería  m ejor para  el ju g ad o r A  escoger la estra teg ia  I. D esdi
chadam ente , no  todos los juegos son a p rueba de  espías.

EJEM P LO  9.5

D em uestre  que las estra teg ias m inim ax de los jugadores A  y B  no  son a p rueba  de es
pías en el siguiente juego

1
Jugador B

So lución

El jugador A  puede m inim izar su pérdida m áxim a al escoger la estrategia II, y la 
jugadora B  puede  m inimizar su pérdida m áxim a al escoger la estrategia 2. Sin em 
bargo, si el jugador A  supiera que la jugadora B  va a basar su elección en el crite
rio m inimax podría  cam biar a la estrategia I y así reducir su pérdida de $ 6  a $2. Por 
supuesto, si la jugadora B  descubriera que el jugador A  tratará de ser más sagaz que 
ella en esta form a, podría a su vez cam biar a la estrategia 1 y aum en tar su ganan-

JugadorA  

I II

8 - 5

2 6
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cia a  $8 . E n  cualquier caso, las estra teg ias m inim ax de los dos jugadores no son 
a  p rueba  de  espías, lo que deja  espacio para  toda clase de trucos y engaños. ▲

Existe u na  m anera  fácil de  de te rm inar si para  cualquier juego  d ad o  las estrategias 
m inim ax son a  p rueba  de espías. L o qu e  tenem os que buscar son puntos de silla, esto  
es, pares de estra teg ias para  los cuales el e lem ento  correspondiente  en la m atriz de r e 
sultados es el va lo r m ás pequeño  en  su renglón y el valor m ás g rande en  su colum na. En 
el ejem plo 9.5 no  hay pun to  de silla, puesto  q ue  el valor m ás pequeño  de cada renglón 
es tam bién el renglón  m ás pequeño  en  su colum na. P or o tra  parte , en  el juego  del e jem 
plo 9.3 hay un p u n to  de silla que corresponde a las estrategias I y 2 puesto  q ue  8 , el va
lor m ás pequeño  en  el segundo renglón, es el valor m ás g rande de la p rim era colum na. 
T am bién , el ju ego  3 X  2 del ejem plo 9.4 tiene un p u n to  de  silla que corresponde a las 
estrategias II y  2 puesto  que 3, el valor m ás pequeño  del segundo renglón, es el valor 
m ás grande de la segunda colum na, y el juego  3 X  3 en  la página 304 tiene un p u n to  de 
silla que corresponde a  las estra teg ias I y 2  puesto  que 2 , el valor m ás pequeño  del se
gundo renglón, es el valor m ás g rande de  la p rim era  colum na. E n  general, si un  juego 
tiene un pun to  de  silla, se dice que está  estrictamente determinado y que las estrategias 
correspondien tes al pun to  de silla son estrategias m inim ax a  p rueba  de espías (y p o r ta n 
to  óptim as). E n  el ejercicio 9.1 se ilustra el hecho  que puede h aber m ás de un pun to  de 
silla en un juego; tam bién se sigue de este ejercicio que no  im porta en  ese caso cual de los 
puntos de silla se use para  de te rm inar las estrategias óptim as de los dos jugadores.

Si un ju eg o  no  tiene un p u n to  de  silla, las estra teg ias m inim ax no  son a p rueba  
de espías, y cada  ju g ad o r puede  ser m ás sagaz que el o tro  si sabe cóm o reaccionará  su 
o ponen te  en  u na  situación dada . P a ra  ev itar esta  posibilidad, cada  ju g ad o r debe , de  al
guna m anera, m ezclar in tencionalm ente  sus p a tro n es  de conducta , y la m ejor m anera  
de hacerlo  es al in troducir un e lem en to  fo rtu ito  en  la selección d e  estrategias.

EJEM P LO  9 .6

C on respecto  a l juego  del e jem plo  9.5, suponga que el ju g ad o r A  usa un dispositivo  de 
ju eg o  a lea to rio  (dados, cartas, pape le tas num eradas, u na  tab la  de núm eros a lea to rios) 
que lo lleve a escoger la estra teg ia  I con la p robabilidad  x  y a la elección de la e s tra te 
gia II con p robab ilidad  1 — x . E ncuen tre  el valor de  x  q ue  m inim izará la m áxim a p é r
dida esperada  del ju g ad o r A .

Solución

Si la ju g ad o ra  B  escoge la estra teg ia  1, e l ju g ad o r A  puede  e sp era r pe rder

E  =  8 x — 5(1  -  x )  

dólares, y  si la jugadora B  escoge la estrategia 2, el jugador A  puede esperar perder

E  =  2x +  6(1 -  x )

dólares. G ráficam en te , es ta  situación se describe en  la figura 9.1, donde tenem os 
g raficadas las líneas cuyas ecuaciones son £  =  8x  — 5(1 — x )  y  E  =  2x +  
6 ( 1  — x )  p a ra  los valores de x  d e  0  a 1 .
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E

Al aplicar el criterio  m inim ax a la pérd ida  esperada  del jugado r A , encon
tram os a  p a rtir  de la figura 9.1 que el m ayor de los dos valores de E  para  cual
quier valor d ad o  de x  es el m ás pequeño  donde se intersecan las dos líneas, y para 
en co n trar el valor correspond ien te  de x , sólo tenem os que resolver la ecuación

Sx — 5(1 — x )  =  2x +  6(1 — x )

lo cual da  x  =  $ .  Así, si el jugado r A  usa 11 papele tas num eradas I y seis pape
letas num eradas II. las revuelve to ta lm en te , y luego actúa según la clase q ue  sa
ca en form a a lea to ria , m an tendrá  su pérd ida  esperada  m áxim a en  8  • — 5 • ^  =
3 j7 , o  $3.41 al cen tavo  m ás cercano . ▲
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9.10 C on  resp ec to  al ejem plo 9.1, suponga que el fabrican te  tiene la opción de  con 
tra ta r  un p ronosticador infalible p o r $15,000 para  de te rm in a r de  m anera  segu
ra si hab rá  una recesión. C on base en  la ventaja  original de  2 a 1 de que habrá  
una recesión, ¿valdría  la pena  que el fabricante  gastara  estos $15,000?

9.11 C ada una de las siguientes m atrices de resu ltados (los pagos que el jugado r A  
hace al ju g ad o r B ) p a ra  un juego  de  dos personas de sum a cero. E lim ine todas 
las estra teg ias dom inadas y determ ine la estra teg ia  óptim a para cada jugado r así 
com o el valor del juego:

(a ) -2 (b) 14 11

16 - 2

(c) - 5 0 3

— 6 - 3 - 3

- 1 2 - 1 1

(d) 7 1 0 8

8 8 11

7 5 9

9.12 Cada una de las siguientes es la m atriz de resultados de un juego de dos personas de 
sum a cero. Encuentre el punto de silla (o puntos de silla) y el valor de cada juego:

- 1 5 - 2

0 3 1

- 2 - 4 5

3 2 4 9

4 4 4 3

5 6 5 6

5 7 5 9

9.13 U na ciudad  pequeña tiene dos gasolineras, las cuales com parten  el m ercado  de 
gasolina de la ciudad. La dueña  de la gasolinera A  está considerando  si debe re 
galar vasos a sus clientes com o parte  de un esquem a prom ocional, y el p rop ie 
tario  de la  gaso linera  B  está  considerando  si debe regalar cuchillos para  filete. 
A m bos saben  (po r situaciones sem ejantes en  o tras p a rtes) que si la estación  A  
regala vasos y la estación B  no  regala los cuchillos para  filete, la participación 
de m ercado  de la gasolinera A  au m en tará  en 6  p o r  ciento: si la gaso linera  B  re 
gala cuchillos para filete y la gasolinera A  no  regala vasos, la participación de 
m ercado d e  la gasolinera B  aum en tará  en  8  p o r  ciento; y si am bas estaciones re 
galan los artículos respectivos, la participación de m ercado  de  la gasolinera B  
au m en tará  en  3 po r ciento.

(a ) P resen te  es ta  in form ación  en  form a de u na  tab la  de resu ltados d onde  los 
elem entos son las pérdidas de la gasolinera A  en su participación de mercado.

(b ) E ncuen tre  las estra teg ias óptim as para  los p rop ie tario s de estas dos gaso
lineras.

9.14 V erifique las dos p robab ilidades jy y  1 7 . q ue dim os en  la página 308, para  la es
tra teg ia  a lea to ria  del ju g ad o r B.
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que debe reco rdar al lector del esquem a de la página 302. A hora , 0, es el “estado  de 
la N aturaleza” que la m oneda tenga dos caras, 02 es el “estado  de la N aturaleza” que la 
m oneda esté  ba lanceada con cara  de un lado y cruz en  el o tro , <j, es la  decisión del es
tadístico  qu e  la m oneda tenga dos caras y a2 es la decisión del estadístico  que la m one
da  está  balanceada con cara de un lado  y cruz en  el o tro . Los elem entos en la tab la  son 
los valores co rrespond ien tes de la función de pérd ida  dada.

A hora  considerem os tam bién el hecho que noso tros (jugador A, o  el estadístico) 
sabem os lo que sucedió  en el lanzam iento  al aire de la m oneda; esto  es, sabem os si una 
variable a lea to ria  X  ha asum ido el valor de x  =  0 (cara) o  x  =  1 (cruz). Puesto  que 
querem os hacer uso de esta  inform ación al escoger en tre  o, y a2, necesitam os una fun
ción. una función de decisión, que nos diga qué acción tom ar cuando x  =  0  y qué acción 
tom ar cuando x  =  1. U na posibilidad es escoger a , cuando x  =  0  y a2 cuando x  =  1, 
y podem os exp resar esto  sim bólicam ente si escribim os

o m ás sim plem ente , (0 ) =  a , y tí, (1 ) =  a2. E l propósito  del subíndice es distinguir 
esta  función de decisión de o tras, po r ejem plo, de

qu e  nos dice que escojam os a , sin im portar el resu ltado  del experim ento , de

qu e  nos dice qu e  escojam os a2 sin  im portar e l resu ltado  del experim ento , y de

qu e  nos dice que escojam os a 2 cuando x  =  0  y  cuando x  =  1 .
Para co m p arar los m éritos de todas estas funciones de decisión, de term inem os 

p rim ero  las pérd idas esperadas a las cuales nos llevan deb ido  a las diversas estrategias 
de  la N aturaleza, e s to  es. los valores de  la función de riesgo

donde la esperanza  se tom a con respecto  a la variable X .  P uesto  que las p robab ilida
des para  x  =  0  y x  =  1 son, respectivam ente, 1 y 0  para  y, y 5 , y 2 Pa ra  #2 * o b ten e 
mos

cu a n d o  x  -  0  

cu a n d o  x  =  1

d 2(0 )  =  a x y d 2( 1 ) =  a ,

d}{ 0 ) =  a2 y < /,(!)  =  a2

d t (0 )  =  a2 y </4 ( l )  =  a,

R ( d  | , 0 , )  =  1 - L ( a , , 0 , )  +  =  1 - 0  +  0 - 1  =  0

R ( d , .  9 . )  =  L 9. )  +  L / . ( « , . » , )  =  i - 1  +  i - 0  =  X-

R ( d 2, f í i ) =  1 • 0 ,)  +  0  • L ( o , , 0 , )  =  1 - 0  +  0 - 0  =  0

R ( d 3, 9 ¡ )  =  1 - £ . ( 02. 0 , )  +  O - ¿ ( o 2 , 0 , )  =  1- 1  +  0 - 1  =  1
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K(<*3. *2) = \ - L { a 2,e2) + Y L { a 2,e2) = y o  + ~*o = o

/?(rí4,e,) =  i-L(fl2,e,) +  o*L(«It0,) =  i-i +  o-o =  1

R (d 4. 0 2) =  y L { a 2,0 2) +  y L { a „ 0 2) =  1 - 0  +  | - 1  =  |

donde los valores de la función de pérd ida  se ob tuv ieron  de la tab la  en  la página 312.
H em os llegado así al siguiente ju ego  de dos personas de sum a cero  4 X  2 en  el 

que los resu ltados son los valores co rrespond ien tes de la función de riesgo:

Jugador B 
(Naturaleza)

*1

0?

Jugador A  
(E l estadístico)

di d i d  3 d<

0 0 1 1

1 1
1 0

2 2

C om o se puede ver m ediante una inspección, d 2 está dom inada po r d x y  d A está  dom ina
da p o r d 3, así que d 2 y se pueden  descartar, en  la teoría  de decisiones decim os que son 
inadmisibles. E n  realidad, esto  no debe ser una sorpresa puesto  que en d 2 así com o en  d t 
aceptam os la a lternativa o, (que la m oneda tenía dos caras) aun  cuando salió cruz.

E sto  nos d e ja  con  un ju eg o  de  dos personas de sum a ce ro  2 X  2 en  d onde  el 
ju g ad o r A  tiene q u e  escoger en tre  d , y d 3. Se puede  verificar fácilm ente que si la N a
tu raleza se considera  un oponen te  m alévolo, la estra teg ia  óp tim a es escoger a lea to ria 
m en te  en tre  rí, y  d y con p robab ilidades respectivas de 5  y 5 ,  y el va lo r del ju eg o  (el 
riesgo esperado) es un  ̂de  un dólar. Si la  N atura leza  no se considera un o ponen te  m a
lévolo. se tendrá  q u e  u sar algún o tro  c riterio  p a ra  escoger en tre  d \ y d 3, esto  se exam i
n ará  en  la sección que sigue. Inciden talm ente, form ulam os este  p rob lem a con  respecto  
a u na  m oneda de dos caras y a una m oneda norm al, p e ro  igualm ente pod íam os h ab e r
lo fo rm ulado  en  form a m ás abstracta  com o un p rob lem a de  decisión en  el q ue  tenem os 
q ue  decidir, con base en  una sola observación, si una variable a lea to ria  tiene  la d istri
bución de  B em oulli con el p a rám etro  d =  0 o  el p a rám etro  0 =  ¿ .

C om o ilustración  adicional a  los conceptos de función de pérd id a  y función de 
riesgo, considerem os el siguiente ejem plo, en  el cual la N atura leza  al igual que el es ta 
dístico tienen un con tinuo  de  estrategias.

E JE M P L O  9 .7

U na variable a lea to ria  tiene  la densidad  uniform e

/ ( * )  =

r i
0
o

p a ra  0  <  x  <  0 

e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte
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9 .5  EL C R IT E R IO  M IN IM A X

Si aplicam os el criterio  m inimax a la ilustración de la sección 9.3, que tra ta  de  la m one
da ya sea de dos caras o  balanceada con cara en  un lado  y cruz en  el o tro , encontram os

para  d 3 el riesgo m áxim o es 1 , y. p o r tan to , el que minimiza el riesgo m áxim o es d t .

Use el criterio  m inim ax p a ra  estim ar e l p a rám etro  d de una distribución binom ial so-

donde c es una constan te  positiva.

Solución

El p rob lem a es en co n trar los valores de a  y b  que m inim izarán la función de ries
go correspond ien te  después q ue  se ha m axim izado con  respecto  a  6. D espués de 
to d o , tenem os co n tro l sob re  la elección d e  a y b , en  tan to  qu e  la N a tu ra leza  
(nuestro  supuesto  o ponen te ) tiene control sob re  la elección de 6.

Puesto  que E ( X )  =  nO y E ( X 2) =  n d ( \  — 8 +  nd) ,  com o vimos en la pá
gina 172. se  sigue que

y, al usar el cálculo, podem os en co n tra r el valor de 6 que m axim iza esta  ex p re 
sión y en tonces m inim iza R ( d , 6 )  p ara  este  valor de 6 con respecto  a a y b.  E sto  
no es especialm ente  difícil, p e ro  se deja  al lector en  el ejercicio 9.23 ya que im
plica c ierto s de ta lles algebraicos tediosos. ▲

Para sim plificar el trabajo  en  un p rob lem a de esta  clase, a  m enudo  podem os usar 
el principio igualador, según el cual (en condiciones bastan te  generales) la función de 
riesgo de la reg la  de decisión m inim ax es una constan te; p o r  ejem plo, nos dice que en  
el e jem plo  9.8 la función de riesgo no debe d epender del valor de 6 .t  P ara  justificar es
te  principio, al m enos en form a in tuitiva, observe que en  el ejem plo 9.6 la estra teg ia  mi

de la tab la en  la página 314 con d 2 y d x elim inadas que para  e l riesgo m áxim o es 5 , y

E JEM P LO  9.8

bre  la base de la  variab le  a lea to ria  X , e l núm ero  observado  de  éxitos en  n  in ten tos, 
cuando la función de decisión tiene la form a

donde a y  b  son constan tes, y la función de pérd ida  está  dada por

t  L as co n d ic io n e s  ex ac tas  e n  las cua les  el p rin c ip io  ig u a lad o r e s  v á lido  se e n c u e n tra n  e n  e l lib ro  
d e  T . S. F e rg u so n  q u e  e s tá  e n  las  re fe ren c ia s  al final d e  e s te  c ap ítu lo
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(e) E ncuen tre  la función de  decisión que sea la m ejor de  acuerdo  al criterio  
de  B ayes si las p robab ilidades asignadas a 0  =  J y  0 =  |  son, respectiva
m ente , f y 5 .

9.29 U n fabrican te  produce un artícu lo  que consiste en dos com ponentes, am bos d e 
ben  o p e ra r para  que el a rtícu lo  funcione correc tam ente . E l costo  de regresar 
uno  de  los artículos al fabricante para  reparaciones es a  dó lares, el costo  de ins
peccionar u n o  de los com ponentes es /3 dólares, y el costo  de rep a ra r  un com 
ponen te  defec tuoso  es <p dólares. El fabricante puede  em barcar cada artícu lo  
sin inspeccionar con la garan tía  de que se dejará  en  condiciones perfectas de 
trab a jo  en  su  fábrica en caso de que no funcione; puede  inspeccionar am bos 
com ponentes y repararlos si es necesario; o  puede seleccionar a lea to riam en te  
uno  de los com ponen tes y em barcar el artícu lo  con  la garan tía  orig inal si tra b a 
ja , o  rep ara rlo  y tam bién  verificar el o tro  com ponente.
(a ) C onstruya  una tab la que m uestre la pérd ida  esperada  del fabricante que 

co rresponde  a las tres  “estra teg ias"  y los tres  “estados" de la  N aturaleza 
que 0 , 1 o  2  de  los com ponentes no trabajen .

(b ) ¿Q ué  d ebe  hacer el fabricante  si a  =  $25.00. ip =  $10.00, y qu iere  m inim i
zar su pérd ida  m áxim a esperada?

(c) ¿Q ué  d e b e  hacer el fabricante  para  m inim izar su riesgo de Bayes si a  =  
$10.00, /3 =  $12.00, <p — $30.00, y siente que las p robab ilidades de 0, 1, y 2 
com ponentes defectuosos son. respectivam ente. 0.70, 0.20 y 0.10?
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10.1 INTRODUCCIÓN

T rad ic ionalm ente , los p rob lem as de inferencia estadística se dividen en  problemas de 
estimación y pruebas de hipótesis, aunque en realidad  todos son p rob lem as de  decisión 
y. po r tan to , se p ueden  m anejar con el enfoque unificado que p resen tam os en  el cap í
tu lo  an te rio r. La d iferencia principal en tre  las dos clases de  p rob lem as es que en los 
problem as de estim ación debem os de te rm inar el valor de un p a rám etro  (o  los valores 
de varios pa rám etro s) de un con tinuo  posible de alternativas, m ien tras que en  las p ru e 
bas de  h ipótesis debem os decid ir si aceptam os o  rechazam os un valor específico, o  un 
conjunto  de valores específicos, de  un p a rám etro  (o  los de varios parám etros).

C uando  usam os el valor de una estadística para  estim ar un p a rám etro  de pob la
ción, llam am os a esto  estimación puntual, y nos referim os al valor de  la estadística co
m o un estimador puntual del parám etro . P or ejem plo , si usam os el valor de X  para 
estim ar la m edia de una población, una proporción  m uestral observada para  estim ar el 
p a rám etro  6 de  una población binom ial, o  un valor de S2 p ara  estim ar una varianza de 
población, en  cada  caso usam os una estim ación pun tual del p a rám etro  en  cuestión. E s
tas estim aciones se llam an estim adores pun tuales p o rque  en cada caso un núm ero  úni
co, o  un pun to  único en el eje real, se usa p a ra  estim ar e l parám etro .

C orrespond ien tem en te , nos referim os a las estadísticas m ism as com o estimadores 
puntuales. Por e jem plo , X  se puede usar com o un estim ador puntual de  /*, en cuyo ca 
so x  es un p u n to  estim ado de este parám etro . E n form a sim ilar, S2 se puede  usar co
m o un e s tim ad o r pu n tu al de  a 2, en  cuyo caso s2 es un e s tim ad o r pu n tu al de  este 
parám etro . A q u í usam os la pa lab ra  “p u n tual"  para  d istinguir en tre  estos estim adores y

322
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estim aciones y los estimadores de intervalos y las estimaciones de intervalos, que p re 
sen tarem os en  el cap ítu lo  1 1 .

Puesto  q ue  los estim adores son variables a leato rias, uno de los p rob lem as clave 
de la estim ación pun tual es estud iar las distribuciones m uéstrales. Por e jem plo , cuando 
estim am os la varianza de una población con base en  una m uestra  a lea to ria , difícilm en
te  podem os e sp era r que el valor de S 2 que ob tenem os será rea lm en te  igual a a 2, pero  
nos tranqu ilizaría , al m enos, saber si podem os esperar qu e  esté  cerca. T am bién , d e b e 
m os decid ir si u sar una m edia de la m uestra  o  una m ediana de la m uestra para^estim ar 
la m edia de una población , seria im portan te  saber, en tre  o tras cosas, si X  o X  es más 
p robab le  que nos dé un valor que sea  en  realidad  cercano.

Así, se p ueden  usar d iversas p rop iedades estadísticas de los estim adores p a ra  d e 
cidir qué estim ador es más apropiado  en una situación dada, cuál nos expone a un riesgo 
m ás pequeño , cuál nos d a rá  la m ayor inform ación al costo  m ás bajo, y así sucesivam en
te. E n  particu lar las p rop iedades de los estim adores que exam inarem os en  las seccio
nes 1 0 . 2  a 1 0 . 6  son  insesgabilidad. varianza mínima, eficiencia, consistencia, suficiencia 
y robustez.

10.2 ESTIMADORES INSESGADOS

C om o vim os en la  página 315, no existen funciones de decisión perfectas, y en relación 
con los p rob lem as de estim ación esto  significa q ue  no  hay estim adores perfectos que 
siem pre den  la respuesta  correcta. Así, parecería  razonable que un estim ador d eba  h a 
cerlo  al m enos en  el p rom edio ; esto  es, su valor esperado  debe ser igual al parám etro  
q ue  se supone estim a. E n  este caso, se dice que el estim ador es insesgado; de o tra  m a
nera , se dice que es sesgado. Form alm ente:

d e f i n i c i ó n  10.1 U n a estad ística  0  es un estimador insesgado del p a rám etro
£ ( e )  =  e.

Los siguientes son algunos e jem plos de estim adores insesgados y sesgados.

EJEM PLO 10.1

Si X  tiene  la d istribución  binom ial con los parám etros n  y 6 . dem uestre  que la p ropor- 

ción m uestral, — , es un estim ador insesgado de 8.

Solución

Puesto  que E { X )  =  n8 , se sigue que 

X
y po r tan to  que —  es un estim ador insesgado de  6 .  A
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EJEM PLO 10.2

M uestre que a m enos q ue  0 =  ¿ , e l estim ador m inim ax del p a rám etro  b inom ial 0 en  la 
página 317 es sesgado.

Solución

P uesto  que E ( X )  =  nO, se sigue que 

X  +  r  V ñ
£

V +  j V ñ j  E^X +  «0 +  j V ñ

n  +  V ñ  /  n  +  V n  n  +  V ñ

y se puede ver fácilmente que esta cantidad no es igual a 0 a  m enos que 0 =  \ .  A

EJEM PLO 10.3

Si X x, X 2 X„ constituyen una m uestra  a lea to ria  de  la  población dada por

p a r a x  > í  
[ 0  e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

dem uestre  que X  es un estim ador sesgado de 6.

Solución

Puesto  que la m edia de la población es

H  =  x - e ^ ~ 6)dx  = 1 + 5

se sigue p o r el teo rem a 8 . 6  q ue  £ (  AT) =  1 +  6 ^ 6  y po r tan to  que X  es un es
tim ador sesgado de 6 . A

C uando  0  es un estim ador sesgado de 0 , tal vez sea in te resan te  conocer la ex
tensión del sesgo, d ada  por

b(9)  =  £ ( G  ) -  0 

Así. p ara  el e jem plo  10.2, el sesgo es

nO +  ^  V ñ  ^  — 0
-  0  =

n  +  V ñ  V ñ  +  1
y se puede o b se rv a r qu e  tiende  a  se r p e q u eñ o  cuando  0 e s tá  cercano  a J y tam bién  
cuando n  es g rande. C iertam en te , lím  b(0)  =  0 y decim os que el estim ador es asintó- 
ticamente insesgado.

Por lo que se  refiere al ejem plo 10.3, el sesgo es ( 1 + 6 )  — 6 = 1 ,  p e ro  en este 
caso hay algo q ue  podem os hacer al respecto . Puesto  que E ( X )  — 1 +  6 , se sigue que 
£ (  X  — 1) =  6  y po r tan to  X  — 1 es un estim ador insesgado de 5. L o  que sigue es o tro  
e jem plo  donde un a  pequeña  m odificación de un estim ado r nos lleva a un estim ador 
que es insesgado.
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v a r ( Ó )  2

- [ m i

donde f { x )  es el valor de  la densidad de población en x y n e s  el tam año de la m uestra alea
toria. Esta desigualdad, la desigualdad de Cramér-Rao. nos lleva al siguiente resultado.

t e o r e m a  10.2 Si Ó es un estim ador insesgado de 6 y

1(0 ) =

en tonces 0  e s  un estim ador insesgado de varianza m ínim a de 8.

E n este  caso, la can tidad  en el denom inador se conoce com o la información sobre  8 
que que p roporc iona  la m uestra (véase tam bién  el ejercicio 10.19). Así, m ien tras m e
nor sea la varianza, m ayor es la inform ación.

EJEM PLO 10.5

M uestre que X  es un estim ador insesgado de varianza m ínim a de la m edia de una 
población norm al.

Solución

Puesto  que

1 . I f íZ i íV  
f ( x )  =   - ¡ =  • e 2V " p a ra  - o o  <  x  <  oo

(T V 2 7 T

se sigue que

de m anera que

l n /(•*) =  — ln o- V 2 7 r -  a

y p o r tan to

4 ( ^ ) 1

Así,

1 o-2

- 4 ( ^ ) 1  - í  '



—  . _. (72
y puesto  q ue  X  es insesgado y v a r(  X )  =  —  de acuerdo  al teo rem a  8.1, se sigue 

que X  es estim ado r insesgado de varianza m ínim a de ▲

Sería e rró n e o  concluir a p a rtir  de  este  e jem plo  que X  es un estim ado r insesgado 
de varianza m ínim a de  la m edia d e  cualqu ier población. C iertam en te , en  el ejercicio 
10.30 se ped irá  al lector que verifique que esto  no  es así p a ra  m uestras a lea to rias  de ta 
m año n =  3 de la población uniform e con tinua con  a  =  6 — £ y p  =  0 +  | .

C om o hem os indicado, los estim adores insesgados del m ism o p a rám etro  suelen 
com pararse en  térm inos del tam año  de su varianza. Si 0 ,  y 0 2 son dos estim adores in 
sesgados del p a rá m e tro  6 de  u na  pob lac ión  dada  y la varianza  de 0 , es m en o r qu e  la 
varianza  de 0 2, decim os que 0 !  es re la tivam en te  m ás efic ien te  que 0 2. T am bién , 
usam os la razón

v a r ( Q i )

v a r ( 0 2)

com o una m edida  de  la eficiencia de 0 2 relativa a 0 | .

EJEM PLO 10.6

E n el e jem plo  10.4 dem ostram os que si X x, X 2, . . . ,  X„ constituyen una m uestra  aleato-
tt 4" 1

ria de una población  uniform e con a  =  0, en tonces — - —  • Y„ es un estim ador inses

gado de (i.

(a )  D em uestre  que 2 X  tam bién  es un estim ador insesgado de p.

(b ) C om pare  la eficiencia de estos dos estim adores de p .

Solución

(a )  P uesto  que la m edia de la población es /¿ =  ^  de acuerdo  al teo rem a 6.1,

  O
se sigue por el teo rem a 8.1 que E ( X )  =  — y p o r tan to  que £ ( 2 A") =  /3. 

A sí, 2 X  es un estim ador insesgado de /3.

(b )  P rim ero  debem os en co n tra r la varianza de los dos estim adores. U sam os la 
d istribución  m uestral de  Yn y la expresión para  E ( Y n)  dada en  el ejem plo
10.4, y  ob tenem os
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Si dejam os los detalles al lector en el ejercicio 10.27. se puede  m ostrar que

í n  +  1 „  \  _  p2

Puesto  que la varianza de la población es =  —  de acuerdo  al teo rem a

/ — \  P2
6 .1 , se sigue p o r el teo rem a 8 . 1  que v a r(A ') =  y p o r tan to  que

fl2
v a r ( 2 A") =  4 * v a r ( A ' )  =  —

3 n

Por consiguiente, la eficiencia de 2 X  relativa a - -- - -  • Y„ está  dada  p o r

, «  +  1 „  \  P 2v a r —   Y„n n J  n (n  +  2 )

var(2A ") ¿  n +  2
3n

y se puede ver que para n >  1 el estim ador basado en la estadística de nési
m o o rd en , es m ucho m ás eficiente que la o tra . Para n =  10, po r ejem plo, 
la eficiencia relativa es só lo  25 p o r c ien to , y para  n  =  25 só lo  es 11 por 
ciento . ▲

EJEM PLO 10.7

C uando  la m edia d e  una población norm al se estim a sobre  la base de una m uestra a lea
to ria  de tam año  2 m +  1 , ¿cuál es la eficiencia de la m ediana relativa a la m edia?

Solución

Por el teo rem a  8.1 sabem os que X  es insesgado y que

v a r ( * >  =  2 7 T T

E n lo que se refiere  a A' es insesgado en virtud de la sim etría de la distribución 
norm al a lred ed o r de su m edia, y sabem os po r el análisis que siguió al teo rem a
8.17 que p a ra  m uestras grandes

V . W  =  £

Así. para  m uestras grandes, la eficiencia de la m ediana relativa a la m edia es:
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refiriéndonos en  vez a la población uniform e

/ ( * )  =
- i :

p a ra  0  <  x  <  1 

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

(a) M uestre que E ( X )  = \ ,  E ( X 2) =  $ y v a r(A ') =  ^  para esta  población de 
m anera  que para una m uestra aleatoria  de tam año  n  =  3, v a r(  X )  =  ¿ .

(b) U se los resultados de  los ejercicios 8.72 y 8.78 (o  derive las densidades y 
densidad  con jun ta  necesarias) p a ra  dem ostra r que p a ra  una m uestra  a lea
to ria  de tam año  n  =  3 de esta  población, las estadísticas de o rden  y, y y3 

tienen  £(y,) E ( V \ )  =■&, £(y3) = 1  £ (y |)  =$y E(y, y3) =  ̂ d e  m a
n e ra  que v a r (y,) =  v a r ( y3) =  ¿  y c o v (y,, y3) =_  i  

80'
(c) U se los resu ltados del inciso  (b ) y el teo rem a  4.14 p a ra  m o stra r  q ue

y .  +  y 3 \  1 ... ( Y x +  y U - L
/  40

2  y  =  — y v a r^   — -  } =  —  y p o r  ta n to  q ue  p a ra  m ues

tras a lea to rias  de tam año  n  =  3 de la población uniform e dada, la m itad 
de  la  am plitud  es insesgado y m ás eficiente que la m edia.

a
1031 D em uestre  que si 0  es un estim ado r sesgado de 6 , en tonces

£ [ ( é  -  0 ) 2 ] =  v a r ( é )  +  [ b ( 0 ) ] 2

~ X  y ^ + 1  ~ 1
1032 Si 0 ,  =  — , 0 2 =  — —— y 0 3 =  -  son estim adores del p a rám etro  0 de  una po-

'* /» +  2 3
blación binom ial y 0  =  j , ¿para  q ué  valores de n

A A

(a) cl e rro r  m edio  cuadrático  de 0 2 es m enor que la varianza de  0 , ;
A A

(b ) el e rro r  m edio  cuadrático  de 0 3 es m eno r que la varianza de 0 ,?

APLICACIONES

1033  Se tom an  m uestras a lea to rias de tam año  n  de  poblaciones norm ales con la m e
dia /x y las varianzas a]  =  4 y a \  =  9. Si x¡  =  26.0 y x 2 =  32.5, estim e /x usando 
el estim ado r del inciso (b ) del ejercicio 1 0 .2 1 .

1034 Se tom an m uestras a lea to rias de  tam año  n , y rt2 de  una población norm al con 
la m edia /x y la varianza a 2. Si « , =  25. rt2 =  50, * ,  =  27.6 y x 2 =  38.1, estim e 
H usando el estim ador del ejercicio 10.23.

1035 La inteligencia m ilitar de  un país sabe que un enem igo construyó  ciertos ta n 
ques nuevos num erados en  serie de 1 a  k.  Si se cap tu ran  tre s  de estos tanques 
y sus núm eros de serie son 210 ,38  y 155, use el estim ador del inciso (b ) del e jer
cicio 1 0 . 1 2  p ara  estim ar k.
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EJEM PLO 10.10

Si X i% X 2, . . . ,  X„  constituyen  u na  m uestra  a lea to ria  de tam año  n  de una población de 
B em oulli, d em uestre  que

A _  AT, +  X 2 +  -  +  X n 
6  “ ----------------- n -----------------

es un estim ador suficiente del p a rám etro  6.

Solución

P or la definición 5.2

f [ x , ; 0 )  =  £* '(l -  0 ) 1 - ' 4 p a r a x¡ =  0 , 1

de m anera  q ue

f a i - x i  x.) = r j r ' ( i  -  #)'-'■
1=1

= 0 - 1 ( i  — 0 )

=  e*( i  -  e y - J

=  0 * (1  -  0 )n~né

para  x¡ =  0  o  1 e  i  =  1 , 2 , . . . ,  n.  T am bién , puesto  que

X  =  X x +  X 2 +  ••• +  X„

es una variab le  a lea to ria  b inom ial con  los pa rám etro s  8 y n ,  su d istribución  está  
dada por

b ( x ; n , $ )  =  "  0)"~x

y la técnica de  la transform ación  de  la variable de  la sección 7.3 nos da

s ( á )  =  ( „ n¿ ) e"i(1  -  e)" ” ‘  para® =  ° ' ¿  1

A hora , al sustitu ir en  la fórm ula p a ra  f [ x x, x 2, . . . , j:„ |0 ) en  la  página 337, o b te 
nem os
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f o n  *2  x „ . d )  =  f o l , x 2, . . . , x n)

g { 0 )  g ( S )
_  fln* ( l - 6 ) '

n

nO

1

O

( * ,  +  x2 +  ••• +  * „ )

p a ra  x, =  0  o  1 e / =  1, 2 , . . . ,  n.  E v iden tem en te , esto  no depende de 0 y, po r con-
X

siguien te, hem os m ostrado  que O =  — es un estim ador suficiente de 0. A

EJEM PLO 10.11

M uestre que E  =  +  2 X 2 +  3 * , )  no  es un estim ador suficiente del p a rám etro  de
Bernoulli 0.

Solución

Puesto  qu e  debem os dem ostra r que

H , f o n x 2, x y, y )
f o \ i X 2 , x 3\y)  = ---------^ ----------

no  es independ ien te  de 0 p ara  algunos valores de A ',, X 2 y X y, considerem os el 
caso  donde =  1, x2 =  1 y Xy =  0. Así. >» =  ¿ (1 +  2 -1  +  3 - 0 )  =  j  y

n i.i.o)
Ai. i.o) + Ao.o.1)

donde:



f ( x , , x 2, x 3) =

p a ra  x, =  0  o  1 e  i  =  1, 2, 3. P uesto  q ue  / (1 ,  1 , 0 )  =  ^ ( l  -  0)  y f { 0 ,0 ,  l )  =  
0 ( 1  -  » ) ' ', se sigue que

/ ( 1. 1.°|V = l )  = = e

y se puede  ver q ue  esta  p robabilidad  condicional depende  de 6. H em os m ostra 
do así que Y  — ¿ (A -, +  1 X 2 +  3 X 3) no  es un estim ador suficiente del parám etro  
0  de una población de B em oulli. ▲
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Porque p u ed e  ser m uy ted ioso  com probar si una estad ística es un estim ado r su 
ficiente de un p a rám etro  basado  d irec tam ente  en  la definición 10.3, suele ser m ás fácil 
basarlo  m ejor en  el siguiente teo rem a  d e  factorización.

t e o r e m a  1 0 .4  La estadística Ó es un estim ador suficiente del p a rám etro  0 si y 
sólo si la d istribución  o  densidad  de p robab ilidad  con jun ta  de la m uestra  a lea to 
ria se puede  fac to rizar de m anera  que

f { x \ , x   .........x a\ 0 ) =  g ( 0 , 0 ) - h ( x x, x 2 x„)

donde g ( 0 , 0 ) sólo depende de 0 y  6,  y de h ( x l , x 2, . . . ,* „ )  no  depende  de 6.

E n los textos m ás avanzados se puede  en co n trar una dem ostración  de este  teorem a; 
vea, po r ejem plo , e l libro de H ogg y C raig  incluido en tre  las referencias al final de  es
te  capítulo. E n  este  caso, ilustrem os el uso del teo rem a 10.4 p o r  m edio  del siguiente 
ejem plo.

EJEM PLO 10.12

M uestre que X  e s  un estim ador suficiente de la m edia ¿i de  una población norm al con 
la varianza conocida a 2.

Solución

Al hacer uso  del hecho que

.........

obtenem os:
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2  ( * i  “  m)2 =  ¿  l(x, -  x )  -  ( n  -  x ) } 2
i= 1

=  ¿  (*t -  x f  +  -  m)
1=1 í- 1

=  ¿  (*< -  * ) 2 +  " ( *  -  #*)

i- 1  ¿=1

n

— \2  , /  -  \2
_  -  
i=l

y que

.......

donde el p rim er factor del lado  derecho  depende sólo del estim ado x  y de la m e
dia de la población  ¿i, y el segundo fac to r no im plica a  /x. D e acuerdo  al teo rem a
10.4, se sigue que X  es un estim ador suficiente de la m edia fx de una población 
norm al con la varianza conocida a 2. A

C on base e n  la definición 10.3 y e l teo rem a 10.4, respectivam ente, hem os p resen 
tad o  dos m an eras  de com probar si una estadística 0  es un estim ador suficiente de un 
pa rám etro  d ad o  6. C om o ya dijim os, el teo rem a de factorización suele llevam os a so
luciones m ás fáciles; p e ro  si querem os m ostrar que una estadística 0  no  es un estim a
d o r suficien te d e  un p a rá m e tro  d a d o  0 . casi siem pre  es m ás fácil p ro ced er con  la 
definición 10.3. E sto  se ilustró  con el e jem plo  10.11.

M encionem os aho ra  la siguiente p rop iedad  im portan te  de los estim adores sufi
cientes. Si 0  es un  estim ador suficiente de 0. en tonces cualquier función unívoca Y  =  
u { é ) ,  que no  im plique a 0 , tam bién es un estim ador suficiente de 0 , y p o r consiguien

te  de u ( o ) ,  con ta l qu  y  =  m(0 ) se  pueda  reso lver para  d a r la inversa unívoca 0  =  u>(y). 
E sto  sigue d irec tam en te  del teo rem a 10.4, puesto  que podem os escrib ir

/ U i . * 2 .x „ ; 6 ) =  g [ w ( y ) , 0 ] - h ( x u x 2 t . . . , x n )

donde g[u>(y), 0 ] depende sólo de y y 0. Si aplicam os este  resu ltado  al e jem plo  10.10,
X

donde m ostram os que 0  =  — es un estim ador suficiente del p a rám etro  de  B em oulli 0,

se sigue que X  — X x +  X 2 +  '•* +  X„ tam bién  es un estim ador suficiente de la m edia 
fi  =  nO de un a  población  binom ial.

10.6 ROBUSTEZ

E n  años rec ien tes, se ha d ad o  atención  especial a una p rop iedad  estad ística llam ada ro
bustez . E s indicativa del g rado  al cual los p rocedim ientos de  estim ación (y, com o vere
m os m ás a d e la n te , o tro s  m étodos de in fe renc ia) son  afec tados ad v ersam en te  po r 
violaciones de las suposiciones que los susten tan . E n  o tra s  pa labras, un estim ador se
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dice q ue  es ro b u sto  si su d istribución  m uestra l no  se ve se riam en te  afec tada  p o r v io 
laciones de las suposiciones. F recuen tem en te  tales violaciones son debidas a pun tos ex
trem os causados p o r e rro res  directos, digam os, al lee r los instrum entos o  al reg istrar 
los datos, o  p o r  erro res en  los p rocedim ientos experim entales. Tam bién  pueden  re la 
cionarse con la na tu ra leza  de  las poblaciones m uestreadas o  con sus parám etros. Por 
ejem plo, cuando  estim am os la vida útil p rom edio  de un c ierto  com ponen te  e lec trón i
co, podem os pensar que estam os m uestreando  una población exponencial, m ientras que 
en realidad  estam os m uestreando  una población W eibull, o  cuando  estim am os el ingre
so p rom edio  de un c ie rto  g rupo  de edad , podem os usar un m étodo  basado  sobre  la su
posición que estam os m uestreando  una población norm al, m ien tras que en realidad  la 
población (distribución de ingreso) es a ltam ente  desviada. T am bién , cuando  estim am os 
la diferencia en tre  los pesos p rom ed io  de dos clases de ranas, la d iferencia  en tre  las 
m edias de IQ 's  de  dos grupos é tn icos, y en  genera l la d iferencia ¿z, — /z2 en tre  las m e
dias de dos poblaciones, podem os suponer que las dos poblaciones tienen  la m ism a va
rianza í t \  m ien tras que en  realidad  ^  o \ .

C om o d ebe  ser aparen te , la m ayoría de las p regun tas de  robustez  son difíciles de 
contestar; c iertam en te , m ucho del lenguaje usado en  el párrafo  an te rio r es rela tivam en
te  itnpreciso. D espués de todo, ¿que es lo que querem os decir po r “ no afectados se ria 
m en te"?  E s m ás, cuando hablam os de violaciones de las suposiciones q ue  la susten tan , 
debe  q u ed ar c laro  que algunas violaciones son m as graves que otras. C uando  se tra ta  
de preguntas de robustez, estam os enfrentados así a toda clase de dificultades, m atem á
ticam ente y de o tro  tipo, y po r la m ayor parte  sólo se pueden  resolver con sim ulaciones 
po r com putadora . M encionarem os, o tra  vez, el tem a de la robustez  b revem ente  en la 
sección 16.1.

EJERCICIOS

1036 Use la definición 10.2 para  m ostrar que V,, la estadística de prim er o rden , es un 
e s tim ad o r consisten te  del p a rá m e tro  a  de  la  pob lac ión  un ifo rm e con /3 =  
a  +  1 . j

1037  Con respecto al ejercicio 1036, use el teorem a 10.3 para m ostrar que Yx — 
es un estim ado r consisten te  del p a rám etro  a.

10.38 C on respecto  a la población uniform e del ejem plo 10.4, use la definición de  con
sistencia para  m ostrar que Y„, la estadística de nésim o orden , es un estim ador 
consisten te  del p a rám etro  jS.

1039  Si X x. A%, . . . ,  X n constituyen una m uestra a leato ria  de  tam año n de una pob la
ción exponencial, m uestre que X  es un estim ador consistente del parám etro  8.

10.40 Con respecto al ejercicio 1039. ¿es X„ un estim ador consistente del parám etro  0?

10.41 M uestre  que el estim ador del ejercicio 10.21 es consistente.

10.42 S ustituya "as in tó ticam en te  insesgado" en  vez de “ insesgado" en  el teo rem a
X  +  1

10.3. y m uestre q u e  — es un estim ador consistente del parám etro  binomial 0.
n  +  2

10.43 S ustituya  “as in tó ticam en te  in sesgado" en  vez de “ insesgado” en  el teo rem a
10.3. use este  teo rem a  para  rehacer el ejercicio 10.38.
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10.44 P ara  m ostrar que un estim ador puede  ser consistente sin ser insesgado o  aun  in
sesgado asin tó ticam en te , considere  el siguiente p roced im ien to  de estim ación: 
p ara  estim ar la m edia de una población con la varianza finita «x2, p rim ero  to 
m am os una m uestra a lea to ria  de tam año  n. D espués a lea to riam en te  sacam os 
una d e  n p a p e le ta s  nu m erad as  de  1 a n,  y  si el núm ero  q ue  sacam os es 2. 3 , . . .  
o  n . u sam os com o nuestro  estim ado r la m edia de la m uestra  a lea to ria ; de  lo 
con trario , usam os el estim ado  n 2. D em uestre  que este  p roced im ien to  de esti
m ación es
(a ) consistente;
(b ) ni insesgado ni asin tó ticam ente  insesgado.

10.45 Si X t , X 2 X„ constituyen una m uestra  a lea to ria  de tam año  n de  una pob la
ción exponencial, dem uestre  que X  es un estim ador suficiente del p a rám etro  0.

10.46 Si X ] y X 2 son variables a lea to rias independien tes que tienen distribuciones bi-
- r  Af?norntales con  los parám etros 0 y  n,  y 6 y  n 2, m uestre q u e  ^  es un esti

m ador suficiente de 0.

X  +  2X-
10.47 E n  resp ec to  al ejercicio 10.46, es —   —  un estim ador suficiente de 02

n , +  2  n 2

10.48 D espués de referirse al e jem plo  10.4, ¿es la estad ística de «ésim o o rden . Y„, un 
estim ador suficiente del p a rám etro  /3?

1 0 .4 9  Si X x y X 2 constituyen  una m uestra  a lea to ria  de tam año  n =  2 de una p ob la 
ción de  Poisson. m uestre que la m edia de la m uestra es un estim ador suficien
te  del p a rám etro  A.

10.50 Si X x, X 2 y A \ constituyen  una m uestra  a lea to ria  de tam año  n  =  3 de una p o 
blación de B ernoulli, m uestre  q ue  Y  = X x +  2 X 2 +  X y no  es un estim ador su
ficiente de 0. (Sugerencia: considere los valores especiales de A ',, X 2 y Af3.)

10.51 Si A'1, X 2, . . . , X n constituyen un m uestra a lea to ria  de tam año  n de una pob la
ción geom étrica, m uestre que Y  = X x +  X 2 +  ••• +  X„ es un estim ado r sufi
c ien te  del p a rám etro  0.

1 0 .5 2  M uestre q ue  el estim ador del ejercicio 10.5 es un estim ador suficiente de la va
rianza de u n a  población norm al con la m edia conocida /x.

10.7 EL M ÉTO D O  DE M OM ENTOS

C om o hem os visto  en  este  cap ítu lo , puede  h aber m uchos estim ado res d ife ren tes  del 
m ism o parám etro  d e  una población. P o r consiguiente, parecería  deseable ten e r  algún 
m étodo  general, o  m étodos, que p ro d u je ran  estim adores con tan tas p rop iedades desea
bles com o fuera  posible. E n esta  sección y en  la sección 10.8 p resen tarem os dos m éto 
dos ta les , el método de momentos, q u e  es h istó ricam en te  uno  d e  los m étodos más 
an tiguos y el método de máxima verosimilitud. A dicionalm ente, la estimación Bayesia- 
na será tra tad a  b revem en te  en  la sección 10.9 y o tro  m étodo , el método de los cuadra
dos mínimos, será considerado  en  el capítu lo  14.
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A

a  =
m'z ~  { m \ )

Puesto  que m \  =  — ^—  =  x  y m \

n

, podem ospodem os escribir
n

t  (*, -  * ) 2

a  =

¿  u  -  * ) 2

en térm inos de las observaciones originales. ▲

E n estos e jem plos estuvim os in teresados en los pa rám etro s  de  una población e s
pecífica. Sin em bargo , es im portan te  señala r que cuando  los parám etros a ser estim a
dos son los m om entos de la población, en tonces el m étodo  de m om entos se puede usar 
sin n ingún conocim iento  sobre  la na turaleza, o  la form a funcional, de  la población.

En dos artículos publicados a principios de este  siglo. R. A. F isher, el p rom inen te  es
tadístico a  quien ya hem os m encionado en  la página 286, p ropuso  un m étodo general 
de estim ación llam ado  el método de máxima verosimilitud. Tam bién  m ostró  las ven ta
jas de este m étodo  al dem ostrar que producía estim adores suficientes siem pre que éstos 
existieran  y que los estim adores de m áxim a verosim ilitud son estim adores asintótica- 
m en te  insesgados de varianza m ínim a.

P ara  ayudar a en ten d e r el principio  en  el cual se basa el m étodo de m áxim a ve
rosim ilitud, supongam os que en el correo  de  la m añana alguien recibe cu a tro  cartas, 
pe ro  desafo rtunadam en te  una de ellas se extravía an tes de q ue  el destina ta rio  tenga la 
opo rtun idad  de abrirla . Si, en tre  las tres cartas restan tes, dos contienen  facturaciones 
de tarje tas de c réd ito  y la o tra  no, ¿cuál podría ser un buen  estim ado de k , el núm ero  
total de facturaciones de  tarjetas de créd ito  en tre  las cua tro  cartas recibidas? C laram en
te . k  debe ser dos o  tres, y si suponem os que cada carta  tiene la m ism a opo rtun idad  de 
ser ex trav iada , encon tram os que la p robab ilidad  de los da to s  observados (dos de las 
tres  cartas restan tes con tienen  facturaciones de tarje tas  de créd ito ) es

10.8 EL M ÉTO D O  DE M Á X IM A  VEROSIMILITUD

1

2

para  k =  2 y

3
4
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para  k  = 3. P o r consiguiente, si escogem os com o nuestro  estim ado de k  e l valor que 
m axim iza la p robab ilidad  de o b ten e r los da tos observados, ob tenem os k  =  3. L lam a
m os a éste  el estimado de máxima verosimilitud y el m étodo  po r el cual se ob tuvo  el 
m étodo  de m áxim a verosim ilitud.

Así, la característica esencial del m étodo de m áxim a verosim ilitud es que exam ina
m os los valores de  la m uestra y entonces escogem os com o nuestros estim ados de  los pa
rám etros desconocidos los valores p a ra  los cuales la p robab ilidad  o  la densidad  de 
probabilidad de o b ten e r los valores de la m uestra es un máximo. E n lo que sigue, nos li
m itarem os al caso de un parám etro; pero , com o verem os en  el ejem plo 10.18, la idea ge
neral tam bién se aplica cuando hay varios parám etros desconocidos. E n  el caso discreto, 
si los valores m uéstrales observados son x , , x 2 x„, la probabilidad de  ob tenerlos es

P^Xy Xy , X 2 X2 , ---, X n X„) / ( x j  , X2 , , X„ , 0 )

que es ju s ta m e n te  el valor de  la d istribución  de p ro b ab ilid ad  con jun ta  de  las m u es
tras  a lea to rias Af,, X 2, . . . ,  X„ en  X¡ =  x x, X 2 =■ x 2, . . . ,  X n = x„. Puesto  que los valo
res m uéstra les se han  observado y, p o r consiguiente, son núm eros fijos, consideram os 
f(xy  , x 2, . . . ,  x„; 0 ) com o un valor de  una función de 0 , y nos referim os a esta  función 
com o la función de verosimilitud. Se aplica una definición análoga cuando  la m uestra 
a leato ria  v iene d e  una población continua, pe ro  en  ese caso / ( x , , x 2, . . . ,  x „ ; 0 ) es el va
lor de la densidad  de  p robab ilidad  conjunta d e  las variables a lea to rias  X x, X 2 X„
en A’, =  x , , X 2 =  x 2 X„ =  x„.

d e fin ic ió n  1 0 3  Si x , , x 2  x„ son los valores de una m uestra aleatoria de una
población con el parám etro  0 . la fundón de verosimilitud de la m uestra está dada por

¿ ( 0 )  =  A x \ .  * 2 ......................x n ] 0 )

para los valores de 0 dentro de un dominio dado. E n  este caso f[  x ¡ , x 2, . . . ,  x „ ; 0) es 
el valor de la distribudón de probabilidad conjunta o  de la densidad de  probabilidad 
conjunta de las variables aleatorias A ',, X 2 X„ en A', =  x , , X 2 =  x 2, . . . ,  X„ =  x „ .

Así. el m étodo  de m áxim a verosim ilitud consiste en  m axim izar la  función de  verosim i
litud con respec to  a  0 , y  nos referim os al valor de 0  que m axim iza la función de ve ro 
sim ilitud com o estim ado r de m áxim a verosim ilitud de 0 .

EJEM PLO 10.15

D ado  x  “éxitos” e n  n  in ten tos, encuen tre  el estim ador de m áxim a verosim ilitud del p a 
rám etro  0  de  la d istribución  binom ial correspondien te .

Solución

Para en c o n tra r  el valor de 0 que m axim iza

L ( 0 ) =  ~  0 )ñ~x

será conven ien te  hacer uso del hecho que el valor de  0 que m axim iza L ( 0 )  tam 
bién  m axim iza:
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y al igualar la segunda de estas derivadas parciales a cero  y despejar p a ra  a 2 d es
pués de  sustitu ir /* =  x . ob tenem os

a n __i= 1

Se debe observar que no m ostram os que cr sea un estim ador de m áxim a verosim i
litud de sólo q ue  tr2 es un estim ador de máxima verosim ilitud de cr2. Sin em bargo, se 
puede  m ostrar (véase la referencia  al final de este  cap ítu lo ) que estim adores de m áxi
ma verosim ilitud tienen  la propiedad  de invarianza que si Q  es un estim ador de máxima
verosim ilitud de 0 y la función dada p o r g (d )  es continua, en tonces g ( 0 ) tam bién  es
un estim ador de m áxim a verosim ilitud de g (d ) .  Se sigue que

*  =  J i r  ~  * ) 2> 1=1

qu e  difiere de  s  en  que dividim os en tre  n  en  vez de n — 1 , es un estim ador de m áxim a 
verosim ilitud de a .

E n los e jem plos 10.15, 10.16 y 10.18 m axim izam os el logaritm o de la función de 
m áxim a verosim ilitud  en  vez de la función m ism a de m áxim a verosim ilitud, pe ro  esto  
no es de n inguna m anera  necesario . Justam en te  dio la casualidad que fue conveniente 
en  cada  caso.

EJERCICIOS

10.53 Si X x, X2, . . . , X „  constituyen  una m uestra  a lea to ria  de  u na  población con la 
m edia ai y la  varianza a 2, use el m étodo  de m om entos para  en co n trar los esti
m adores de /z y (T2.

10.54 D ad a  una m uestra  a lea to ria  de tam año  n  de  una población exponencial, use el 
m étodo  de m om entos para encon trar un estim ador del parám etro  6.

10.55 D ad a  u na  m uestra  a lea to ria  de tam añ o  n de una pob lac ión  un ifo rm e con 
a  =  0, encu en tre  un estim ador para  (3 p o r el m étodo  de m om entos.

1 0 .5 6  D ad a  una m uestra  a leato ria  de tam año  n  de una población De Poisson. use el 
m étodo  de m om entos para  encon trar un estim ador del parám etro  A.

10.57 D ado una m uestra aleatoria de tam año n de una población beta  con =  1, use 
el m étodo de m om entos para encon trar una fórm ula para  estim ar el parám etro  a.

10.58 Si X , . X 2, . . . .  X„ constituyen una m uestra a lea to ria  de tam año  n  de una p ob la 
ción dada  por:

n  \ I  p a ra  0  <  x  <  d
Ax;») = { &

( 0  en  cualquier o tra  parte

encuen tre  un  estim ador para  d p o r el m étodo  de  m om entos.

10.59 Si Af,, X 2, ■.., X„ constituyen una m uestra  a lea to ria  de tam año  n de una p ob la 
ción dada  por:
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p a ra  x  >  5

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte
g ( x ; 0 )  =  6

0

encu en tre  los estim adores p a ra  8 y  0 p o r el m étodo de m om entos. Esta d istri
bución se conoce algunas veces com o la distribución exponencial de dos pará
metros, y p a ra  0 =  1 es la d istribución  del e jem plo  10.3.

1 0 .6 0  D ada un a  m uestra  a lea to ria  de tam año  n  de  una población uniform e continua, 
use el m éto d o  de m om entos para  en co n trar fórm ulas para  estim ar los p a rám e
tros a  y  fi.

10.61 C onsidere  N  variables a lea to rias  independ ien tes q ue  tienen  d istribuciones b i
nom iales idénticas con los parám etros 0 y  n  =  3. Si n 0 de  ellas asum en el va
lor 0, /i, asum en  el valor 1, n 2 asum en el valor 2 y n 3 asum en el valor 3, use el 
m étodo  d e  m om entos p a ra  en co n tra r una fórm ula para  estim ar 0.

10.62 U se el m éto d o  de m áxim a verosim ilitud para  rehacer e l ejercicio 10.56.

10.63 U se el m éto d o  de m áxim a verosim ilitud para  rehacer el ejercicio 10.57.

10.64 Si X ¡ , X 2, . . . , X n constituyen una m uestra  a lea to ria  de tam año  n  de  una p ob la
ción gam m a con a  =  2 , use el m étodo  de  m áxim a verosim ilitud p a ra  encon trar 
una fórm ula para  estim ar fi.

10.65 D ada un a  m uestra  a lea to ria  de tam año  n  de una población norm al con la m e
dia conocida /x, encuen tre  el estim ador de m áxim a verosim ilitud p a ra  tr.

10.66 Si X u  X 2, . . . , X h constituyen una m uestra  a lea to ria  de tam año  n p a ra  una po 
blación geom étrica, encuen tre  las fórm ulas p a ra  estim ar su p a rám etro  0 al usar
(a ) el m éto d o  de m om entos;
(b ) e l m éto d o  de m áxim a verosim ilitud.

10.67 D ad a  u na  m uestra a lea to ria  de  tam añ o  n de u na  población  de  Rayleigh (véase 
el ejercicio  6 .2 0 ), encuen tre  un estim ador p a ra  su p a rám etro  a  po r el m étodo 
de m áxim a verosim ilitud.

10.68 D ada u n a  m uestra  a lea to ria  d e  tam añ o  n de u na  población  P a re to  (véase el 
ejercicio 6 .2 1 ). use el m étodo de  m áxim a verosim ilitud para  encon trar una fórm u
la para  estim ar su p a rám etro  a .

10.69 U se el m éto d o  de m áxim a verosim ilitud para  rehacer el ejercicio 10.59.

10.70 U se el m éto d o  de m áxim a verosim ilitud p a ra  rehacer el ejercicio 10.60.

10.71 U se el m éto d o  de m áxim a verosim ilitud para  rehacer el ejercicio 10.61.

10.72 D ada u na  m uestra  a lea to ria  de tam año  n  de  una población gam m a con el pa
rám etro  conocido  a ,  encu en tre  un estim ador de m áxim a verosim ilitud para

10.73 Si V,, V2 Vn y  W ,, W2, . . . ,  Wn son m uestras a lea to rias independ ien tes de ta 
m año  n d e  poblaciones norm ales con las m edias /¿i =  o  +  fi y f i 2 =  a  — fi  y 
la varianza com ún a 2 =  1 , encuen tre  los estim adores de  m áxim a verosim ilitud 
p a ra  a  y  fi.

(a) fi\ (b) r  =  (20 -  1): .
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10.74 Si V\. K , . . . ,  Vn¡ y IV,. VV: , . . . .  Wn, son m uestras a lea to rias  independien tes de 
tam año  /», y n 2 de  poblaciones norm ales con las m edias /x] y ^  y la varianza 
com ún ir2, encuen tre  los estim adores de  m áxim a verosim ilitud para ¿ i , . /x2 y rr2.

10.75 Sea X x, X 2 , . . . ,  A'„ una m uestra  a lea to ria  de tam año  n  de  una población unifor
m e d ada  po r

ñ r .O )  =

1 1
1 para  0 — -  <  x  <  0  +  -

0  en cualquier o tra  parte

M uestre q u e  si Yx y Yn son las estadísticas de prim er y nésim o o rden , cualquier 
estim ador O tal que

Y. -  j  S  Ó  S  i '  +  i

puede serv ir com o un estim ador de m áxim a verosim ilitud de 0. E sto  dem ues
tra  que los estim adores de m áxim a verosim ilitud no son únicos.

10.76 C on respec to  al ejercicio 10.75, com pruebe si los siguientes estim adores son e s
tim adores de m áxim a verosim ilitud de 0 :

(a) \ ( Y t +  Y„)-, (b) 1(V. +  2Y2).

APLICACIONES

10.77 E n 12 días, seleccionados al azar, el consum o de electricidad de  una ciudad fue 
de 6.4. 4.5. 10.8, 7.2, 6 .8 , 4.9, 3.5, 16.3, 4.8, 7.0, 8 . 8  y 5.4 m illones de kilovatios- 
hora. S uponiendo que estos datos se pueden  considerar com o una m uestra alea
to ria  de u na  población gam m a, use los estim ado res ob ten idos en  el e jem plo
10.14 para  estim ar los parám etros a y (i.

10.78 E l tam año  de un población anim al a veces se estim a p o r el método de captura- 
recaptura. E n este  m étodo, n , de  los anim ales se cap tu ran  en el área  en consi
deración , se  m arcan, y se liberan. M ás tarde , se cap tu ran , n 2 de los anim ales, se 
encuen tra  que A' de  ellos están  m arcados, y se usa esta  inform ación para  e s ti
m ar .V, el n ú m ero  to ta l de an im ales de la clase dada en el á rea  en considera
ción. Si se cap tu ran  « , =  3 búhos raros en una sección de un bosque, se m arcan 
y se liberan , m ás tarde se cap tu ran  n 2 =  4 búhos tales se cap tu ran  y sólo uno 
de ellos se encuen tra  m arcado, estim e N  po r el m étodo  de m áxim a verosim ili
tud. (Sugerencia: in ten te  con N  =  9, 10. 11, 12. 13 y 14.)

10.79 C ie rto s  neum áticos rad ia les tuv ieron  vidas ú tiles de 35,200, 41,000, 44.700, 
38,600 y 41,500 millas. S uponiendo que estos da to s  se pueden  considerar com o 
una m uestra  a lea to ria  de una población exponencial, use el estim ado r o b ten i
do en  el ejercicio  10.54 para  estim ar el parám etro  0.

10.80 D e seis m edidas del pun to  de ebullición de un com puesto  de silicio, el tam año  
del e rro r  fue 0.07, 0.03, 0.14, 0.04, 0.08 y 0.03 C . Suponga q ue  es to s  da to s  se
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p u ed en  c o n sid e ra r com o u na  m uestra  a lea to ria  de  la pob lac ión  de l ejercicio  
10.58, use  el estim ador o b ten id o  ah í po r e l m éto d o  de m om entos para  estim ar 
el p a rám etro  9.

10.81 Sin c o n ta r  los que fallaron  inm edia tam ente , ciertos focos tuv ieron  vidas útiles 
de  415 ,433 , 489 ,531 ,466 , 410, 479,403, 562 ,422 ,475  y  439 horas. Suponga que 
estos da to s  se pueden  considerar com o una m uestra  a lea to ria  de una población 
exponencial de  dos parám etros, use los estim adores ob ten idos en  el ejercicio
10.59 p a ra  estim ar los pa rám etro s  6 y 9.

10.82 R ehaga e l ejercicio 10.81, use los estim adores ob ten idos en  el ejercicio  10.69 
p o r e l m étodo  de m áxim a verosim ilitud.

10.83 Los da to s  reun idos d u ran te  varios años m uestran  que cuando  u na  co rredo ra  de 
bolsa llam ó a un a  m uestra  a lea to ria  de ocho  de sus clientes, ob tuvo  u na  señal 
de  ocupado  6.5, 10.6, 8.1, 4.1, 9.3, 11.5, 7.3 y 5.7 p o r c ien to  del tiem po. Supon
ga que estas cifras se pueden  considerar com o una m uestra  a lea to ria  de una po 
blación un ifo rm e continua, use los estim adores ob ten idos en  el ejercicio 10.60 
p a ra  estim ar los parám etros a  y /3.

10.84 R ehaga e l ejercicio 10.83, use los estim adores ob ten idos en  el ejercicio 10.70.

10.85 C ada  vez que el Sr. Jo n es  va al h ip ó d ro m o  ap u esta  a tres  carre ras . E n  una 
m uestra  a lea to ria  de 2 0  visitas al h ipódrom o, el perd ió  to d as  sus apuestas 11 

veces, g an ó  una vez siete  veces y ganó  dos veces en  dos ocasiones. Si 9 es la 
p robab ilidad  de q ue  ganará  una , cualquiera , de  sus apuestas, estím ela  usando 
el estim ado r de m áxim a verosim ilitud o b ten id o  en  el ejercicio 10.71.

10.86 E n una m uestra  a lea to ria  de los m aestros en  un d istrito  esco lar grande, sus sa
larios anua les  fueron  $23,900, $21,500, $26,400, $24,800, $33,600, $24,500, 
$29,200, $36,200, $22,400, $21,500, $28,300, $26,800, $31,400, $22,700 y $23,100. 
Suponga q u e  estos da to s  se pueden  considerar com o una m uestra  a lea to ria  de 
una población de P areto , use e l estim ador ob ten ido  en  el ejercicio 10.68 para  
estim ar e l p a rám etro  a .

10.87 E n 20 d ías m uy fríos, una g ran jera  pud o  a rran car su trac to r en  el p rim er, te r 
cer, qu in to , p rim er, segundo, p rim er, te rcer, sép tim o, segundo, cuarto , cuarto , 
octavo, p rim er, tercer, sexto, qu in to , segundo, p rim er, sexto  y segundo  in ten to . 
Suponga qu e  estos datos se p u eden  considerar com o una m uestra  a lea to ria  de 
una población  geom étrica, estim e su p a rám etro  6 p o r cualqu iera  de los m éto 
dos del ejercicio  10.66.

10.88 Los IQ 's  de 10 adolescentes qu e  pertenecen  a un  g rupo  étn ico  son  98 .114 , 105, 
101,123, 117,106, 92 ,110  y 108, m ien tras q ue  los de seis adolescentes que p e r
tenecen  a  o tro  g rupo  étn ico  son 122 ,105 ,99 , 126,114 y 108. Suponga q ue  estos 
datos se p ueden  considerar com o m uestras a lea to rias  independ ien tes de p ob la
ciones norm ales con las m edias y n 2 y varianza com ún a 2, estim e estos 
p a rám etro s  po r m edio  de estim adores de m áxim a verosim ilitud ob ten idos en  el 
ejercicio 10.74.
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H asta  ahora  hem os supuesto , en  este capítu lo , que los parám etros que querem os esti
m ar son constan tes desconocidas: en  la estim ación bayesiana los pa rám etro s  se consi
de ran  com o variab les a leatorias que tienen  distribuciones previas, que suelen  reflejar 
la fortaleza de las creencias de uno sobre los valores posibles que pueden  asum ir. En la 
sección 9.6 ya encon tram os un p rob lem a de  estim ación bayesiana: el p a rám etro  e ra  el 
de  una densidad  un ifo rm e y su d istribución  previa e ra  una distribución gam m a.

E l p rob lem a principal de la distribución bayesiana es el de  com binar creencias 
p rev ias sobre  un  p a rám etro  con evidencias m uéstra les d irectas, y en  el e jem plo  9.9 con
seguim os e s to  al d e te rm in a r <p(0|jt), la densidad  condicional de 0  dado  X  =  x . En 
con traste  a la d istribución  previa de  0 , esta  distribución condicional (que tam bién  re 
fleja la evidencia m uestra l d irec ta) se llam a la distribución posterior de 0 .  E n general, 
si h (6 )  es el valor d e  la distribución previa de  0  en 0 y querem os com binar la in for
m ación qu e  expresa con la evidencia m uestral d irecta  sobre  0 , p o r ejem plo , el valor de 
una estad ística W  =  u (X \ , X 2, . . . ,  X n), de term inam os la d istribución  p oste rio r de  0  
p o r m edio  de  la fórm ula

, 0 1 » )  -  ^g { w )  g (w )

E n este  caso / ( i v |0 )  es el valor de la d istribución  m uestral de W  dado  0  =  0 en  w , 
f ( 0 .  w )  es el valor d e  la distribución con jun ta  de O  y W  en 0  y w , y g (w )  es el valor de 
la distribución m arginal de W  en  w. A dvierta  que la fórm ula an te rio r p a ra  tp (0 \w )  es, 
de  hecho, una extensión al caso con tinuo  del teo rem a de Bayes, teo rem a 2.13. D e ahí 
e l térm ino  “estim ación bayesiana” .

U na vez que se ha ob ten ido  la distribución posterio r de un p arám etro , se puede 
usar para  hacer estim ados com o en  el ejem plo 9.9, o  se puede usar para  hacer afirm a
ciones probabilísticas acerca del p arám etro , com o se ilustrará en el e jem plo  10.20. A u n 
q u e  el m étodo  qu e  hem os descrito  tiene  am plias aplicaciones, aqu í lim itarem os nuestro  
exam en  a inferencias sobre  el p a rám etro  0  de una población binom ial y la m edia de 
una población norm al; en  el ejercicio 10.92 se tra tan  las inferencias acerca del p a rám e
tro  de una población  de Poisson.

t eo r em a  10.5 Si X  es una variable a lea to ria  binom ial y la distribución previa de 
0  es una distribución  be ta  con los parám etros a y  p ,  en tonces la distribución pos
te rio r de 0  d ad o  X  =  x  es una distribución  be ta  con  los pa rám etro s  x  +  a  y 
n -  x  +  p .

t  Algunos de los conceptos y lenguaje usados en esta sección se introdujeron en el capítulo 9. el 
capítulo opcional sobre teoría de decisiones.
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D em ostración . Para 0 = 6  tenem os 

f ( x | 0 ) =  “  0)n~x p a r a x  =  0 , 1 . 2

T (a  +  fi)

m  =

y p o r tan to

0  en cualqu ier o tra  parte

m x )  =  i ^ i - r i ( i  - e> í" x  ( " h 1 - e r '

— fn V-EÍ̂ Í-ÉL./y+e-l/l _

" U  r (. ) . r (/8) ^ (1 e)

p a ra  0  <  6 <  1 y x  =  0, 1, 2  n, y  f { 8 ,x )  =  0 en  cualquier o tra  p a rte . Para
o b ten e r la densidad  m arginal de  X ,  hagam os uso del hecho que la in tegral de  la 
densidad  be ta  de 0  a 1 es igual a  1 ; esto  es

.i

I .
s - v  -  , r ¡ *  -

Así, ob tenem os

+  p )  l '( a  +  x ) - T ( n  -  x  +  p )
* (* )

=  M  T (q  H 
\ x )  r ( a ) . r ( P )  I >  +  a  +  P) 

p ara  x  =  0 , 1 , . . . .  n , y p o r  tan to

* • '* >  =  +  -  9 r ' +" '

para  0 <  6 <  1, y <p(0|.r) =  0 en  cualquier o tra  parte . C om o se puede ver m e
d ian te  u na  inspección, és ta  es una densidad  be ta  con los p a rám etro s  r  +  a y  
n — x  +  p . ▼

Para hacer uso de  este teorem a, refirám onos al resu ltado  que (bajo  condiciones 
muy generales) la m edia de la distribución posterio r m inim iza el riesgo de Bayes cuando 
la función de pérd ida es cuadrática, esto  es, cuando la función de pérd ida está  dada por

L [ d (x ) ,9 ]  =  c[rí(x) — 0 ]2

donde c es u na  constan te  positiva. A dv ierta  que és ta  es la función de pérd id a  que usa
m os en  el e jem plo  9.9. Puesto  que la distribución poste rio r de  0  es una distribución b e 
ta  con pa rám etro s  x  +  a  y  n  — x  +  p . se sigue po r el teo rem a 6.5 que

£ ( 0 | x ) =  •r  +  a
a  +  P  +  n

es un valor de un estim ador de 9 que m inim iza el riesgo de Bayes cuando  la función de 
pérd ida  es cuadrá tica  y la d istribución  previa de 0  es de la form a dada.
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o-? (42 .5 ) 2 +  (1 3 .4 )2 ° - 0 1 1 1

de m anera  qu e  <r2 =  90.0 y a ¡  =  9.5. A hora , la respuesta  a nuestra  p regun ta  está 
d ada  p o r el á rea  de  la región som breada de la figura 1 0 .1 , esto  es, el á rea  bajo  la 
curva norm al es tándar en tre

700 -  715 _  _  720 -  715 _
5 3 — - - 1J 8 y - o .53

Así, la p robabilidad  de que el valor de M  esté en tre  700 y 720 es 0.4429 +  0.2019 
=  0.6448, o  aprox im adam ente  0.645. ▲

0.2019

0.4429

700 715 720

z = -1 -5 8  z =  0.53

F ig u ra  10.1 D iagram a para el ejem plo 10.20.

EJERCICIOS

10.89 C on los resu ltados del ejercicio 6.29, m uestre  que la m edia de la distribución 
p osterio r d e  0  dada  en  la página 354 se puede escrib ir com o

£ ( 6 | x )  =  w j ¡  +  (1 -  t e )  -0O

esto  es. com o una m edia p onderada  de — y 0 O, donde 0 O y a l  son la m edia y la 

varianza d e  la distribución b e ta  prev ia  de O y  ,

n
w  = —

n  +  « o í ! z » » l _  j
<7o

10.90 En el ejem plo 10.19 la distribución previa del parám etro  0  de la distribución bi
nom ial fue una distribución beta  con a  = (i =  40. U se el teorem a 6.5 para  en 
con trar la m edia y la varianza de esta  distribución previa y describa su forma.
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10.91 M uestre q ue  la m edia de la distribución poste rio r de M dada en  el teo rem a 10.6 
se puede escrib ir com o

Hi =  w  ■ x  +  (1 -  w )  • /x0 

e sto  es. com o una m edia p o n d erad a  de x  y  f i0, donde

n
iv =

0 o

10.92 Si X  tiene  una distribución de Poisson y la d istribución  previa del p a rám etro  A 
(m ayúscula griega lam bda) es una distribución  gam m a con los pa rám etro s  a  y 
/3, m uestre  que
(a) la d istribución  poste rio r de A dada p o r X  =  x  es una distribución  gam m a

O
con los parám etros a  +  x  y

i» +  *
(b) la m edia de la distribución p oste rio r de A es

_ f l ( a  +  x )
A l p  +  1

APLICACIONES

10.93 Lo p roducido  en  una cierta  línea de producción se verifica d iariam en te  m edian
te la inspección de 100 unidades. D u ran te  un periodo  largo  de tiem po, el p ro 
ceso ha m an ten id o  un rend im ien to  de  80 p o r c ien to , esto  es. u na  proporción  
defectuosa  de 2 0  p o r c ien to , y la variación de  la p roporc ión  defectuosa  de día 
a día se m ide po r una desviación es tán d a r de 0.04. Si en  un c ie rto  d ía la m ues
tra  con tiene  38 unidades defectuosas, encuen tre  la m edia de la distribución p o s
te rio r de 0  com o un estim ado de la proporción  defectuosa  de ese día. Suponga 
que la d istribución  previa de 0  es una distribución beta.

10.94 Los reg istros de una universidad (reun idos du ran te  m uchos años) m uestran  que 
en  p rom ed io  74 p o r c ien to  de todos los estud ian tes de  p rim er ingreso tiene IQ 's 
de  p o r  lo m enos 115. P or supuesto , el po rcen taje  varía  un poco  año  con año , y 
esta  variación se m ide po r una desviación es tán d a r de 3 po r c ien to . Si una ve
rificación m uestral de  30 alum nos de prim er ingreso q ue  e n tra n  a  la universi
d ad  en  1998 m ostró  que sólo 18 de ellos ten ían  IQ 's  de p o r lo m enos 115, estim e 
la verdadera  proporción  de  estud ian tes con IQ 's  de p o r  lo m enos 115 en  esa g e 
neración  de  p rim er ingreso, use

(a) sólo la inform ación previa;
(b ) sólo la inform ación directa;
(c) el resu ltado  del ejercicio 10.89 para  com binar la in form ación  previa con la 

inform ación directa.
10.95 C on respec to  al e jem plo  10.20, encuen tre  P (712  <  M <  7 2 5 1J =  692).
10.96 U n p ro feso r de  historia  es tá  p rep a ran d o  un exam en final que se adm in istrará  a 

un g rupo  m uy grande de estud ian tes. Su creencia acerca de la calificación pro-
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m edio  que deben  sacar se expresa sub jetivam ente  p o r una distribución  norm al 
con la m ed ia  /x„ =  65.2 y la desviación es tándar <r0 =  1.5.
(a) ¿Q ué p robabilidad  previa asigna el p rofesor a la calificación p rom edio  real 

a que es té  en  alguna pa rte  del in tervalo  de  0.63 a 0.68?
(b ) ¿Q ué probab ilidad  poste rio r asignaría a este  even to  si e l exam en se p ro 

bará  e n  una m uestra  a lea to ria  de 40 estud ian tes cuyas calificaciones tie 
nen  u n a  m edia de 72.9 y una desviación e s tá n d a r  de 7.4? U se s  =  7.4 
com o un estim ado  de a .

10.97 U na geren te  de oficina cree que para una cierta  clase de  negocio el núm ero  d ia
rio de llam adas telefónicas que se reciben  es una variable a lea to ria  que tiene 
una d istribución  de Poisson, cuyo parám etro  tiene una distribución  gam m a pre
via con  a  =  50 y  /3 =  2. Si se le dice que en  un negocio así se recibieron 112 
llam adas telefónicas en un día dado , ¿cuál se rá  su estim ado  del p rom ed io  d ia
rio  del n ú m ero  de llam adas recibidas en  ese negocio en  particu lar si considera
(a) sólo la  inform ación previa;

(b) sólo la información directa;
(c) am bas clases de inform ación y la teoría  del ejercicio 10.92? 

REFERENCIAS

Se examinan diversas propiedades de estim adores suficientes en
L f h m a n n . E. L., Theory o f  Point Estimation. Nueva York: John Wiley & Sons. Inc., 1983, 
W ilk s , S. S., Mathernatical Statisiics. Nueva York: John Wiley & Sons, Inc., 1962.

y se puede encontrar una demostración del teorem a 10.4 en
M ogo, R. V.. and C ra ig ,  A. T., Introduction to Mathernaticul Statistics, 5th ed. U pper Saddle 

River. N.J.: Prentice Hall. 1995.

Se examinan propiedades im portantes de los estimadores de máxima verosimilitud en 
K e e p in g , E. S., Introduction to Statistical Inference. Princeton. N.J.: D. Van Nostrand Co., 

Inc., 1962,

y se puede encontrar una derivación de la desigualdad de Cram ér-Rao. así como de las con
diciones más generales bajo la cual se aplica, en
R a o , C. R ., Advanced Statistical Methods in Biometric Research. Nueva York: John Wiley 

& Sons. Inc.. 1952.
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CAPITULO

11
Estimación: aplicaciones

11.1 IN T R O D U C C IÓ N
11.2  LA E S TIM A C IÓ N  D E  M EDIAS
11.3 LA E S TIM A C IÓ N  D E  DIFERENCIAS ENTRE M EDIAS
11.4  LA E S TIM A C IÓ N  D E PR O POR CIO NES
11.5 LA E S TIM A C IÓ N  D E DIFERENCIAS ENTRE PR O POR CIO NES
1 1 . 6  LA E S TIM A C IÓ N  DE VARIANZAS
11.7 LA E S TIM A C IÓ N  D E LA R A Z Ó N  O  C O C IE N T E  ENTRE D O S  VARIANZAS
11.8  U S O  DE C O M P U TA D O R A S

11.1 INTRODUCCIÓN

E n el capítu lo  10 nos cen tram os en  estim ación puntual. A unque  ésta  es una form a co
m ún p a ra  exp resar las estim aciones, deja  espacio  para  m uchas p reguntas. P o r ejem plo, 
no  nos dice en cuán ta  inform ación se basa la estim ación, ni nos dice nada sobre  el ta 
m año posible del e rro r. Así, tal vez habría  que com pletar un estim ador puntual 0 de  6 
con el tam año  de  la m uestra  y el valor de v a r( 0 ) o con alguna o tra  inform ación sobre 
la distribución m uestral de  0 .  C om o verem os, nos perm itirá  evaluar el tam año  posible 
del error.

A lternativam en te , podríam os usar estim ación de in tervalo . U n a  estim ación de  in
tervalo  de 0 es un  in tervalo  de la form a 0 X <  0 <  02, donde 0 , y son valores de va
riab les a lea to rias  ap rop iadas 0 ,  y 0 2- P o r “ap ro p iad a” querem os decir

P ( é ,  <  e  <  é 2) =  1 -  a

p a ra  a lguna p ro b ab ilid ad  especificada 1 — o . P a ra  un valor especificado  de 1 — a, 
nos referim os a 0 , <  6 < 0 2 com o intervalo de confianza (1 — a )  100%  Para  T am 
bién, 1 — a  se llam a grado de confianza, y los puntos term inales del in tervalo , 0¡ y  02, 
se llam an límites de confianza inferior y superior. P or ejem plo, cuando a  =  0.05. el g ra
do  de confianza es 0.95 y ob tenem os un in tervalo  de  confianza del 95% .

D ebe en ten d erse  que. com o los estim adores pun tuales, los estim adores de  in te r
valos de un p a rám etro  dado  no son únicos. E sto  se ilustra  en  los ejercicios 11.2 y 11.3 
y tam bién  en  la sección 1 1 .2 , donde m ostram os que, basado  una sola m uestra  aleato-

360
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ria, hay varios in tervalos de confianza p a ra  ¿i, todos tienen  el m ism o grado  de  confian
za 1 — a . C om o fue el caso en la estim ación puntual, los m étodos de estim ación de in 
tervalo  se juzgan  p o r sus diversas p rop iedades estadísticas. P or ejem plo, una p rop iedad  
deseab le  es q ue  la  longitud de un in tervalo  de confianza de ( l  — a )  1 0 0 %  sea tan  co r
ta  com o sea posible: o tra  p rop iedad  deseable es q ue  la longitud esperada , £ ( © 2  — © i) 
sea  tan  pequeña  com o sea posible.

1 1 . 2  L A  E S T IM A C IÓ N  D E  M E D IA S

Para ilustrar cóm o se puede evaluar el tam año  posible de los e rro res  en la estim ación 
pun tual, supongam os que la m edia de  una m uestra  a lea to ria  se va a usar para  estim ar 
la m ed ia  de u na  población  norm al con varianza conocida ir2. Por el teo rem a 8.4, la dis
tribución  m uestra l de  X  p ara  m uestras a leatorias de tam año  n de una población n o r
m al con m edia /x y varianza <t 2 es una distribución norm al con

2 <r2
Mi =  M y <r¡ =

Así, podem os escrib ir

donde
P ( |Z |  <  za,o) =  l - «

x  ~ nz  =
(T/ V n

y z a¡ 2 es tal qu e  la  integral de la densidad  norm al es tándar de za/2 a oo es igual a a /2  
(véase tam bién  el ejercicio 6.62). Se sigue que

=  1 -  a

o, en  o tras palabras, que

t e o r e m a  11.1 Si X , la m edia de  una m uestra  a lea to ria  de tam año  n  de una po 
blación norm al con la varianza conocida a 2, se va a usar com o un estim ador de
la m edia de la  pob lación , la p ro b ab ilid ad  es 1 — a  de q ue  el e rro r  será  m enor 

cr

EJEM P LO  11.1

U n equ ipo  de experto s en eficiencia in ten ta  usar la m edia de una m uestra  a leato ria  de 
tam año  n  =  150 para  estim ar el p rom edio  de la ap titud  m ecánica de los trabajadores 
de una línea de ensam ble en  u na  industria  g rande (según la m ide cierta  p rueba  están-
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E JEM P LO  11.2

Si una m uestra a lea to ria  de tam año  n  =  20 de una población norm al con la varianza 
a 1 =  225 tiene  la m edia x  =  64.3. construya un in tervalo  de confianza del 95%  para 
la m edia de la población fi.

So lución

Sustituim os n =  20, x  =  64.3, a  =  15 y z0025 =  1.96 en la fórm ula del in te rva 
lo de confianza del teo rem a 1 1 .2 , y ob tenem os

64.3 -  1. 96— <  fi <  64.3 +  1 .9 6 * -^¿=
V 2 0  V 2 0

que se reduce  a

57.7 <  <  70.9 ▲

C om o señalam os en  la página 360. las fórm ulas de intervalos de confianza no son únicas. 
Esto se puede ver a l cam biar la fórm ula del intervalo de confianza del teo rem a 11.2 a

o  a  la fórm ula del intervalo de confianza del ( 1  — a )  1 0 0 % en un sentido

M <  f  + z- ' v r ,

A lternativam en te , podríam os basar un in tervalo  de  confianza para /x en la m ediana de 
la m uestra  o. d igam os, la m itad de la am plitud.

H ab lando  estric tam en te , los teo rem as 11.1 y 11.2 requ ieren  qu e  tra tem os con una 
m uestra  a lea to ria  de una población norm al con la varianza conocida tr2. Sin em bargo, 
en v irtud  del teo rem a  del lím ite cen tral, tam bién  se pueden  usar estos resu ltados para 
m uestras  a lea to rias  de pob lac iones no no rm ales siem pre q ue  n  sea  su fic ien tem en te  
grande; esto  es, n  S  30. E n  este  caso, podem os sustitu ir en vez de a  el valor de la des
viación es tándar d e  la m uestra.

EJEM P LO  11.3

U n d iseñador industrial qu iere  de te rm inar la cantidad  p rom edio  de tiem po que tarda 
un adu lto  en  ensam blar un juguete  "fácil de ensam blar" . U se los da tos siguientes (en 
m inutos), una m uestra  a lea to ria , para  constru ir un in tervalo  de confianza del 95%  pa
ra la m edia de la población m uestreada:

17 13 18 19 17 2 1 29 2 2 16 28 2 1 15
26 23 24 2 0 8 17 17 2 1 32 18 25 2 2

16 1 0 2 0 2 2 19 14 30 2 2 12 24 28 1 1

So lución

A l sustitu ir n =  36, x  =  19.92, zoa2í =  1.96 y s  =  5.73 con (t  la fórm ula del in
tervalo  de confianza del teo rem a 1 1 .2 . obtenem os:
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líos de la m arca B  tuv ieron  un con ten ido  p rom edio  de n ico tina de  2.7 m iligram os con 
una desviación es tán d a r de 0.7 m iligram os. Suponga que los dos conjuntos de datos son 
m uestras  a lea to rias  in d ep en d ien tes  de pob lac iones no rm ales con  varianzas iguales, 
construya un in tervalo  de  confianza del 95%  para  la d iferencia  en tre  las m edias de los 
conten idos de  n ico tina de las dos m arcas de cigarrillos.

Solución

P rim ero  sustitu im os n x =  10, n 2 =  8, s , =  0.5 y s2 =  0.7 e n  la fórm ula de sp , y 
ob tenem os

_  ^ 9 ( 0 .2 5 )  +  7 ( 0 .4 9 )  _  ^

E ntonces, ai sustitu ir este  valor ju n to  con n , =  10, /i2 =  8 . J j  =  3.1, x 2 =  2.7 
y ô.o2 5.16 =  2.120 (de  la tab la  IV ) en  la fórm ula del in tervalo  de confianza del 
teo rem a  11.5, encon tram os que el in tervalo  requerido  de confianza del 95%  es

(3 .1  -  2 .7 )  -  2 . 1 2 0 ( 0 . 5 9 6 ) ^  +  i

<  (3.1 -  2 .7) +  2 . 1 2 0 ( 0 . 5 9 6 ) ^  +

q ue  se  reduce  a

- 0 . 2 0  <  m, “  M2 <  1 0 0

Así, los lím ites de 95%  de confianza son -0 .20  y 1.00 m iligram os; pe ro  observe 
q ue  puesto  q ue  esto  incluye /x, — ¿i2 =  0, no  podem os concluir q ue  hay  una di
ferencia rea l en tre  los con ten idos p rom edio  de  n icotina de las dos m arcas de ci
garrillos. E n co n tra rá  m ás acerca de esto  en el capítu lo  13. ▲

EJERCICIOS

11.1 Si x  es un  valor d e  un a  variab le  a lea to ria  que tiene  una distribución  exponen 
cial, encu en tre  k  de  m anera  que el in tervalo  de 0 a  Ja: es un in tervalo  de  con
fianza de l (1 — cr) 100% p a ra  el p a rám etro  9.

11.2 Si x, y x 2 son los valores de una m uestra  a lea to ria  de  tam año  2 de una pob la
ción qu e  tien e  una densidad  uniform e con a  =  0  y 0  =  6, encuen tre  k  de  m a
ne ra  que

0  <  0 <  k ( x x +  x 2)

sea un in tervalo  de  confianza del (1 — a )  100% p a ra  9 cuando
(a) a  ^  J ;  (b ) a  >

1 1 3  Si hacem os uso de  los m étodos de la sección 8.7, se puede  dem ostra r que para  
una m uestra  a lea to ria  de tam año  n =  2 de  la población  de l ejercicio 11.2, la 
distribución  de la am plitud  de la m uestra  está  dada  por

f { R )  = í e ? ( 6 ~  p a r a 0  <  R  <  6

( 0  en  cualqu ier o tra  p arte
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U se este  resu ltad o  para encon trar c de m anera  que

R  < 6 <  cR

es un in te rvalo  de confianza del ( 1  — a )  1 0 0 % p ara  6.

1 1 .4  M uestre qu e  el in tervalo  de confianza del (1 — o)100%

es m ás co rto  que el in tervalo  de  confianza del ( 1  — a ) 1 0 0 %

* ~  ^  < *  +

1 1 .5  M uestre que de todos los intervalos de confianza del (1 — a )  100% de la form a

1 “  M <  x +

el que tiene  k  =  0.5 es el m ás corto.

1 1 .6  M uestre q u e  si x  se usa com o una estim ación pun tual de  ¿i y a  es conocida, la 
p robab ilidad  es 1 — a  de que | x  — ¡x | , el valor abso lu to  de nuestro  erro r, no 
excederá u na  cantidad  especificada e cuando

2

n  =
(T

z»n * T

(Si resu lta  q ue  n <  30, esta  fórm ula no se puede  usar, a m enos que sea razo 
nable  suponer que estam os m uestreando  a p a rtir  de  una población norm al.)

1 1 .7  M odifique el teo rem a 11.1 de m anera que se  pueda  usar para  evaluar el e rro r 
m áxim o cu ando  a 2 sea desconocida. (A dv ierta  que este  m étodo  se puede  usar 
sólo después de h aber ob ten ido  los datos.)

1 1 .8  E nuncie  un  teo rem a  análogo  al teo rem a  11.1, lo que nos p e rm ite  eva luar el 
e rro r  m áxim o al usar x ,  — x 2 com o una estim ación de — f i 2 en  las condi
ciones del teo rem a  11.4.

1 1 .9  M uestre qu e  es un estim ador insesgado de a 2 y encuen tre  su varianza en  las 
condiciones del teo rem a  11.5.

1 1 .1 0  V erifique el resu ltado  de la página 367, el cual expresa T  en  térm inos de A ',, X 2
y s p.

APLICACIONES

11.11 U n a  funcionaría de d istrito  in ten ta  usar la m edia de  una m uestra a lea to ria  de 
150 alum nos de sexto añ o  de un d istrito  escolar muy grande para  estim ar la m e
dia de la pun tuac ión  que todos los alum nos de sexto  año  en el d istrito  o b ten 
d rían  si to m a ran  c ie rta  p ru eb a  de  ren d im ien to  aritm ético . Si, b a sad a  en  la 
experiencia , la funcionaría sabe que a  =  9.4 para  tales datos, ¿qué se  puede 
afirm ar con p robab ilidad  de 0.95 acerca del e rro r  m áxim o?
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11.12 C on  respec to  al ejercicio 11.11, suponga que la funcionaría de  d istrito  to m a  su 
m uestra  y ob tiene  x  =  61.8. U se to d a  la inform ación dada  para  constru ir un 
in tervalo  de  confianza del 99%  p a ra  la m edia  de  la  p u n tuac ión  d e  todos los 
alum nos d e  sexto  año  en  el distrito.

11.13 U n investigador m édico p retende usar la m edia de una m uestra  a leato ria  de ta 
m año n =  1 2 0  p a ra  estim ar la m edia de  la presión arteria l de  m ujeres de  c in
cuen ta  años. Si, con base en su experiencia, sabe que cr =  10.5 m m  de m ercurio, 
¿qué puede  afirm ar con probabilidad de  0.99 acerca del e rro r m áxim o?

11.14 Con respec to  al ejercicio 11.13, suponga que el investigador tom a su m uestra  y 
ob tiene x  =  141.8 m m  de m ercurio. C onstruya  un in tervalo  de  confianza del 
98%  p a ra  la m edia de  la presión arte ria l de m ujeres de cincuenta años.

11.15 U n  estudio del crecim iento anual de  ciertos cactus m ostró que 64 de ellos, seleccio
nados aleatoriam ente en  una región desértica, crecieron en  prom edio 52.80 m m  con 
una desviación estándar de 4.5 mm. Construya un intervalo de confianza del 99% 
para el verdadero  prom edio de crecim iento anual de  la clase dada de cactus.

11.16 Para estim ar el tiem po prom edio requerido para  ciertas reparaciones, un fabrican
te de  au tom óviles p id ió  q ue  se tom ara  el tiem po a  40 m ecánicos, un a  m uestra 
a lea to ria , en la ejecución de esta  tarea. Si ta rd a ro n  un p rom ed io  d e  24.05 m i
nutos con  una desviación es tándar de 2 .6 8  m inutos, ¿qué p u ed e  afirm ar el fa
b rican te  con  95%  de confianza sobre e l m áxim o e rro r si usa x  =  24.05 m inutos 
com o una estim ación de la m edia del tiem po rea l requerido  para  e jecu ta r las re 
paraciones dadas?

11.17 Si una m uestra  constituye una proporción sensible, esto  es, más del 5 po r ciento 
de  la población d e  acuerdo  a la regla em pírica de la página 275, las fórm ulas de 
los teo rem as  1 1 . 1  y 1 1 .2  d eb en  m odificarse  al u sar la fó rm ula  d e  la varianza 
del teo rem a  8 . 6  en  vez de la del teo rem a  8.1. P o r e jem plo , el e rro r  m áxim o en 
el teo rem a  1 1 . 1  se vuelve

cr ¡N  — n 

Zo/2' V ^ V N  -  1

U se esta  m odificación p a ra  reh acer el ejercicio 11.11, d ad o  que hay 900 alum 
nos de sex to  añ o  en  el d istrito  escolar.

11.18 U se la m odificación sugerida en  el ejercicio 11.17 p a ra  rehacer el ejercicio 11.12, 
dado  q ue  hay 900 alum nos de  sexto  añ o  en  el d istrito  escolar.

11.19 U n experto  en  eficiencia qu iere  de te rm inar la cantidad  p rom edio  de tiem po que 
tarda  la cuadrilla  de un foso en  cam biar un ju eg o  de cua tro  neum áticos a  un  au
to  de carreras. U se la fórm ula p a ra  n  del ejercicio 11.6 para  de te rm in a r el ta 
m año  de  la m uestra  q ue  se necesita  p a ra  q ue  el ex p e rto  en  eficiencia pueda  
a firm ar con 95%  de p robab ilidad  que la m edia de  la m uestra  d iferirá  de  /x, la 
can tidad  a  ser estim ada, en  m enos de 2.5 segundos. Se sabe p o r estudios p re 
vios que cr =  1 2 . 2  segundos.

11.20 E n  un estud io  sob re  hábitos de v e r televisión, se desea  estim ar el p rom edio  del 
núm ero  d e  ho ras a la sem ana qu e  los adolescentes ded ican  a  verla. Si es razo 
nable  su p o n e r q ue  cr =  3.2 horas, ¿qué tan  g rande necesita  ser la m uestra  de 
m anera qu e  sea posible afirm ar con  95%  de confianza que la m edia de la m ues
tra  está  e rrad a  en m enos de 2 0  m inutos? (Sugerencia : refiérase al ejercicio 1 1 .6 .)
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aproxim ación adicional, ob tenem os
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TEOREMA 11.6 Si X  es una variable a lea to ria  binom ial con los pa rám etro s  n  y
A X

0, n  es g rande  y 0 =  —, en tonces

es un in te rvalo  de confianza aprox im ado  del ( 1  — a )  1 0 0 % para  6.

EJEM P LO  11.7

E n una m uestra aleatoria, 136 personas de 400, a quienes se les aplicó una vacuna contra 
la influenza, experim entaron cierta incom odidad. Construya un intervalo de confianza del 
95%  para la verdadera  proporción que experim entará alguna incom odidad por la vacuna.

Solución

Sustitu im os n  =  400, 0 =  ^  =  0.34 y z 0023 =  1.96 en  la fórm ula del in tervalo  
de confianza del teo rem a 1 1 .6 , y ob tenem os

“  -  “  -  •*-I¡s¥ s
0.294 <  0 <  0.386 

o, al red o n d e a r  a dos decim ales, 0.29 <  0 <  0.39. ▲

U sam os las m ism as aproxim aciones qu e  nos llevaron al teo rem a  11.6, y tam bién  p o d e 
m os escribir

t e o r e m a  11.7 Si 6 =  se usa com o un estim ador de 9, podem os afirm ar con 

( 1  — a )  1 0 0 % de confianza que el e rro r  es m enor que

,  .  * ( * - * )  ‘•0/2 VÍ n

E JEM P LO  11.8

Se hace un e s tu d io  para  de te rm inar la proporción  de vo tan tes en una com unidad  bas
tan te  g rande que están  a favor de la construcción de una p lan ta  nuclear. Si 140 de 400
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es una variable a lea to ria  que tiene aprox im adam ente  la distribución norm al estándar. 
Sustituim os esta  expresión  po r Z  en P ( ~ z a/2 <  Z  <  zo/2) =  1 — a ,  y llegam os al si
guiente resu ltado

TEOREMA 11.8 Si A", es una variable a leato ria  binom ial con los pa rám etro s  n , 
y 0 ,.  X 2 es una variable aleatoria  binom ial con los parám etros n 2 y 02, n , y n 2 son

grandes, y 6, =  —  y 0-, =  en tonces 
0  J 1 r?| J * n 2

( 8 , -  8 2 ) -  ^  + e : i \ „  " :> < 8 . - 8 2

' f í  n \ l  «.(I  - « . )  , 8 2 ( 1 - 8 2 )  
<  (8 ,  -  8 , )  +   ñ ,---- +  -------ñ .j-------

es un in tervalo  de confianza aprox im ado  de ( 1  — a ) 1 0 0 % para  0 , — 62.

EJEM P LO  11.9

Si 132 de 200 vo tan tes hom bres y 90 de  159 votan tes m ujeres están  a favor de c ierto  
cand ida to  que hace cam paña p a ra  g o bernado r de Illinois, encuen tre  un in tervalo  de 
confianza del 99%  p a ra  la d iferencia en tre  las proporciones reales de vo tan tes hom bres 
y votan tes m ujeres que están  a favor del candidato .

Solución

Sustitu im os 0 | ~  5¡í¡ =  0.66, 0 2 =  Tso =  0.60 y z0.oo5 =  2.575 en  la fórm ula del 
in tervalo  de confianza del teo rem a 1 1 .8 , y ob tenem os

(0 .6 6  -  0.60) -  2 , 75 ^ M  +  M M

<  (0 . 6 6  -  0.60) +  +

la que se reduce a

-0 .0 7 4  < 0 ,  -  02 <  0.194

Así, estam os 99%  seguros de qu e  el in tervalo  de  -0.074 a  0.194 contiene la d ife
rencia e n tre  las proporciones reales de votan tes hom bres y m ujeres que favore
cen al candidato . O bserve que esto  incluye la posibilidad de una diferencia cero 
en tre  las dos proporciones. A
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EJERCICIOS

11.29 Al despejar

x  — nO x  -  nd

Z" '  ~  V n « ( l  -  «)  V V n B ( 1  -  6 ) “

para  0. m uestre  que

1 2 . !x [n ~  jf) . 1 rX +  - - Z aa ±  za,7y j  n  +  - - V a,n 

"  +  l i a

son los lím ites con ( 1  — a ) 1 0 0 % de confianza para  0.

1130  U se la fó rm u la  del teo rem a  11.7 para  m o stra r qu e  podem os e s ta r  al m enos 
( 1  — a ) 1 0 0 % seguros de q ue  el e rro r  q ue  com etem os es m eno r q ue  e cuando

usam os una proporción  m uestral 0 =  — con

com o una estim ación de 0.

113 1  E ncuen tre  una fórm ula p a ra  n análoga a la del ejercicio 11.30 cuando  se sabe 
que 0 d ebe  es ta r en  el in tervalo  en tre  0' y  6".

11.32 C om plete  los detalles que llevaron de la estadística Z  en  la página 374, sustitu i
da en  P ( —Z„fi <  Z  <  zap )  =  1 — a , a la fórm ula del in tervalo  de  confianza 
del teo rem a  1 1 .8 .

1133 E n cu en tre  un a  fó rm ula  p a ra  el e rro r  m áxim o análoga  a la de l teo rem a  11.7 
cuando usam os 0 X — 0 2 com o una estim ación de — 92.

1 1 3 4  U se el resu ltado  del ejercicio 11.33 p a ra  m ostrar q ue  cuando n, = n 2 — n , p o 
dem os e s ta r  al m enos ( 1  — a )  1 0 0 % seguros de  que el e rro r  q ue  com etem os ala a
usar 6\ — 02 com o una estim ación de Bx — $2 es m enor q ue  e  cuando

APLICACIONES

1 1 3 5  U na encuesta  m uestral en un superm ercado  m ostró  qu e  204 de  300 com prado
res usan regu larm en te  cupones de descuento . U se la fórm ula de m uestra  g ran 
de para  el in tervalo  de confianza del teo rem a 1 1 . 6  para  constru ir un in tervalo  
con 95%  de confianza para  la verdadera  proporción  correspondien te .

1 1 3 6  C on respec to  al ejercicio 11.35, ¿qué podem os decir con 99%  de confianza so
bre  el e rro r  m áxim o si usam os la proporción  m uestral observada com o una es
tim ación d e  la proporción de todos los com pradores en  la población m uestreada 
que usan cupones de descuento?
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1 1 3 7  E n una m uestra  a leato ria  de 250 telespectadores en una ciudad g rande, 190 h a 
bían  visto  c ie rto  program a polém ico. C onstruya un in tervalo  de confianza del 
99%  para  la  verdadera  proporción  correspondien te , use

(a) la fórmula de muestras grandes para el intervalo de confianza del teorem a 1 1 .6 ;

(b ) los lím ites de  confianza del ejercicio 11.29.

1 1 3 8  C on respecto  al ejercicio 11.37, ¿qué podem os decir con 95%  de confianza acer
ca del e rro r  m áxim o si usam os la proporción  observada de la m uestra com o una 
estim ación de la verdadera  proporción  co rrespond ien te?

1 1 3 9  E n tre  100 peces cap turados en  c ie rto  lago. 18 no e ran  com estibles com o resu l
tado  de la contam inación  quím ica del am biente. C onstruya un in tervalo  de con 
fianza del 99%  para  la verdadera  proporción  correspondien te .

11.40 E n una m uestra aleatoria  de 120 anim adoras, 54 habían sufrido daños, de m ode
rados a  severos, en sus voces. Con 90%  de confianza, ¿qué podem os decir sobre 
el e rro r m áxim o si usamos la proporción m uestral ^  =  0.45 com o una estim a
ción de la verdadera  proporción de  anim adoras que padecen de esta  m anera?

11.41 E n una m uestra  a lea to ria  de 300 personas q ue  com en en  la cafetería  de una 
tienda departam ental, sólo 102 pidieron postre. Si usamos =  0.34 com o una es
tim ación d e  la verdadera  proporción  correspondien te , ¿con qué confianza po 
dem os a firm ar que nuestro  e rro r  es m eno r que 0.05?

11.42 U na política solicita una encuesta de opinión privada para estim ar qué proporción 
de sus electores están a favor de que ciertas violaciones m enores de narcóticos ya 
no constituyan un delito. U se la fórm ula del ejercicio 11.30 para determ inar qué 
tan grande deberá  ser la m uestra de la encuesta para tener al m enos 95%  de con
fianza de q ue  la proporción m uestral tiene un e rro r m enor que 0 .0 2 .

11.43 U se el resu ltado  del ejercicio 11.31 para  rehacer el ejercicio 11.42, dado  que la 
encuesta  tiene  razones para c re e r  que la verdadera  proporción  no  excede 0.30.

11.44 Suponga que querem os estim ar qué proporción de todos los autom ovilistas exce
den el lím ite legal de la velocidad en c ierto  tram o de la carre tera  en tre  Los Á n
geles y B akersfield. U se la fórm ula del ejercicio 11.30 para  de te rm inar de qué 
tam año se necesitará la m uestra a  fin de estar al m enos 99%  seguro de que la es
tim ación resu ltan te, la proporción m uestral, tiene un e rro r de m enos de 0.04.

11.45 U se el resu ltado  del ejercicio 11.31 para  rehacer el ejercicio 11.44, dado  que te 
nem os buenas razones para  creer que la proporción  que estam os tra tan d o  de 
estim ar es al m enos 0.65.

11.46 E n una m u estra  a lea to ria  de v isitan tes a un sitio  tu rístico  fam oso, 84 de 250 
hom bres y 156 de  250 m ujeres com praron  recuerdos. C onstruya un in tervalo  de 
confianza de l 95%  p a ra  la v e rd ad era  p ropo rc ión  de hom bres y m ujeres que 
com pran  recuerdos en este  sitio turístico.

11.47 E n tre  500 solicitudes de licencias de m atrim onio  escogidas a lea to riam en te  en 
un año  dado , hub ieron  48 en que la m ujer e ra  al m enos un año  m ayor que el 
hom bre, y e n tre  400 solicitudes de licencias de  m atrim onio  escogidas a lea to ria 
m ente seis años después, hub ieron  6 8  en  los cuales la m ujer e ra  al m enos un
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año m ayor que el hom bre. C onstruya un in tervalo  de confianza del 99%  para  
la d iferencia  en tre  las verdaderas p roporc iones co rrespond ien tes de  solicitudes 
de licencias de m atrim onio  en  q ue  la m ujer es al m enos un año  m ayor que el 
hom bre.

11.48 C on respec to  al ejercicio 11.47, ¿qué podem os decir con 98%  de confianza acer
ca del e rro r  m áxim o si usam os la d iferencia  en tre  las p roporc iones m uéstrales 
observadas com o una estim ación de la diferencia en tre  las verd ad eras  p ro p o r
ciones co rrespond ien tes?  (Sugerencia : use el resu ltado  del ejercicio 11.33.)

11.49 Suponga que querem os de te rm inar la d iferencia en tre  las proporciones de  clien
tes de un a  cadena de donas en  C aro lina del N orte  y  V erm ont que p refieren  las 
donas de la  cadena a  las de todos sus com petidores. U se la fó rm ula  del e jerci
cio 11.34 para  de te rm inar el tam año  de  las m uestras que se necesitan  p a ra  e s
ta r  95%  seguros de que la d iferencia en tre  las dos p roporc iones m uéstra les está 
en  e rro r  p o r  m enos de 0.05.

1 1 . 6  L A  E S T IM A C IÓ N  D E  V A R IA N Z A S

D ada una m uestra  a lea to ria  de tam añ o  n  de  u na  población norm al, podem os o b ten e r 
un in tervalo  de confianza del ( 1  — a ) 1 0 0 %  p ara  t r 2 al hacer uso  del teo rem a  8 .1 1 , de 
acuerdo  al cual

(«  ~  I ) * 2

es una variable a lea to ria  qu e  tiene la d istribución  ji cu ad rad a  con n — 1 g rados de  li
bertad . A sí

(n  -  1)5 2
X \ - a / 2 , n - \  *o/2,n-l

(»  -  i ) * 2(<■ ~  i ) * *
Xafí, n — 1

<  a '  <
X 1 — a/2, n — 1 .

=  1 — a

=  1 — a

donde x l / 2.n - i  y * 1- 0/2,11-1 5 0 0  com o se definen  en  la página 282, y ob tenem os

T E O R E M A  11.9 Si s2 es el valor de  la  varianza de una m uestra  a lea to ria  de ta 
m año  n  de  u na  población norm al, en tonces

( ”  ~  i )* 2 ^  3 ^  ( ”  ~  i )* 2
2 ^  “ 2

Xa/2.n-l X \ — a/"2,n-\

es un in te rvalo  de confianza del ( 1  — a ) 1 0 0 %  p ara  a 2.
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Los lím ites co rrespond ien tes con (1 — a )  100% de confianza p a ra  cr se p ueden  o b te 
n e r al sacar la raíz cuadrada  de los lím ites de confianza p a ra  c r .

E JEM P LO  11.10

E n  16 corridas d e  p rueba  el consum o de gasolina de un m oto r experim ental tuvo una 
desviación e s tá n d a r  de 2.2 galones. C onstruya un in tervalo  de confianza del 99%  para 
cr2, que m ide la v e rd ad era  variab ilidad  del consum o de gasolina del m otor.

Solución

A l su p o n e r q ue  los da to s  observados se p u ed en  considerar com o una m uestra  
a lea to ria  d e  una pob lac ión  no rm al, sustitu im os n =  16 y s  =  2 .2 , ju n to  con 
* 0005. u  =  32.801 y 15 =  4.601, ob ten idas de la tab la V , en  la fórm ula del 
in tervalo  de  confianza del teo rem a 11.9, y ob tenem os

15(2 .2 )2 ,  15 (2 .2 )2
32.801 4.601

o

2.21 <  a 2 <  15.78 ▲

Para o b te n e r  el in tervalo  correspond ien te  con 99%  de confianza p a ra  cr, sacam os 
la raíz cuad rada  y  ob tenem os 1.49 <  cr <  3.97.

1 1 . 7  L A  E S T IM A C IÓ N  D E  L A  R A Z Ó N  O  C O C IE N T E  
E N T R E  D O S  V A R IA N Z A S

Si S2 y son las varianzas de m uestras a lea to rias  independ ien tes de tam año  « | y n 2 
de poblaciones norm ales, entonces, de  acuerdo  al teo rem a 8.15,

F  =
2 c 2

r r 1  Cl <J\ ¿2

es una variable a lea to ria  que tiene una distribución  F  con n , — 1 y rt2 — 1 g rados de 
libertad . A sí, podem os escrib ir

(  CTj -S| \
•  - l . / i j - l  ^  ^ 2  ^ 2 <  Jto/Z.», -1.nj-1 J  ~  1 —

donde y Á -a /2 .n, - i ,n 2- i  son com o ^  define en  la página 287. Puesto  que
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1
A —a'2.n¡ —l.nj —1

fa/2,H2~ 1. Mi — 1

(véase el ejercicio 8.57), se sigue que

TEOREMA 11.10 Si sf y  si son los valores de las varianzas de m uestras a lea to 
rias independ ien tes de tam año  n x y n 2 de poblaciones norm ales, en tonces

s2 , _ 2  „2
í í  1 €  £? <  £ i f
s l ' U nt-U n2- i  « l  ,- . -

a 2
es un in tervalo  de confianza del ( 1  — a )  1 0 0 % p ara  —j -

*2

Los lím ites co rrespond ien tes con (1 — a )  100% de confianza para  —  se pueden  o b te 

n e r al sacar la raíz cuad rada  de los lím ites de confianza para  —f .
<*2

EJEM P LO  11.11

Con respecto  al ejem plo 11.6, encuen tre  el in tervalo  de confianza del 98%  para  —5-. 

Solución

Sustituim os n , =  10, n 2 = 8, =  0.5, s2 =  0.7 y X.m.o.? =  ó .7 2 y X 0i.7.9 =  5.61
de la tab la  VI, y obtenem os

-5.61
0.49 6.72 a \  0.49

o
2

0.076 <  -4 - <  2.862 
a z

P uesto  q ue  el in tervalo  aqu í ob ten ido  incluye la posibilidad de que la razón  sea 
1 , no  hay evidencia real con tra  la suposición de varianzas de población iguales en 
el e jem plo  1 1 .6 . ▲

EIERCICIOS

11.50 Si se p u ed e  suponer que el p a rám etro  binom ial 6 asum e un valor cercano  a ce
ro, a m enudo  son útiles los lím ites de confianza superiores de la form a 0 <  C. 
P ara  una m uestra a lea to ria  de tam año  n , el in tervalo  en  un sen tido
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EJEM P LO  11.12

Para estud ia r la durab ilidad  de  una nueva p in tu ra  para  las líneas blancas cen trales, un 
d ep artam en to  de  obras públicas p in tó  franjas de p ru eb a  de un lado  a  o tro  de c a rre te 
ras con m ucho trán sito  en  ocho lugares d iferen tes, y los con tadores e lectrónicos m os
tra ro n  que se d e te rio rab an  después de qu e  (al c ien to  m ás cercano) 142,600, 167,800, 
136,500,108,300, 126,400,133,700,162,000 y 149,400 au tos cruzaron  p o r encim a de ellas. 
C onstruya  un in te rvalo  de confianza del 95%  p a ra  la can tidad  p rom ed io  de  tránsito  
(cruces de au tos) que esta  p in tu ra  puede  so p o rta r an tes de deterio rarse .

Solución

La im presión  de com pu tado ra  de la figura 11.1 m uestra  que el in tervalo  de con 
fianza d eseado  es

124,758 <  /x <  156,917

cruces de  au tos. T am bién  m uestra el tam año  de  la m uestra , la m edia de los d a 
tos, su desviación es tándar y el e rro r  e s tán d a r estim ado de la m edia, SE  M E A N ,

q ue  está  d ad o  p o r . ▲

MTB > SET C1
DATA > 142600 167800 136500 108300 126400 133700 162000 149400
MTB > TINT 95 C1

N MEAN STDEV SE MEAN 95.0 PERCENT C.I.
C1 8 140837 19228 6798 (1.2 4 V 581 jgi 56917 y

F ig u ra  11.1 Impresión d e  com putadora para el ejem plo 11.12.

A sí com o se usaron  en  este  e jem plo , las com putadoras nos perm iten  hacer e n  fo r
m a m ás eficiente (m ás ráp ida , m ás ba ra ta  y casi au tom ática) lo q ue  an tes se hacía p o r 
m edio  de  calcu ladoras de escritorio , calcu ladoras m anuales o  aun  a m ano. Sin em b ar
go, al tra ta r  con  u na  m uestra  d e  tam año  n =  8 , el e jem plo  no  puede  h acer m ucha ju s
ticia al p o d er de las com putadoras para  m an e jar con jun tos enorm es de da to s  y e jecu tar 
cálculos que ni siqu ie ra  se consideraban  posibles hasta  años recientes. T am bién , nues
tro  e jem plo  no  m uestra  cóm o las com putadoras p ueden  resum ir tan to  la salida com o la 
e n trad a  y  los resu ltados, así com o los datos originales, en  varias clases de gráficas y cua
d ros, lo q ue  perm ite  m étodos de  análisis que no estaban  d isponibles en  e l pasado.

T odo  esto  es im portan te, pe ro  no hace justicia al efecto  fenom enal que las com pu
tadoras han  ten ido  en  la estadística. E n tre  o tras cosas, las com putadoras se p ueden  usar 
p a ra  tabu lar o  graficar funciones (digam os, las d istribuciones, t, F  o  \ 2) y así da rle  al in
vestigador un en tend im ien to  c laro  de los m odelos su sten tan tes y hacerle  posible estu 
d iar los efectos d e  las violaciones de las suposiciones. T am bién  es im portan te  el uso  de 
las co m p u tad o ras  p a ra  sim ular los valores de variab les a le a to rias  (es to  es, m u estreo  
de toda  clase de pob laciones) cuando no  es factib le un en foque m atem ático  form al. E s
to  p rovee una he rram ien ta  im portan te  cuando  estud iam os lo ap rop iado  de los m ode
los estadísticos.
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APLICACIO NES

1 1 .6 0  Se exam inaron  20 pilo tos en  un sim ulador de vuelo  y el tiem po  que cada uno 
ta rd ó  en  conclu ir cierta  acción correctiva se m idió en  segundos, con los resu l
tados siguientes:

5.2 5.6 7.6 6 .8  4 .8 5.7 9.0 6.0 4.9 7.4
6.5 7.9 6 . 8  4.3 8.5 3.6 6.1 5.8 6.4 4.0

U se un p rogram a de com putadora para encon trar un in tervalo  de confianza del 
95%  para  la m edia del tiem po que se lleva la acción correctiva.

1 1 .6 1  Las sigu ien tes son las resistencias a la com presión (dadas a las 10 psi m ás ce r
canas) de 30 m uestras de concreto

4890 4830 5490 4820 5230 4960 5040 5060 4500 5260
4600 4630 5330 5160 4950 4480 5310 4730 4710 4390

4820 4550 4970 4740 4840 4910 4880 5200 5150 4890

U se un p rogram a de com putadora  para  en co n trar un in tervalo  de confianza del 
90%  para la  desviación es tándar de estas resistencias a la com presión.

R E F E R E N C IA S

Se da un m étodo general para obtener intervalos de confianza en
M o o d . A. M.. G r a y b il l . F. A., and BOES, D. C ,  Introduction to the Theory o f  Statistics, 3rd 

ed. Nueva York: McGraw-Hill Book Company. 1974,

y se pueden encontrar criterios adicionales para juzgar los m éritos relativos de los interva
los de confianza en
Le h m a n n , E. L., Testing Statistical Hypothescs. Nueva York: John Wiley & Sons. Inc., 1959.

y en otros textos sobre estadística matemática. En Biumetrika Tables, a la que hacemos re
ferencia en la página 298. se dan tablas especiales para construir intervalos de confianza del 
95% y 98% para proporciones. Para una prueba de la independencia de las variables alea
torias Z  y Y  en la página 367. véase
B ru n k , H. D., A n Introduction to Mathematical Statistics, 3rd ed. Lexington, Mass.: Xerox 

Publishing Co., 1975.
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Prueba de hipótesis: teoría

12.1 IN T R O D U C C IÓ N
12.2  PRUEBA DE U N A  H IPÓTESIS ESTA D ÍS TIC A
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12.4 EL LEM A  DE N E Y M A N -P E A R S O N
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12.6  PRUEBAS D E R A Z Ó N  D E V ER O S IM ILITU D

12.1 INTRODUCCIÓN

Problem as com o cuando un ingeniero tiene que decidir con base en  datos m uéstrales si el 
verdadero  prom edio  de vida de cierta clase de neum ático es, p o r lo m enos, 2 2 ,0 0 0  millas, 
cuando un agrónom o tiene que decidir con base en experim entos si una clase de  fertili
zante produce un rendim iento m ás alto  de frijol de soya que otro, y cuando un fabricante 
de productos farm acéuticos tiene que decidir con base en m uestras si 90 po r ciento de to
dos los pacientes que reciben un nuevo m edicam ento se recuperarán  de cierta enferm e
dad, se pueden traducir al lenguaje de  las pruebas estadísticas de hipótesis. En el prim er 
caso podríam os decir que el ingeniero tiene que p robar la hipótesis de que 6, el parám e
tro  de una población exponencial, es po r lo m enos 2 2 ,0 0 0 ; en  el segundo caso podríam os 
decir que el agrónom o tiene que decidir si >  ¿i2, donde ¿i, y /x2 son las m edias de dos 
poblaciones norm ales; y en el tercer caso podríam os decir que el fabricante tiene que de
cidir si 0, el parám etro  de una población binom ial, es igual a 0.90. E n cada caso se debe 
suponer, por supuesto, que la distribución escogida describe correctam ente las condicio
nes experim entales; esto es la distribución proporciona el modelo estadístico correcto.

C om o en  los ejem plos anteriores, la m ayoría de las pruebas estadísticas de hipótesis 
tienen que ver con los parám etros de las distribuciones, pero  algunas veces tam bién tienen 
que ver con el tipo, o  naturaleza, de  las distribuciones mismas. Por ejem plo, en el prim ero 
de nuestros tres ejem plos el ingeniero tal vez tam bién tendría que decidir si realm ente es
tá  tra tando con la m uestra de  una población exponencial o  si sus datos son valores de va
riables aleatorias que tienen, digamos, la distribución de W eibull del ejercicio 6.23.

d e f i n i c i ó n  12.1 U n a hipótesis estadística es una afirm ación o  con je tu ra  acerca 
de  la d istribución  de una o  m ás variables a lea to rias . Si una hipótesis estadística

384
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especifica com pletam ente  la distribución, se conoce com o hipótesis simple; si no, 
se conoce com o hipótesis compuesta.

U na hipótesis sim ple debe, por consiguiente, especificar no sólo la form a funcio
nal de  la distribución subyacente, sino tam bién  los valores de todos los parám etros. Así, 
en  el te rcero  de los ejem plos an terio res, el que tra ta  de la efectividad del nuevo m edi
cam ento , la h ipótesis 0 =  0 .90 es sim ple, suponiendo , c laro  está , que especificam os el 
tam año  de la m uestra  y que la población es binom ial. Sin em bargo , en  el p rim ero  de 
los ejem plos an te rio res la h ipótesis es com puesta ya que 0 ^  2 2 , 0 0 0  no  asigna un va
lor específico al p a rám etro  0.

Para p o d er constru ir un criterio  ap rop iado  para  p ro b ar h ipótesis estadísticas, es 
necesario  que tam bién  form ulem os hipótesis alternativas. P ara ilustrar esto  considere 
el ejem plo que tra ta  de la vida de los neum áticos, podríam os form ular la hipótesis al
ternativa de q ue  el p a rám etro  0 de la población exponencial es m enos de 2 2 ,0 0 0 ; en  el 
ejem plo  que tra ta  con  las dos clases de fertilizan tes, podríam os form ular la h ipótesis al
ternativa / i ,  =  f t2; y  en  el ejem plo que tra ta  del nuevo m edicam ento, podríam os form u
lar la hipótesis a lte rna tiva  de que el parám etro  0 de la población binom ial dada  es sólo
0.60, que es la tasa de recuperación de la en ferm edad  sin el nuevo m edicam ento.

El concepto  de hipótesis sim ples y com puestas tam bién se aplica a las h ipótesis al
ternativas, y en  el p rim er ejem plo podem os decir ahora  que estam os p robando  la h ipó
tesis com puesta 0 S  22,0(30 con tra  la a lternativa com puesta 0 <  2 2 ,0 0 0 , donde 0  es el 
parám etro  de una población exponencial. D e la m ism a m anera, en  el segundo ejem plo 
estam os p ro b an d o  la h ipótesis com puesta  /x, >  /x2 con tra  la  a lte rn a tiv a  com puesta 
/ i ,  =  /x2, donde /xt y /x2 son las m edias de dos poblaciones norm ales, y en  e l te rcer 
e jem plo  estam os p ro b an d o  la h ipótesis sim ple 0 =  0.90 con tra  la alternativa simple 
0 =  0.60, donde 0 es el parám etro  de una población binom ial para  la cual n está dada.

F recuen tem en te , los estadísticos form ulan com o sus hipótesis exactam ente lo co n 
tra rio  de  lo que qu ieren  dem ostrar. P or ejem plo, si querem os dem ostra r que los e s tu 
d ian tes de una escuela  tienen  un p rom ed io  de IO  m ás a lto  que los de o tra  escuela, 
podríam os fo rm ular la h ipótesis de que no hay diferencia: la hipótesis /x, =  /x2. Con 
esta  h ipótesis sabem os qué esperar, p e ro  éste  no  sería el caso  si form ulam os la h ip ó te 
sis ¿n >  /x2. a  m enos que especifiquem os la diferencia real en tre  ¿x, y /x2.

D e igual fo rm a, si querem os dem ostra r que una clase de m ineral tiene un po rcen 
taje m ás alto  de con ten ido  de u ran io  q ue  o tra , podríam os form ular la h ipótesis de que 
los dos porcen tajes son iguales; y si querem os dem ostra r que hay una m ayor variabili
dad  en la calidad d e  un p roducto  de la que hay en  la calidad de  o tro , podríam os form u
lar la hipótesis de q ue  no  hay diferencia; esto  es, <r, =  <r2. E n  vista de las suposiciones 
de “ no hay d ife renc ia ’’, h ipótesis com o éstas nos llevan al térm ino  hipótesis nula, pero  
hoy en día este  té rm ino  sí es válido para  cualquier h ipótesis que quisiéram os probar.

D e form a sim bólica, usarem os H„ para  la h ipótesis nula que querem os p ro b ar y 
/y, o  H a p ara  la h ipótesis a lternativa. Los p rob lem as con m ás de  dos hipótesis, esto  es.
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prob lem as q ue  incluyen varias h ipótesis a lternativas, tienden  a ser bastan te  com plica
dos y no los estud ia rem os en  este  libro.

12.2 PRUEBA DE UNA HIPÓTESIS ESTADÍSTICA

La p ru eb a  de una hipótesis estad ística es la aplicación de un con jun to  explícito  de re 
glas p a ra  decid ir si aceptam os la h ipótesis nula o  la rechazam os en  favor de la h ip ó te 
sis alternativa. Suponga, po r ejem plo, que un estadístico  desea  p ro b a r  la h ipótesis nula 
0 =  60 con tra  la h ipótesis a lternativa 0 =  0,. P ara  tom ar una decisión, generará  datos 
m uéstrales p o r  m edio  de  un experim en to  y después calculará el valor de una estadísti
ca de prueba, que le d irá  q ué  acción tom ar p a ra  cada  resu ltad o  posib le  de l espacio  
m uestral. E l p roced im ien to  de p rueba , po r consiguiente, divide los valores posibles de 
la estadística d e  p ru eb a  en  dos subconjuntos: una región de aceptación p a ra  / / 0 y una 
región de rechazo para  //„ .

E l p roced im ien to  recién descrito  puede  llevar a dos clases de erro res. Por e jem 
plo, si el v e rd ad e ro  valor del p a rám etro  6 es 0 O y el estad ístico  incorrec tam ente  conclu
ye que 0 =  0 , .  está  com etiendo  un e rro r  que se conoce com o un error de tipo 1. Por 
o tra  p a rte , si e l verdadero  valor del p a rám etro  0  es 0 , y el estad ístico  concluye en  fo r
m a incorrecta q ue  0  =  0 O, está  com etiendo  u na  segunda ciase de e rro r  que se conoce 
com o un error de tipo II.

DEFINICIÓN 12.2

1. E l rechazo  de la h ipótesis nula cuando  es verdadera  se llam a un error de 
tipo I; la p robab ilidad  de co m eter un e rro r  de tipo  I se  den o ta  con a .

2. La aceptación  de la hipótesis nu la  cuando  es falsa se llam a un error de 
tipo I I :  la p robab ilidad  de com eter un e rro r  de  tipo  II se den o ta  con /3.

Es costum bre referirse a  la región de rechazo  p a ra  H0 com o la región crítica de 
la p ru eb a  y a la  p robab ilidad  de  o b ten e r  un va lo r d e  la estad ística  de p ru eb a  d e n tro  
de  la región crítica  cuando  H0 es verdad com o el tamaño de la región crítica. Así, el ta 
m año  de una reg ión  crítica es ju stam en te  la p robab ilidad  a  de  co m eter un e rro r  de ti
po I. Esta p robab ilidad  tam bién  se llam a el nivel de significancia de la p rueba  (véase 
el análisis de  la  página 400).

EJEM P LO  12.1

C on respecto  a  la tercera  ilustración en  la página 384, suponga que el fabrican te  del 
nuevo m edicam ento  qu iere  p ro b ar la h ipótesis nula 0 =  0.90 con tra  la h ipótesis a lte r
nativa 0 =  0.60. Su estadística de p ru eb a  es X , el núm ero  de  éxitos observados (recu 
peraciones) e n  20 in ten tos, y acep tará  la h ipótesis nula si x  >  14; de o tra  m anera  la 
rechazará. E n cu en tre  a  y  fi.



Sección 12.2:  Prueba de una hipótesis estadística 387

Solución

La región d e  aceptación  para  la hipótesis nula es x  = 15. 16, 17, 18 ,19  y 20 y, co
rrespond ien tem en te , la región de  rechazo (o  región crítica) es x  = 0, 1, 2, ..., 14.
Por consiguien te, de la tab la I:

a  =  P ( X  á  14; 0 =  0 .90 ) =  0.0114

y

/3 =  P ( X  >  14; 6 =  0 .60) =  0.1255 ▲

U n buen  p roced im ien to  de p rueba  es aquel donde am bas a  y /3 son pequeñas, de 
ese m odo nos d a  una buena  opo rtun idad  de  tom ar la decisión correcta. L a  p robab ili
dad  de un e rro r d e  tipo  II en  el e jem plo  12.1 es m ás bien  alta , pe ro  ésta  se puede  re 
ducir al cam biar en  form a aprop iada  la  región crítica. Por ejem plo, si usam os la región 
de aceptación  x  >  15 en  este  e jem plo  de  m anera  que la región crítica sea x  S  15, se 
puede com probar con facilidad que esto  haría  a  =  0.0433 y /3 =  0.0509. Así, aunque 
se ha  reducido  la p robab ilidad  de un e rro r  de tipo  II, se ha vuelto  m ás g rande la p ro 
babilidad de un  e r ro r  de  tipo  I. L a  única form a en  qu e  podem os reducir las p robab ili
dades de am bos tipos de e rro res  es au m en tar el tam año  de la m uestra, pe ro  m ientras 
n  se m an tenga  fija, esta  relación inversa en tre  las p robab ilidades de e rro res  de tipo  I y 
de tipo  II es típ ica de los proced im ien tos de  decisión estadísticos. E n  o tra s  pa labras, si 
la p robab ilidad  d e  un tipo  de e rro r se reduce, la del o tro  tipo  de  e rro r  aum enta.

E JEM P LO  12.2

Suponga qu e  querem os p ro b ar la h ipótesis nula de que la m edia de una población n o r
m al con cr2 =  1 es /a„ co n tra  la h ipótesis a lte rnativa  de que es /x ,, don d e  ¿i, >  /¿0. E n 
cuen tre  e l valor d e  K tal q ue  x  > K provea una región crítica de tam año  a  =  0.05 
pa ra  u na  m uestra  a lea to ria  de  tam año  n.

Solución

A l re fe rim o s a la figura 12.1 y la tab la III, encon tram os q ue  z  =  1.645 co rres
ponde al e lem en to  0.4500 y p o r tan to  que

1.645 =
1 / V n

F igura 12.1 Diagrama para los ejemplos 12.2 y 12.3.
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Se sigue que

1.645

E JEM P LO  12.3

C on respecto  al e jem plo  12.2, de term ine  el tam año  m ínim o de la m uestra  necesaria  p a 
ra  p ro b a r  la  h ipó tesis  nula /x0 =  1 0  co n tra  la h ipó tesis a lte rna tiva  /*, =  1 1  con
P  á  0.06.

So lución

P uesto  q ue  p  está  dada  po r el á rea  som breada en  la figura 12.1, ob tenem os

p  =  p ( ^ x  <  1 0  +
1.645
V ñ =  11

=  P z  < (
l / V ñ

=  P ( Z  < -  V ix  +  1.645)

y puesto  q ue  z — 1.555 corresponde a un e lem en to  de 0.5000 — 0.06 =  0.4400 
en  la tab la  III, hacem os — V ñ  +  1.645 igual a —1.555. Se sigue qu e  V n  =
1.645 +  1.555 =  3.200 y n  =  810.24, u 11 redo n d ead o  al en te ro  m ás cercano . ▲

1 2 . 3  P E R D ID A S  Y  R IE S G O S !

Los conceptos d e  funciones de pérd ida  y de riesgo que se in trodu jeron  en  el cap ítu lo  9 
tam bién  juegan  u na  pa rte  im portan te  en  la teo ría  de la p rueba  de hipótesis. D esde el 
en foque de la teo ría  de decisiones a la p rueba  de la h ipótesis nula de que un p a rá m e 
tro  poblacional 6 es igual a 0 O contra  la a lte rnativa  de  que es igual a 0 , ,  e l estadístico  
bien tom a la acción a 0 y  acepta la h ipótesis nula, o  bien tom a la acción a ; y acep ta  la 
h ipótesis a lternativa. D epend iendo  del verdadero  “estado  de la N a tu ra leza” y de la ac
ción que éste tom e, sus pérd idas se m uestran  en  la siguiente tabla:

Naturaleza
e x

E stas pérd idas pueden  ser positivas o  negativas (que reflejan  castigos o  recom pensas), 
y la única condición que im pondrem os es que:

Estadístico 

a0 a¡

0o) C (a ,,0 o)

L (ao .0 ,) L (a ¡ ,S t)

t  Omita esta sección si se omitió el capítulo 9.
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A l p ro b ar la h ipótesis nula 0 = 0O con tra  la h ipótesis a lte rnativa  0 =  0 ^  \a cantidad 
1 — 0  se conoce com o la potencia de la p ru eb a  en  0 =  0 ,.

U na reg ión  crítica para  p ro b ar u na  hipótesis nula sim ple 0 =  0Q con tra  una h ipó 
tesis a lte rnativa  sim ple 0 =  0¡ se dice q ue  es m ejor o más potente, si la po tencia  d e  la 
p rueba  en  0 =  0¡ está  en  un  m áxim o. P ara  constru ir una reg ión  crítica m ás p o ten te  en 
esta clase de  situación , hacem os referencia  a las verosim ilitudes (véase la página 346) 
de una m uestra  a lea to ria  de tam año  n  de la población en  consideración cuando  0 = 0O 
y 0 =  0 , .  D eno tem os estas verosim ilitudes con L 0 y L l t  tenem os así

n n

¿ o = n A * - ; 0 o) y í- i  =
¡ = 1 í“ ]

H ablando intuitivam ente, es evidente que debe ser pequeña para puntos de la
" i

m uestra dentro  de la región crítica, lo que lleva a errores de tipo I cuando 0 =  0Q y a  de-
L 0

cisiones correctas cuando 0 =  0 , ;  de  la misma m anera, es evidente que —  debe ser gran
e l

de para puntos de  la m uestra fuera de la región crítica, lo que lleva a decisiones correctas 
cuando 0 =  0O y a  errores de tipo II cuando 0 =  0 , .  El siguiente teorem a dem uestra el 
hecho que este argum ento, ciertam ente, garantice una región crítica más potente.

TEOREMA 12.1 ( Lem a de N eym an-Pearson) Si C  es una región crítica de tam a
ño  a  y A: es un a  constan te  tal que

d e n tro  de C
^ 1

y

fu era  d e  C

entonces C  es una región crítica m ás p o ten te  de  tam año  a  p a ra  p ro b a r  0 =  0O
con tra  0 =  0 , .

D e m o stra c ió n . Suponga que C  es una región crítica que satisface las con 
diciones de l teo rem a  y que D  es alguna o tra  región crítica de tam año  a . A sí

J "  f  L0dx = J "  J  L0 dx =  a
D

donde dx  rep re sen ta  a d x i ,d x 2, . . . .  dx„, y las dos in tegrales m últip les se tom an 
sobre  las respectivas reg iones C  y D  de  n d im ensiones. A hora , al hacer uso del 
hecho que C  es la unión de los conjuntos ajenos C  C\ D  y C  C\ D ',  m ien tras que 
D  es la un ión  de los conjuntos ajenos C  C\ D  y  C ' C\ D , podem os escribir

í  ••• í L 0 dx  +  í  • • í L 0 dx =  í  í L 0 dx  4- í  ••• f  L {)dx =  a  

cn o  c n /r  c n o  c n o
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y p o r tan to

í  • •  í L 0 d.x  =  í  • • •  J L 0 d x

c n o  c n o

E ntonces, puesto  que L j ^  L 0/k  d e n tro  de C  y L , ^  L 0/A: fuera  de C, se sigue 
que

Finalm ente,

/  -  I 1-'"1'* i  -  I ‘f ,h = I  ' / r * *  J " I L'dx
c n o ' c n o - c n o  c n o

y p o r tan to  que

í  -  í  ••• í L x dx
c n o ' c rio

J  J  =  J  J  L ¡ d x  +  J  ••• J  L x dx
c cno cno1

£  J  ••• Í L x d x  +  J  — J L¡ <Lx = J  J L¡ dx
cno c n o  o

de m anera  que

J - J L , dx  B  I  ■ J L ,d x
c o

y esto  com pleta  la dem ostración  del teo rem a  12.1. La desigualdad  final enuncia 
que p a ra  la región crítica C  la p robab ilidad  de no  com eter un e rro r  de tip o  II es 
m ayor que, o  igual a, la p robab ilidad  correspond ien te  para  cualquier o tra  región 
crítica de tam añ o  a . (P ara  el caso d iscreto  la dem ostración  es la m ism a, donde las
sum as tom an  el lugar de las in tegrales.) T

E JEM P LO  12.4

U na m uestra a lea to ria  de tam año  n  de  una población norm al con <r2 =  1 se va a usar 
p a ra  p ro b a r  la h ipó tesis  nula n  =  p,0 co n tra  la h ipótesis a lte rna tiva  ¿i =  f i x, donde 

> f i fí. U se el lem a de N eym an-Pearson  para  en co n tra r la  región crítica m ás po ten 
te de tam año  a .

So lución

Las dos verosim ilitudes son

d onde  las sum as se ex tienden  de i =  1 y i = n ,  y después de  algunas sim plifica
ciones su razón  se vuelve
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L 0

L \ ~ e

Así, debem os encontrar una constante k  y una región C  del espacio m uestral tai que

2 0 * í  “ < 4 )+ 0*o ~ * * i ) ' 2 > , 
e  S  k  d e n tro  de C

mi )-2 j 4
e =  k  fu e ra  de C

y después d e  sacar logaritm os, res ta r y  — n i ) ,  y d ividir p o r la can tidad  ne

gativa — ¿ i,) , estas dos desigualdades se vuelven

x  S  k  d e n tro  de C

x  S  A- fu e ra  de C

donde K  es una expresión en k . n. y ¿ i , .
E n la práctica real, las constan tes com o K  se de term inan  al hacer uso del 

tam año  de la  región crítica y de la teoría  estadística aprop iada. E n  nuestro  caso

(véase el e jem plo  12.2) ob tenem os K  =  ¡ia +  z a • donde za es com o se d e 

fine en la página 227. A sí, la región crítica m ás po ten te  de  tam año  a  p a ra  p ro b ar 
la h ipótesis nula n  =  / t0 con tra  la a lte rnativa  n  =  n \  (con >  /x0) para  la po 
blación norm al dada  es

x  £  f i0 +  z 1
V n

y se debe observar que no d epende  de f i x. E sto  es una p rop iedad  im portan te , a 
la cual nos volverem os a re fe rir  en  la sección 12.5. ▲

A dvierta  q ue  en  este caso derivam os la región crítica sin m encionar p rim ero  que 
la estadística de p ru eb a  va a  ser X . Puesto  que la especificación de una región crítica 
define así la estad ística  de p rueba  correspondien te , y viceversa, estos dos térm inos “ re 
gión crítica” y “estad ística  de p ru eb a” , a m enudo  se usan ind istin tam ente  e n  el lengua
je de la estadística.

EJERCICIOS

12.1 D ecida e n  cada caso si la h ipótesis es sim ple o  com puesta:

(a) la h ipó tesis de que una variable a lea to ria  tiene  una d istribución  gam m a 
con a  =  3 y /3 =  2;

(b ) la h ipó tesis de que una variable a lea to ria  tiene  una d istribución  gam m a 
con a  =  3 y /3 ^  2;

(c) la h ipótesis de  que una variable a lea to ria  tiene una densidad  exponencial;

(d ) la h ipótesis de que una variable a lea to ria  tiene una distribución be ta  con 
la m ed ia  n  =  0.50.
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12 .2  D ecida en  cada  caso si la h ipótesis es sim ple o  com puesta:
(a) la h ipótesis de que una variable a leato ria  tiene una distribución de  Pois

son con A =  1.25;
(b ) la h ipótesis de que una variable a leato ria  tiene una distribución de  Pois

son con A >  1.25;
(c) la h ipótesis de que una variable a lea to ria  tiene  una distribución  norm al 

con  la m edia /¿ =  1 0 0 :
(d ) la h ipótesis de que una variable a leato ria  tiene una distribución binom ial 

negativa con k  = 3 y ti <  0.60.

12.3 U na sola observación  de una variable a leato ria  q ue  tiene una distribución hi- 
pergeom étrica  con N  =  7 y n =  2 se usa para p ro b ar la h ipótesis nula k  =  2 
con tra  la h ipótesis a lte rnativa  k  =  4. Si la h ipótesis nula se rechaza si y sólo si 
el valor de la variable a lea to ria  es 2 . encuen tre  las p robabilidades de e rro res  ti
po I y de  tip o  II.

12.4 C on respec to  al e jem plo  12.1. ¿cuáles hubieran  sido las p robab ilidades de e rro 
res de tipo  I y de tipo  II si la región de aceptación hubiera sido  x  >  16 y la re 
gión de rechazo  correspond ien te  hubiera  sido x  ^  16?

12 .5  U na observación única de una variable a leato ria  que tiene una distribución geo 
m étrica se usa para  p ro b ar la h ipótesis nula 9 =  0O contra  la h ipótesis a lte rn a 
tiva 9 =  0, >  90. Si la h ipó tesis nula se rechaza  si y só lo  si e l va lo r de la 
variable a lea to ria  es m ayor que. o  igual a, el en te ro  positivo k , encu en tre  las 
expresiones para  las p robabilidades de e rro res  de tipo  1 y de tipo II.

1 2 .6  U na observación única de una variable a leato ria  que tiene una distribución  ex
ponencial se  usa para  p ro b ar la h ipótesis nula que la m edia de la distribución 
es 9 =  2 co n tra  la hipótesis a lte rnativa  que es 9 =  5. Si la h ipótesis nula se re 
chaza si y só lo  si el valor de la variable a leato ria  es m enor que 3. encuen tre  las 
p robab ilidades de e rro res  de  tipo  I y de tipo  II.

12.7 Sea que X t y X 2 constituyan  una m uestra a lea to ria  de una población norm al 
con a '  =  1. Si la h ipótesis nula ¿i =  / i (l va a ser rechazada en favor de la h i
pótesis a lte rna tiva  =  ¿i, >  cuando  x  >  / ¿ 0 +  1 . ¿cuál es el tam año  de la 
región crítica?

12.8 U na observación única de una variable a leato ria  que tiene una densidad  unifor
me con a  =  0 se usa para  p ro b ar la h ipótesis nula /3 =  /30 con tra  la hipótesis 
a lte rnativa  fi =  fin +  2. Si la hipótesis nula se rechaza si y sólo si el valor de 
la variable a lea to ria  asum e un valor m ayor que /30 +  1 , encuen tre  las p ro b ab i
lidades de e rro res  de tipo  I y de tipo  II.

1 2 .9  Sea que A', y X2 constituyan una m uestra a leato ria  de tam año  2 de  la población 
dada  por

f[  r  9) ~  1 9 x 6 1  p3 ra  0  <  x  <  1
I 0  en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

Si la reg ión  crítica ^  J se usa para  p ro b ar la h ipótesis nula 9 =  1 contra 
la h ipótesis a lternativa 9 =  2. ¿cuál es la po tencia  de  esta  p rueba  en 9 =  2 ?
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12.10 D em uestre  q ue  si <  /¿o en  el e jem plo  12.4, e l lem a de N eym an-Pearson nos 
da la región crítica

12.11 U na m uestra  a lea to ria  de  tam año  n  de  una población exponencial se usa para  
p ro b a r  la h ipó tesis nu la  9 =  0O co n tra  la h ipó tesis a lte rn a tiv a  0 =  9 X >  0O. 
U se el lem a de  N eym an-Pearson  para  en co n tra r la región crítica m ás po ten te  
de  tam año  a ,  y use e l resu ltado  del e jem plo  7.16 para  indicar cóm o eva luar la 
constan te.

12.12 Use el lem a de  N eym an-Pearson para  ind icar cóm o constru ir la región crítica 
m ás p o ten te  de tam año  a  p ara  p ro b ar la h ipótesis nula 0 =  0O, d onde  6 es el 
p a rám etro  de la distribución binom ial con un valor dado  de  n, con tra  la h ipó
tesis a lte rna tiva  6 =  0 , <  90.

12.13 C on respec to  al ejercicio 12.12, si n =  100, 0O =  0.40, 0 l =  0.30 y a  es tan  
grande com o sea posible sin exceder de 0.05, use la aproxim ación norm al a la dis
tribución binom ial p a ra  encon trar la probabilidad de com eter un e rro r de  tipo  II.

12.14 U na observación única de  una m uestra a leato ria  que tiene u na  distribución g eo 
m étrica se va a usar p a ra  p ro b a r  la h ipótesis nula q ue  su p a rám etro  es igual a 
60 con tra  la h ipótesis a lte rna tiva  que es igual a  0, >  0O. U se el lem a de  N ey
m an-Pearson  p a ra  en co n tra r la m ejor región crítica de tam año  a .

12.15 D ada un a  m uestra  a lea to ria  de tam año  n  de  una población norm al con  f i  =  0 
use el lem a de N eym an-P earson  p a ra  constru ir la reg ión  crítica m ás p o ten te  
de tam a ñ o  a  p a ra  p ro b a r  la h ipó tesis nula tr =  «r0 co n tra  la a lte rna tiva  a  =
o-i >  o-„.

12.16 Suponga q u e  en  el e jem plo  12.1 el fabricante  del nuevo m edicam ento  c ree  que 
la ventaja  es 4 a 1 que con su m edicam ento  la tasa  de recuperación  d e  la  en fe r
m edad es 0.90 en  vez de  0.60. C on esta  ventaja, ¿cuáles son las p robabilidades 
que tom ará  la decisión equivocada si usa la función de decisión

APLICACIONES

12.17 U n a ae ro lín ea  qu iere  p ro b a r  la h ipó tesis nula d e  que 60 po r c ien to  de sus p a 
sajeros o b je ta n  a q ue  se fum e d e n tro  el avión. E xplique en  qué cond iciones 
co m e terían  un e rro r  de  tipo  I y en  qué cond ic iones co m eterían  un  e rro r  de t i 
po  II.

(a)
p a ra  x  >  14 
p a ra  x  S  14

p a r a x  >  15 
p a r a x  ^ 1 5

p a ra x  >  16 
p a ra x  á  16?(c)
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12.18 Se le p ide a un docto r que haga un exam en físico general muy com pleto  a un 
ejecutivo  p a ra  p ro b ar la  h ipótesis nula de que él podrá  encargarse de respon
sab ilidades adicionales. E xplique en  qu é  cond iciones el d o c to r com etería  un 
e rro r  de tipo  I y en qué condiciones el docto r com etería  un e rro r de  tipo  II.

12.19 E l tiem po prom ed io  de secado de la p in tu ra  de una fabricante  es 20 m inutos. 
Investigue la efectividad de una m odificación en  la com posición quím ica de su 
p in tu ra , la fabricante qu iere  p ro b a r  la h ipótesis nula n  =  2 0  m inutos con tra  
una alternativa  ap rop iada, donde /x es el tiem po  p rom edio  de secado de  la p in 
tu ra  m odificada.
(a) ¿Q ué hipótesis a lte rnativa  debe usar la fabricante si no  quiere hacer la m o

dificación en la com posición quím ica de la p in tu ra  a m enos que reduzca el 
tiem po  de secado?

(b) ¿Q ué hipótesis a lte rnativa  debe usar la fabricante si el nuevo proceso  es 
rea lm en te  m ás b a ra to  y e lla  qu iere  hacer la m odificación a m enos que au 
m en te  el tiem po  de secado de la p in tu ra?

1 2J0  El departam ento  de policía de una ciudad está considerando reem plazar los neu
máticos en sus autos con neum áticos radiales. Si /x, es el núm ero prom edio de  mi
llas que duran  los neum áticos anteriores y /x2 es el núm ero prom edio de  millas que 
durarán los nuevos neumáticos, la hipótesis nula que debe probarse es /x, =  ¿x2.
(a) ¿Q u e  hipótesis a lte rna tiva  debe usar e l d ep artam en to  si no  qu iere  usar los 

neum áticos rad ia les a m enos qu e  se p ruebe  defin itivam ente  q ue  dan  un 
m ejor m illaje? E n  o tras palabras, se pone el peso de la p rueba  en los n e u 
m áticos radiales, y se re ten d rán  los neum áticos an te rio res a m enos que se 
rechace la h ipótesis nula.

(b ) ¿Q u e  hipótesis a lte rna tiva  debe usar el d ep artam en to  si es tá  ansioso en 
o b ten e r  los neum áticos radiales a m enos que realm ente  den  un millaje más 
p o b re  que los neum áticos an te rio res?  A dv ierta  q ue  el nuevo peso  de la 
p ru eb a  está  en los neum áticos an terio res, los cuales se re ten d rán  só lo  si se 
puede  rechazar la hipótesis nula.

(c) ¿Q ue hipótesis a lte rnativa  debe  usar el d e p a rtam en to  de m anera q ue  el 
rechazo  de  la hipótesis nula pueda llevar a  m an tener los neum áticos a n te 
riores o  a  com prar los nuevos?

12¿1 U n bo tán ico  desea p ro b ar la h ipótesis nula de que el d iám etro  p rom edio  de las 
flores de u na  p lanta en particu la r es 9.6 cm. D ecide tom ar una m uestra  a lea to 
ria de tam año  n =  80 y acep tar la h ipótesis nula si la m edia de la m uestra cae 
en tre  9.3 cm  y 9.9 cm; si la m edia de esta m uestra cae fuera  de este  intervalo, 
él rechazará  la h ipótesis nula. ¿Q ué decisión tom ará  y estará  en  e rro r si
(a ) o b tien e  una m edia de la m uestra de 10.2 cm y n  =  9.6 cm;
(b) o b tien e  una m edia de la m uestra  de 10.2 cm  y ¿x =  9.8 cm;
(c) o b tien e  una m edia de la m uestra de 9.2 c m y /x  =  9.6 cm;
(d ) o b tien e  una m edia de la m uestra de 9.2 cm y /x =  9.8 cm ?

1 2 J2  U n  especialista  en  educación está  considerando  el uso de m aterial de  instruc
ción en  aud io  casetes para  una clase especial de estud ian tes de te rcer añ o  con 
deficiencias en lectura. A  los estud ian tes en esta  clase se les da  una p rueba  es-
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tandarizada  en  m ayo del añ o  escolar, y ¿i, es la pun tuación  p rom edio  ob ten ida 
en  estas p ruebas  después de m uchos años de experiencia. Sea p 2 Ia  puntuación  
p rom edio  de  ios estud ian tes que usan  los audio  casetes, y suponga q ue  las p u n 
tuaciones altas son deseables.

(a) ¿Q u é  hipótesis nula d ebe  usar el especialista en  educación?

(b) ¿Q u é  hipótesis a lte rnativa  debe  usarse si el especialista no  desea adop ta r 
los nuevos casetes a m enos que m ejoren  las pun tuaciones de  la p ru eb a  e s
tandarizada?

(c) ¿Q u é  hipótesis a lternativa debe usarse si e l especialista desea ad o p ta r los 
nuevos casetes a m enos q ue  em peoren  las puntuaciones de la p ru eb a  es
tandarizada?

12.23 Suponga que querem os p ro b ar la hipótesis nula de que un dispositivo anticon- 
tam inan te  para  los au tos es efectivo.

(a) Explique en  qué condiciones com eteríam os un e rro r  de tipo  I y bajo  que 
condiciones com eteríam os un e rro r  de tipo  II.

(b ) E l q ue  un e rro r sea un e rro r de  tipo  I o  un e rro r  de  tipo  II depende  de có
m o form ulem os la h ipótesis nula. R cexprese la h ipótesis nula de m anera  
que un e rro r de tipo  I se vuelva un e rro r  de  tipo  II, y viceversa.

1234  U na bióloga qu iere  p ro b ar la hipótesis nula de que la envergadura  m edia de 
c ierta  clase de insectos es 12.3 m m  con tra  la h ipótesis a lte rna tiva  de que no  es
12.3 m m. Si tom a una m uestra  a leato ria  y decide acep tar la h ipótesis nula si y 
sólo si la m edia de la m uestra cae en tre  1 2 .0  m m  y 1 2 . 6  m m, ¿qué decisión to 
m ará  si ob tiene  x  =  12.9 m m  y esta rá  equivocada si

(a ) p  =  12.5 m m; (b ) p  =  12.3 m m?

1235  U n em pleado  bancario  qu iere  p ro b ar la h ipótesis nula de q ue  en  p rom edio  el 
banco paga 1 0  cheques m alos p o r d ía con tra  la a lte rnativa  de  que es ta  cifra es 
dem asiado  pequeña. Si tom a una m uestra  a lea to ria  y decide rechazar la h ipó
tesis nula si y sólo si la m edia de la m uestra excede 12.5. ¿qué decisión tom ará 
si ob tiene  x  =  11 .2 , y estará  equivocado si

(a ) A =  11.5; (b ) A =  10.0?

En este  caso A es la m edia de la población de Poisson que se está  m uestreando.

1236  R ehaga el ejem plo 12.3 con

(a) (3 =  0.03; (b ) p  =  0.01.

1 23 7  Suponga q ue  querem os p ro b ar la h ipótesis nula de  que cierta  clase de neum á
tico d u rará , en  p rom edio . 35,000 m illas con tra  la h ipótesis a lte rna  de que d u ra 
rá, en p rom edio , 45,000 millas. Suponga que estam os tra tan d o  con una variable 
a leato ria  q ue  tiene una distribución  exponencial, especificam os el tam año  de  la 
m uestra y la p robab ilidad  de un e rro r  de tipo  I y use el lem a N eym an-Pearson 
para  constru ir una región crítica. ¿O btendríam os la m ism a región crítica si cam 
biam os la h ipótesis a lte rnativa  a

(a ) 0¡ =  50,000 miles; (b ) 0, >  35,000 miles?
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1 2 .5  L A  F U N C IÓ N  D E  P O T E N C IA  D E  U N A  P R U E B A

En el e jem plo  12.1 pud im os d a r valores únicos a las p robab ilidades de com eter erro res 
de tipo  I y tipo  de II porque estábam os p ro bando  una hipótesis sim ple con tra  una al
ternativa  sim ple. E n  la práctica  real, es rela tivam ente  raro , sin em bargo, que las h ipó 
tesis sim ples se p ru eb en  con tra  a lternativas simples; usualm ente  una o  la o tra , o  am bas, 
son com puestas. P o r ejem plo, en el e jem plo  12.1. b ien  podríam os haber sido m as re a 
listas al p ro b a r  la h ipó tesis nula q ue  la tasa  de  recuperac ión  de la en fe rm ed ad  es 
8 S  0.90 con tra  la hipótesis a lte rna tiva  8 <  0.90. e s to  es, la h ipótesis a lte rnativa  de 
que  el nuevo m edicam ento  no es tan  efectivo com o se afirm a.

C uando  tra tam os con hipótesis com puestas, el problem a de evaluar los m éritos de 
un c riterio  de p rueba , o  región crítica, se vuelve m ás com plejo. E n ese caso tenem os 
que considerar las p robab ilidades a (9 )  de  com eter un e rro r de tipo I para  todos los va
lores de 9 d en tro  del dom inio  especificado bajo  la h ipótesis nula H0 y las p robab ilida
des ()(d )  de  co m eter un e rro r  de tipo  II d en tro  de 8 del dom inio  especificado bajo  la 
hipótesis a lte rna tiva  / / , .  Se acostum bra com binar los dos conjuntos de p robabilidades 
de la siguiente m anera

DEFINICIÓN 1 2 3  La f u n d ó n  d e  p o ten c ia  de una p rueba  de una hipótesis e s ta 
dística H0 co n tra  una hipótesis a lte rnativa  H\ está dada por

Así, los valores de la función de po tencia  son las p robab ilidades de rechazar la h ipó te 
sis nula H(, p ara  d iversos valores del p a rám etro  8. O bserve tam bién  que para  los valo
res de 8 asum idos bajo  H0, la función de potencia  da la p robab ilidad  de com eter un 
e rro r  de tipo  I, y p a ra  los valores de 8 asum idos ba jo  H ] , da  la p robab ilidad  de no  co 
m eter un e rro r  de tipo  II.

C on  respecto  al e jem plo  12.1, suponga que hubiésem os querido  p ro b ar la h ipótesis nu 
la 8 ^  0.90 con tra  la hipótesis a lte rnativa  8 <  0.90. Investigue la función de potencia 
correspond ien te  al m ism o criterio  de p rueba com o en  la página 386, donde aceptam os 
la h ipótesis nula si x  >  14 y la rechazam os si x  14. C om o an tes, x  es el núm ero  ob 
servado  de éxitos (recuperaciones) en  n  =  2 0  intentos.

7T
a (6 )  p a ra  los va lo res  d e  9 a sum idos ba jo  H 0
1 — 0 (8 )  p a ra  los v a lo re s  d e  8 a sum idos b a jo  H {

E JEM P LO  12.5

So lución

Al escoger valores de 8 para los cuales las probabilidades respectivas. a ( 0 )  o  /3(0), 
están  d isponibles de la tab la I, encon tram os las probabilidades a {8 )  de ob tener 
cuando  m ucho  14 éxitos para 8 =  0.90 y 0.95. y las p robabilidades fl(9) de obte-
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podrían  usarse p a ra  p robar un hipótesis nula dada con tra  una a lte rna tiva  dada. Inci- 
d en ta lm en te , si hub iésem os graficado en la figura 1 2 .2  las p robab ilidades de acep ta r H0 
(en vez de las de rechazar H0), hubiésem os ob ten ido  la curva característica de opera
ción, o sim plem ente la curva O C , de la reg ión  crítica dada. E n o tra s  palabras, los valo
res de la función carac te rís tica  de  o perac ión , usados p rincipalm en te  en aplicaciones 
industríales, están  d ados p o r 1 — t t(8 ) .

E n la página 390 indicam os que en  la teo ría  de N eym an-Pearson de  p rueba  de  hi
pótesis m an tenem os fija a , la p robab ilidad  de un e rro r  de tipo  I, y esto  requ iere  q ue  la 
h ipótesis nula H0 sea  una hipótesis sim ple, digam os. 0 =  0O. C om o resu ltado , la fun 
ción de potencia  de cualqu ier p rueba  de esta  h ipótesis nula pasará  po r el p u n to  ( 0O, a ) ,  
e l único p u n to  en  el cual e l va lo r de  una función de po tenc ia  es la p robab ilidad  de 
com eter un error. E sto  facilita la com paración de las funciones de potencia de varias re 
giones críticas, todas las cuales están diseñadas para p robar la hipótesis nula simple 0 =  0O 
c o n tra  una a lte rna tiva  com puesta, digam os, la h ipótesis a lte rnativa  8 & d0. P ara  ilus
tra r , considere  la figura 12.3, que da  las funciones de potencia de tres reg iones críticas 
d iferen tes, o  criterios de p rueba , d iseñadas para  este  propósito . Puesto  que p a ra  cada 
valor de 6 , excep to  80, los valores de las funciones de potencia  son las p robabilidades 
de tom ar las decisiones correctas, es deseab le  tenerlas  tan  cercanas a 1 com o sea posi
b le. Así, se puede  ver po r inspección que la región crítica cuya función de potencia  es
tá  dada  p o r la curva  pun teada  de  la figura 12.3 es p referib le  a  la región crítica cuya 
función de po tenc ia  está  d ada  po r la curva p u n teada . La p robab ilidad  de  no com eter 
un e rro r  de tipo  II con  la p rim era  de estas regiones críticas siem pre excede al de  la se
gunda. y decim os qu e  la p rim era  región crítica es uniformemente mas potente q u e  la 
segunda; tam bién  se  dice que la segunda región crítica es inadmisible.

La m ism a d istinción clara no es posible si in ten tam os com parar las regiones crí
ticas cuyas funciones d e  potencia  estén  dadas po r las curvas p un teadas  y sólidas de  la 
figura 12.3; en  este  caso es p referib le la p rim era para  8 < 80, m ien tras que la o tra  es 
p refe rib le  para  6 >  80. E n  situac iones com o é s ta  necesitam os c rite rio s  ad icionales

tr(0)

Figura 12.3 Funciones de potencia.
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y a poblaciones con tinuas, pe ro  todos nuestros argum entos se pueden  ex tender fácil
m en te  al caso  m ultiparam étrico  y a poblaciones discretas.

Para ilustrar la  técnica de la razón de verosimilitud, supongam os que X ¡ , X 2 X n
constituyen una m uestra  a leato ria  de tam año  n de una población cuya densidad  en  x  es 
f { x \ 8 )  y que í !  es el con jun to  de valores que el parám etro  0 puede asum ir. A  m enu
do nos referim os a f l  com o el espado de parámetro para 0. La hipótesis nula que qu ere 
m os p ro b a r  es

H 0: 0 e  &

y la hipótesis a lte rnativa  es

H \ : 0 e  oj'

donde oj es un subconjunto  de A y oj' es el com plem ento de oj con respecto a A . A sí el 
espacio de parám etro  para 0 se divide en dos conjuntos ajenos oj y oj'\ de  acuerdo  a la 
hipótesis nula. 0 es un  elem ento del prim er conjunto, y de  acuerdo  a  la hipótesis a lterna
tiva es un elem ento  del segundo conjunto. En la m ayoría de los problem as f l  es cualquie
ra de: el conjunto  de  todos los núm eros reales, el conjunto de todos los núm eros reales 
positivos, algún in tervalo  de núm eros reales, o  un conjunto  d iscreto de núm eros reales.

C uando  H ü y / / ( son am bos hipótesis sim ples, oj y oj'  tienen  cada uno  sólo un e le 
m ento , y en  la sección 12.4 constru im os pruebas para com parar las verosim ilitudes L 0 
y L , . E n  el caso genera l, donde al m enos una de  las dos hipótesis es com puesta, com 
param os en  vez de ello  las dos cantidades m áx L 0 y m áx L ,  donde m áx L 0 es el valor 
m áxim o de  la función de verosim ilitud (véase página 346) para  todos los valores de  0 

en oj, y m áx L  es e l valor m áxim o de  la función de verosim ilitud para  todos los valores 
de 0 en  í l .  E n  o tra s  palabras, si tenem os una m uestra a leato ria  de  tam año  n de  una po 
blación cuya densidad  en  x  es f { x ; 0 ) , 0  es la estim ación de m áxim a verosim ilitud de 0

a
sujeta a la restricción que 0 debe ser un elem ento  de oj. y 0 es la estim ación de m áxi
m a verosim ilitud d e  0 para  todos los valores de 0 en  f l .  entonces

n
m áx L 0 =  U f i x . ' J )

i=i

y

m áx L  =  f l f [ x ¡ ; 8 )
i - 1

A m bas cantidades son valores de  variables a lea to rias, puesto  que dependen  de los va
lores observados x , , x 2 x n, y  su razón

^ _  m áx L 0 

m áx L

se conoce com o un valor de la estadística de la razón de verosimilitud A (griega m a
yúscula lambda).

Puesto que m áx L 0 y m áx L  son am bas valores de una función de verosimilitud y 
por consiguiente nunca son negativas, se sigue que A ^  0; tam bién, puesto oj es un sub
conjunto del espacio de parám etro  í l ,  se sigue que A S I .  C uando  la hipótesis nula es fal-
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sa, esperaríam os que m áx L 0 sea pequeña com parada con m áx L , en  cuyo caso A sería cer
cana a cero. P o r o tra  parte, cuando la hipótesis nula es verdadera y 6 e  w, esperaríam os 
que m áx L 0 sea cercana a  m áx L , en  cuyo caso A sería cercana a 1. U na p rueba de la ra 
zón de  verosim ilitud afirm a, po r consiguiente, que la hipótesis nula H0 se rechace si y só
lo si A cae en  la región crítica de la form a A % k ,  donde 0 <  k  <  1. Para resum ir

d e f in i c ió n  12.4 Si u) y a)' son subconjuntos com plem entarios del espacio  de 
p a rám etro  f t  y si

^  _  m áx  L 0 

m áx L

donde m áx L„ y m áx L  son los valores m áxim os de la función de  verosim ilitud 
p a ra  todos los valores de 0 en  cu y í l ,  respectivam ente, en tonces la  reg ión  crítica

A á  k

donde 0  <  k  <  1 , define una p ru e b a  d e  ra z ó n  d e  v ero s im ilitu d  de la h ipótesis 
nula 0 g  ai co n tra  la h ipótesis a lternativa 0 e  <o'.

Si H0 es un a  hipótesis sim ple, se escoge k  de  m anera  que el tam año  de la región 
crítica sea igual a  a ;  si H0 es com puesta, k  se  escoge de  m anera  q ue  la p robab ilidad  de 
un e rro r  de  tip o  I sea m eno r que , o  igual a a  para  toda  0  en  w, e igual a  a ,  si es posi
b le , p a ra  a l m enos un valor de 0 en  a>. A sí, si H0 es una hipótesis sim ple y g(A ) es la 
densidad  de A e n  A cuando  H0 es verdad , en tonces k  d ebe  ser tal que

P (A  S  k )  =  g ( \ ) d \  =  a

E n  el caso d iscreto , la  in tegral se reem plaza con  u na  sum a, y A se tom a com o el valor 
m ás g rande p a ra  el cual la sum a es m eno r que , o  igual a  a .

E JEM P LO  12.6

E ncuen tre  la reg ión  crítica d e  la p rueba  de razón  de verosim ilitud p a ra  p ro b a r  la h ipó
tesis nula

H0: f i  =  /i-o

con tra  la a lte rna tiva  com puesta

H\\ fi ^  fi0

sobre  la base d e  una m uestra  a lea to ria  de tam año  n  de  una población  norm al con  la va
rianza conocida  cr2.

Solución

Puesto  qu e  «  só lo  contiene se sigue qu e  /z =  p-o» Y puesto  q ue  f i  es el con
ju n to  de to d o s los núm eros reales, se  sigue p o r el m éto d o  de la  sección 10.7 que 
4  =  x .  Así:
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En el e jem plo  an te rio r fue fácil en co n trar la constan te  que hizo el tam año  de  la 
región crítica igual a a ,  p o rque  pudim os referirnos a la distribución conocida de A' y 
n o  tuvim os q ue  derivar la d istribución  de la estad ística de  la razón de verosim ilitud A 
m ism a. Puesto  q ue  la distribución de A es usualm ente  muy com plicada, lo cual hace d i
fícil evaluar k , a m enudo  es preferib le  usar la siguiente aproxim ación, al final del cap í
tu lo  hacem os refe renc ia  a su prueba.

t e o r e m a  12.2 P ara  n  g rande, la d istribución  de —2 - ln  A se aproxim a, bajo 
condiciones m uy generales, a la d istribución  ji cuadrada  con  1 g rado  de libertad .

D ebem os añadir q ue  este teorem a se aplica sólo al caso de un parám etro: si la población 
tiene más de un parám etro  desconocido sobre los cuales la hipótesis nula im pone r restric
ciones, el núm ero de grados de libertad en  la aproximación ji cuadrada a la distribución de 
—2 • ln A es igual a  r. Por ejem plo, si querem os p robar la hipótesis nula de que la m edia 
y la varianza desconocidas de una población norm al son /¿o y a l  contra la hipótesis alter
nativa que (á & y a 1 ^  a l . el núm ero de  grados de libertad en la aproxim ación ji cua
drada a  la distribución de - 2 - l n  A sería 2; las dos restricciones son fj. =  /z 0 y a 2 =  a \ .

Puesto que los valores pequeños de A corresponden a valores grandes de — 2 • ln A, 
podem os usar el teo rem a 1 2 .2  p a ra  escrib ir la región crítica de esta  p ru eb a  aprox im a
da de la razón d e  verosim ilitud com o

donde x l .  \ se define com o en  la página 282. E n  relación con el e jem plo  12.6 encon tra 
m os que

que realm ente  es un  valor de  u na  variab le  a leato ria  que tiene la distribución ji cuad ra 
da con 1 g rado  de libertad.

C om o indicam os en la página 400, la  técnica de la razón de verosim ilitud  gene
ralm ente  p roducirá  resu ltados satisfactorios. Q ue éste  no es siem pre el caso se ilustra 
con el siguiente ejem plo , el cual es algo fuera de la com ún.

Sobre la base de una observación única, querem os p ro b ar la h ipótesis nula sim ple que 
la d istribución  d e  p robab ilidad  de X  es

- 2 - l n  A S  x l ,  i

E JEM P LO  12.7

x 1 2 3 4 5 6  7

1 1 1

12 12 12 4 6  6  6

con tra  la a lte rna tiva  com puesta que la  d istribución  de p robab ilidad  es
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K( x)

1 2 3 4 5 6  7

a b e  2 
3 3 3 3

donde a + b  +  c =  l.  D em uestre  que la región crítica ob ten ida  por m edio  de la téc
nica de la razón d e  verosim ilitud es inadm isible.

Solución

La hipótesis alternativa com puesta incluye todas las distribuciones de probabilidad 
que ob tenem os al asignar valores d iferentes de 0  a 1 a a, b  y c, su jeto  sólo a  la res
tricción que a  +  b  +  c = 1. Para determ inar A para  cada valor de x, p rim ero  ha
cem os x  =  1. Para  este valor ob tenem os m áx L 0 =  m áx L  =  \  (que 
corresponde a  a  =  1). y por tan to  A =  ¡ . Al determ inar de la misma m anera A pa
ra  los otros valores de x,  ob tenem os los resultados m ostrados en  la siguiente tabla:

x 1 2 3 4 5 6  7

1 1 1 3
A -  1 1 1

4 4 4 8

Si el tam año de la región crítica va a ser a  =  0.25, encontram os que la técnica de la 
razón de verosimilitud nos da una región crítica para la cual la hipótesis nula se re
chaza cuando  A =  esto  es, cuando x  =  1, x  =  2 o  x  =  3; claram ente, 
/ ( l )  +  / ( 2 )  +  / ( 3) =  jy +  j i  +  i2 =  0.25. La probabilidad correspondiente de un 
e rro r de tipo II está dada p o r g( 4 ) +  g ( 5 ) + g ( 6 )  4- g ( 7 ) , y por tanto  es igual a | .

A h o ra  considerem os la reg ión  crítica para la cual la h ipótesis nula se recha
za sólo cuando  x  =  4. Su tam año  tam bién  es a  =  0.25 puesto  que / ( 4 )  =  p e 
ro  la p robab ilidad  correspond ien te  de un e rro r  de tipo  II es

* (1 )  +  g (2 )  +  * (3 )  +  * (5 )  +  * ( 6 ) +  g (7 )  =  J  +  J  +  f  +  ° +  °  +  0

=
3

Puesto  que e s to  es m enos que la reg ión  critica o b ten ida  p o r m edio  de  la técn i
ca de la razón  de verosim ilitud es inadm isible. ▲

EJERCICIOS

12.28 C on resp ec to  al ejercicio 12.3, suponga que hubiésem os querido  p ro b ar la hi
pótesis n u la  k á  2 con tra  la h ipótesis a lte rna tiva  k  >  2. E ncuen tre  las p ro b a
bilidades de
(a) e rro re s  del tipo  I para  k  = 0 , 1 y 2 ;
(b ) e rro re s  del tipo  II para  k  = 4. 5, 6  y 7.
D ibuje tam bién  la gráfica de la función de potencia  correspondien te .

12.29 C o n  resp ec to  al e jem p lo  12.5, suponga que rechazam os la h ipó tesis  nu la  si 
x  S  15 y la aceptam os si x  >  15. Calcule t t ( 0 )  para  los m ism os valores de 9
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com o en la  tab la en  la página 398 y d ibu je  la gráfica de la función de potencia  
de  este c riterio  de prueba.

1230 E n  la solución del ejem plo 12.6. verifique el paso  que lleva a

A =

12.31 E l núm ero  de éxitos en n in ten tos se va a usar p a ra  p ro b ar la hipótesis nula de 
que el p a rám etro  0 de  u na  población binom ial es igual a ' con tra  la a lte rnativa  
que no  es igual a
(a) E n cu en tre  la expresión p a ra  la estad ística de  la razón  de verosim ilitud.
(b ) U se el resu ltado  del inciso (a) p a ra  dem ostra r que la reg ión  crítica de la 

p ru eb a  de razón de verosim ilitud se puede  escrib ir com o

x * l n x  +  ( n  — x ) - l n ( n  — x)  g  K

donde x  es e l núm ero  observado de éxitos.
(c) E studie  la gráfica de f ( x )  =  x  • In x  +  (n  — x )  • In (n — x ) ,  en  particu lar 

su m ínim o y su sim etría, p a ra  dem ostra r que la reg ión  crítica de es ta  p ru e 
ba de razón de verosim ilitud tam bién  se puede  escrib ir com o

n
X ~ 2

£  K

d onde  K  es una constan te  qu e  depende del tam año  de la región crítica.

1232 U na m uestra  a lea to ria  de  tam año  n  se va a usar para  p ro b ar la hipótesis nula 
que el p a rám etro  0 de  una población exponencial es igual a 0 „ con tra  la a lte r
nativa de que no es igual a 0O.

(a ) E n cu en tre  una expresión  p a ra  la estad ística de la razón de verosim ilitud.
(b ) U se el resu ltado  del inciso (a) para  dem ostra r que la reg ión  crítica de la 

p ru eb a  de razón de verosim ilitud  se puede  escrib ir com o

x - e ~ il$0 á  K

1233  U na m uestra  a leato ria  de  tam año  n de  una población norm al con m edia y va
rianza desconocidas se va a  usar para  p ro b ar la hipótesis nula n  =  con tra  la 
a lte rna tiva  ^  *  n ^ .  U se las estim aciones sim ultáneas de  m áxim a verosim ilitud 
de  fi  y a 2 ob ten idas en  el e jem plo  10.17, dem uestre  que los valores de la es ta 
dística de la razón de verosim ilitud se puede  escrib ir en  la form a

X  —  Uq ... .
don d e  t =  - j \J ~  ' ^ o te 9 ue *a P™ 6 *5 3  ríe razón de verosim ilitud  puede  así

basarse e n  la d istribución  t.

123 4  Para la estad ística de la razón  de  verosim ilitud del ejercicio 12.33, m uestre  que 
— 2 • ln A se aproxim a a t2 conform e n oo. [Sugerencia: use la serie infinita 
p ara  l n (1 +  x)  dada  en la página 223.]
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12.35 D ada una m uestra  a leato ria  de tam año  n  de  una población norm al con m edia 
y varianza desconocidas, encuen tre  una expresión  para  la estad ística de la ra 
zón  de verosim ilitud para  p ro b ar la hipótesis nula a  =  <r0 con tra  la hipótesis 
a lte rna tiva  cr #  <r0. (Sugerencia: véase el ejem plo 10.17.)

1236  M uestras a lea to rias independ ien tes de  tam año  n , , n 2, . . . , y  «* de k  poblaciones 
norm ales con  m edias y varianzas desconocidas se van a  u sar para  p ro b ar la hi
pótesis nu la  a \  =  a \  =  ••• =  <t \  con tra  la a lte rnativa  que estas varianzas no 
son todas iguales
(a) D em uestre  que bajo  la h ipótesis nula las estim aciones de m áxim a verosi

m ilitud  de las m edias ¿i, y las varianzas cr* son

M, =  x , y ? =  2
K  ~  i )s¡

(=i

d onde  n  =  ^  n¡, m ien tras que sin restricciones las estim aciones de má-

xima verosim ilitud  de las m edias n , y las varianzas cr* son

=  í  ¿ i  =  1” . ~

E sto  se  sigue d irec tam en te  de  los resultados ob ten idos en  la sección 10.8.
(b ) Use los resu ltados del inciso (a), dem uestre  que la estad ística d e  la razón 

de verosim ilitud se puede  escrib ir com o

n
A  =  -1 = 1 -

' ( n¡ ~  1 )* ? '
n¡

»./2

m2

123 7  M uestre q ue  para  k  =  2 la estadística de razón de  verosim ilitud del ejercicio
12.36 se p u ed e  expresar en  térm inos de la razón de  dos varianzas de m uestra y 
que la p rueba  de razón de verosim ilitud puede, p o r consiguiente, basarse en la 
d istribución  F.

1238  C uando  probam os una hipótesis nula sim ple con tra  una alternativa  com puesta, 
se dice q ue  una región crítica es insesgada si la función de po tencia  co rrespon 
d ien te  asum e su valor m ínim o en  el valor del parám etro  supuesto  bajo  la h ipó
tesis nula. E n  o tras pa labras, una región crítica es insesgada si la  p robabilidad  
de rechazar la h ipótesis nula es m ínim a cuando la h ipótesis nula es verdadera. 
D ad a  una observación  única de  la variable a lea to ria  X  que tiene la densidad

ñ x )  =
o

1 - 0
p a ra  0  <  x  <  1 

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

D onde —1 ^  d S  1, m uestre  que la reg ión  crítica x  S  a  provee una región 
crítica insesgada de tam año  a  p ara  p ro b ar la h ipótesis nula 0  =  0  con tra  la hi
pótesis a lte rna tiva  0 ^ 0 .
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APLICACIONES

1 2^9  Se va a usar una observación única para p ro b ar la hipótesis nula de que la m e
d ia del tiem p o  de espera  en tre  tem blores registrados en  una estación sism oló
gica (la  m ed ia  de u na  pob lac ión  exponencia l) es 6 =  1 0  h o ras  co n tra  la 
a lte rnativa  que 0 ^ 1 0  horas. Si la hipótesis nula será  rechazada si y só lo  si los 
valores observados son m enos q ue  8  o  m ayores que 1 2 . encuen tre
(a) la p robab ilidad  de un e rro r  de tipo  I;
(b ) las p robab ilidades de e rro res  de  tipo  II cuando 6 =  2, 4, ó, 8 , 12. 16 y 20. 
G rafique tam bién  la función de  po tencia  de este  criterio  de prueba.

1 2 .4 0  U na m uestra  aleatoria  de  tam año  64 se va a usar para  p robar la hipótesis nula 
de que p a ra  c ierto  grupo de  edad  la m edia de la puntuación en  una p rueba de 
rend im ien to  (la m edia de una población norm al con cr2 =  256) es m enor que, 
o  igual a , 40.0 con tra  la a lternativa que es m ayor que 40.0. Si la hipótesis nula se 
rechazará si y sólo si la m edia de la m uestra a leato ria  excede 43.5, encuentre
(a) las p robab ilidades de e rro res  de tipo  I cuando fx =  37.0, 38.0, 39.0 y 40.0;
(b ) las p robab ilidades de e rro res  de tipo  II cuando /x =  41.0, 42.0, 43.0, 44.0,

45.0. 46.0, 47.0 y 48.0.
G rafique tam bién  la función de potencia  de este  criterio .

1 2 .4 1  La sum a d e  los valores ob ten idos en una m uestra  a lea to ria  de tam año  n = 5 
se va a usar para  p ro b ar la hipótesis nula de que en  p rom edio  hay más de  dos 
accidentes po r sem ana en  c ierta  intersección (que A >  2 p a ra  es ta  población 
Poisson) con tra  la hipótesis a lte rnativa  de  que en  p rom ed io  el núm ero  de acci
den tes es de dos o  m enos. Si la h ipótesis nula se rechazará  si y sólo si la sum a 
de las observaciones es cinco o  m enos, encuen tre
(a ) las p robab ilidades de e rro res  de tipo  I cuando  A =  2.2, 2.4, 2.6, 2.8 y 3.0;
(b ) las p robab ilidades de e rro res  de tipo  II cuando A =  2.0, 1.5. 1.0 y 0.5.
(Sugerencia: use los resu ltados del ejem plo 7.15.) T am bién , dibuje la gráfica de 
la función de potencia  de este c riterio  de prueba.

1 2 .4 2  V erifique la afirm ación de la página 400 de que 57 caras y 43 cruces en  100 lan 
zam ientos de una m oneda no nos perm iten  rechazar la h ipótesis nula de  q ue  la 
m oneda e s tá  perfec tam en te  balanceada (con tra  la a lte rna tiva  de que no está  
p e rfec tam en te  ba lanceada) al nivel 0.05 de significancia. (Sugerencia : use la 
aproxim ación  norm al a la distribución binom ial.)

1 2 ^ 3  Al com parar las variaciones en  peso  de  cua tro  razas de perros, los investigado
res tom aron  m uestras a lea to rias  independ ien tes de tam año  /i, =  8 , n 2 =  1 0 , 
n 3 =  6  y / i 4 =  8 , y ob tuv ieron  Sj =  16, s j  =  25, s% =  12 y s4 =  24. S uponga 
que las poblaciones m uestreadas son norm ales, use la fórm ula del inciso (b ) del 
e jercic io  12.36 p a ra  calcu lar —2 • In A y p ru eb e  la h ipó tesis  nula <r\ =  a l  =  
ct\  =  cr\ al nivel 0.05 de significancia. Explique p o r qué el núm ero  de grados 
de libertad  para  esta  p rueba  aproxim ada de ji cuad rada  es 3.

1 2 .4 4  Los tiem pos de avería de  ciertos com ponentes electrónicos son 15, 28, 3 .1 2 .4 2 , 
19, 20, 2, 25, 30, 62, 12, 18, 16, 44, 65, 33, 51, 4  y  28 m inutos. Si consideram os
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estos da to s  com o una m uestra  a lea to ria  de una población exponencial, use los 
resultados de los ejercicios 12.32 y del teo rem a 12.2 para  p robar la hipótesis nu 
la 0 — 15 m inutos con tra  la h ipótesis a lte rnativa  0 ^ 1 5  m inutos al nivel 0.05 
de significancia. (U se ln 1.763 = 0.570.)
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Prueba de hipótesis: aplicaciones

13.1 IN T R O D U C C IÓ N
13.2  PRUEBAS C O N C E R N IE N TE S  A  M EDIAS
13.3  PRUEBAS C O N C E R N IE N TE S  A  DIFERENCIAS ENTRE M EDIAS
13.4  PRUEBAS C O N C E R N IE N TE S  A  VARIANZAS
13.5  PRUEBAS C O N C E R N IE N TE S  A  PR O PO R CIO N ES
13.6  PRUEBAS C O N C E R N IE N TE S  A  DIFERENCIAS ENTRE k PRO PO R CIO N ES
13.7  EL ANÁLISIS DE U N A  TA B LA  r X c
13.8  B O N D A D  DEL AJUSTE
13.9  U S O  DE C O M P U TA D O R A S

13.1 INTRODUCCIÓN

E n  el capítu lo  12 exam inam os una p arte  de la teo ría  que susten ta  las p ruebas estad ís
ticas. y en  este  cap ítu lo  p resen tarem os algunas de las p ruebas es tándar que se usan  m ás 
am pliam ente  en  las aplicaciones. La m ayoría de estas p ruebas, al m enos las que se ba
san  en distribuciones conocidas de poblaciones, se puede  o b ten e r  m edian te  la técnica 
de la razón de  verosim ilitud.

Para  explicar la term inología que usarem os, considerem os una situación donde 
querem os p ro b a r  la h ipótesis nula H 0: 8 =  80 con tra  la h ipótesis alternativa bilateral 
H x: 8 *  9q. P uesto  que parece razonable acep ta r la h ipótesis nula cuando  nuestra  es
tim ación p u n tual 8 de  9 es cercana a 90 y rechazarla  cuando  8  es m ucho m ás grande, 
o  m ucho m ás pequeña  que 0O, sería lógico de ja r que la reg ión  crítica consista en  am 
bas colas de la distribución m uestral de  nuestra  estadística 0 .  U na p rueba  así se conoce 
com o prueba de dos colas.

Por o tra  p a rte , si estam os p ro b an d o  la h ipótesis nula H 0: 9 =  80 con tra  la  a lte r
nativa un ila teral H x: 8 <  90, parecería  razonab le  rechazar H 0 sólo cuando 9 es m ucho 
m ás pequeña q ue  0„- P ° r consiguiente, en  este  caso sería lógico d e ja r q ue  la región crí
tica consista só lo  en  la cola del lado  izquierdo  de la d istribución  m uestra l de  0 .  D e 
igual m anera , al p ro b a r  H0: 8 =  90 con tra  la a lte rnativa  un ila teral H x: 8 >  90, rech a 
zam os H 0 sólo p a ra  valores grandes de  6 , y la región crítica consiste so lam en te  e n  la 
cola derecha  de la  distribución m uestra l de  0 .  C ualqu ier p ru eb a  donde la reg ión  críti
ca consiste sólo e n  una cola de  la d istribución  m uestral de  la  estad ística de p ru eb a  se 
llam a prueba de una cola.

410
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P or ejem plo , p a ra  la a lte rnativa  b ilateral ¿c /x« en  e l e jem plo  12.6. la técnica de 
la razón  de  verosim ilitud  lleva a una p rueba  de dos colas con la región crítica

I* -  /*„l e

O

x  s  ^  y x a  + z„¡7 ■- j -

C o m o  se d ibu ja  en  la figura 13.1, la h ipó tesis  nula /z =  ¿t0 se  rechaza  si X  asum e un 
valor qu e  caiga en  cualqu iera  de las colas de  su distribución m uestral. E n form a sim 
bólica. es ta  región crítica  se puede escrib ir com o z  á  — Zo/2 o  z S  zo/2, donde

=  * ~  Mo 
tr/Vn

Rechace H Rechace H„

Mo Za/2 ^  ’ ' Mo + Za/2 ^

F ig u ra  13.1 Región crítica para la prueba de dos colas.

Si hubiésem os usado la a lternativa  unilateral /x >  /x0, la técnica de la razón de 
verosim ilitud  nos hub iese  llevado a  la  p rueba  de una cola cuya región crítica se dibuja 
en  la figura 13.2, y si hubiésem os usado la a lternativa  un ila teral jj, <  f i0, la técnica de 
la razón de verosim ilitud  nos hubiese llevado a la p ru eb a  de  una cola cuya región crí
tica se d ibu ja  en  la  figura 13.3. E s lógico qu e  en  el p rim er caso rechazaríam os la h ipó
tesis nu la  só lo  p a ra  valo res de X  que caigan en  la co la  del lado  d e rech o  d e  su 
distribución m uestra l, y en  el segundo  caso rechazaríam os la h ipótesis nula sólo para  
valores de X  que caigan en  la cola del lado  izquierdo  de su d istribución  m uestral. D e 
m an era  sim bólica, las reg iones críticas co rresp o n d ien tes  se p ueden  escrib ir com o 
z S  z„ y com o z S  — za , donde z  se define com o antes. A unque  hay excepciones a 
esta  regla (véase el ejercicio 13.1), las a lternativas b ila terales suelen  llevar a p ruebas de 
dos colas y las a lternativas un ila terales suelen conducir hacia p ruebas de una cola.

T rad ic ionalm en te , ha  sido costum bre bosquejar las p ruebas  de  h ipótesis m edian
te los siguientes pasos:



Acepte H 0
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Rechace H 0

1. Formule //, y H l , y especifique a.

2. Use la distribución muestral de una estadística de prueba apropiada, determine 
una región crítica de tamaño a.

3. Determine el valor de la estadística de prueba a partir de los datos de la muestra.

4. Compruebe si el valor de la estadística de prueba cae en la región crítica y,  con 
base en ello, rechace la hipótesis nula, o acéptela, o bien reserve el juicio.

E n las figuras 13.1,13.2 y 13.3, las líneas divisorias del criterio  de  p ru eb a  (esto  es. 
ios límites de las regiones críticas, o  los valores críticos) req u ie ren  el conocim iento  de
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en  la cola del lado  derecho  o  en  la  cola del lado  izquierdo  de la distribución m uestral 
de  X .  E n este  caso  se supone o tra  vez que la h ipótesis nula es verdadera.

M ás genera lm en te , defin im os los valores P  com o sigue

d e f in ic ió n  I 3 . I  El valor P  es el m eno r nivel de  significancia, que corresponde 
a un valo r observado  de la estad ística de p rueba , en  el cual la h ipótesis nula po 
d ría  haberse  rechazado.

C on  respecto  a este  enfoque a lternativo  a p ro b a r  hipótesis, el p rim ero  de los cua
tro  pasos en  la pág ina  412 perm anece  sin cam bio, el segundo paso  se convierte  en

2'. Especifique la estadística de prueba.

y el te rcer paso  se  convierte  en

3'. Determine el valor de la estadística de prueba y el valor P  correspondiente a par
tir de los datos de la muestra.

Y el cuarto  paso  se convierte  en

4'. Compruebe si el valor P  es menor que, o igual a a  y, de acuerdo a esto, rechace 
la hipótesis nula, o acéptela, o bien reserve el juicio.

C om o señalam os en  la página 413, esto  nos da m ás libertad  en  la selección del n i
vel de significancia, p e ro  es difícil conceb ir situaciones donde podríam os ju stificar el 
uso de , digam os, a  =  0.04 en  vez de a  =  0.05 o  a  =  0.015 en  vez de a  =  0.01. E n  la 
práctica, es prácticam ente  im posible ev itar algún elem ento  de  a rb itra riedad , y en  la m a
yoría de los casos hacem os juicios subjetivos, al m enos en  parte , si a  =  0.05 o  a  =  0.01 
refleja  riesgos aceptab les. P o r supuesto , cuando  hay m ucho en  ju eg o  y es práctico , po 
dríam os u sar un nivel de  significancia m ucho m ás p eq u eñ o  qu e  a  =  0 .0 1 .

E n  m uchos casos, se  debe en ten d e r que los dos m étodos p a ra  p ro b a r  hipótesis, 
los cua tro  pasos q u e  se d ieron  en la página 412, y los cua tro  pasos aqu í descritos, son 
equivalentes. E s to  significa que sin im porta r el m étodo  que usem os, la decisión final 
(rechazar la h ipó tesis nu la, acep tarla , o  b ien  rese rv ar el ju ic io ) será  la  m ism a. E n  la 
práctica , usam os cualqu ier m étodo  que sea m ás conven ien te , y e s to  p u ed e  d ep en d er de 
la distribución m uestra l de  la estad ística de p rueba, la d isponib ilidad  de tab las estadís
ticas o  de l so ftw are de com putadora , y la na tu ra leza  del p rob lem a (véase, po r ejem plo, 
el e jem plo  13.8 y el ejercicio 13.52).

H ay  estad ísticos que p refieren  ev ita r los p rob lem as relacionados con la elección 
del nivel de  significancia. L im itan su papel al análisis de  datos, no  especifican a  y om i
ten  el paso  4 '. P o r supuesto , siem pre es deseab le  ten e r  el p u n to  de vista de o tro s  (in 
vestigadores o  ge ren tes) al fo rm ular la h ipótesis y especificar a ,  pe ro  d ifícilm ente sería 
razonable dejar c a e r  los valores P  en  m anos de personas sin  capacitación adecuada  en 
estadística y d e ja r  que ellos sigan a  p a rtir  de  ese pun to . Para  com plicar las dificultades, 
considere  la ten tación  a  q ue  uno  podría  e s ta r  expuesto  al escoger a  después de haber
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paste lería  p ierde  d inero  cuando ¿i >  8  y el c lien te  p ierde  cuando  /x <  8 , p ru eb e  la h i
pótesis nula ¡i =  8  con tra  la h ipótesis a lte rna tiva  n  #  8  al nivel 0 .0 1  de  significancia.

So lución

1 . H 0: n  =  8  

/ / , :  /x *  8 
a  =  0.01

2. R echace la h ipótesis nula si z =  —2.575 o  z  ^  2.575, donde

7 =  ^
( r /y /n

3 . A l  s u s t i t u i r  *  =  8 .0 9 1 ,  =  8 ,  cr =  0 .1 6  y  n  =  2 5 ,  o b t e n e m o s

Z =  ----------- 7 =  =  2 .84
0 .1 6 /V 2 5

4. P uesto  q ue  z =  2.84 excede a  2.575, se  d ebe  rechazar la h ipótesis nula y se 
d eb en  hacer ajustes aprop iados en  el p roceso  de producción. ▲

Si hub iésem os usado el en foque a lternativo  descrito  en  la página 414, hub iése
m os ob ten ido  un valor P  de 0.0046 (véase el ejercicio 13.8), y puesto  que 0.0046 es m e
nos que 0 .0 1 , la  conclusión hub iera  sido la  m ism a.

Se debe observar que la reg ión  crítica z  ^  z a tam bién se puede  usar p a ra  p robar 
la hipótesis nu la  /x =  ^  con tra  la a lte rnativa  sim ple /x =  /x, >  /xq o  la h ipótesis nula 
com puesta  f i  %  /x0 co n tra  la  a lte rna tiva  com puesta  ( i  >  ¡xq. E n  el p rim er caso  e s ta ría 
m os p ro b an d o  una hipótesis sim ple con tra  una a lte rna tiva  sim ple com o en  la sección
12.4 (véase el e jem plo  12.4, donde estud iam os es ta  p ru eb a  p a ra  cr =  1), y en  el segun
do caso a  se ría  la p robab ilidad  m áxim a de com eter un e rro r  de tipo  1 p a ra  cualquier 
valor de ¿i asum ido ba jo  la h ipótesis nula. P or supuesto , se aplicarían  a rgum entos sim i
lares a  la reg ión  crítica z  ^  ~ z a .

C uando  estam os tra tan d o  con una m uestra  g rande de tam año  n  ^  30 de una p o 
blación qu e  no  necesita ser norm al pe ro  que tiene u na  varianza finita, podem os usar el 
teo rem a  del lím ite cen tral p a ra  justificar el uso de la p ru eb a  p a ra  poblaciones n o rm a
les, y aun  cuando  cr2 es desconocida podem os aprox im ar su valor con  s2 en  el cálculo 
de  la estad ística  de p rueba. P a ra  ilustrar el uso de u na  prueba aprox im ada de muestra 
grande, considere  el siguiente ejem plo.

EJEM P LO  13.2

Suponga q ue  100 neum áticos que c ie rto  fab rican te  p ro d u ce  d u ra ro n  en  p rom ed io
21.819 m illas con  una desviación  e s tá n d a r  de 1,295 m illas. P ru eb e  la h ipó tesis  nula 

=  22,000 m illas con tra  la h ipótesis a lte rnativa  fi <  22,000 m illas en  el nivel 0.05 de 
significancia.
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So lución

1. H 0: f i  =  22,000
/ / , :  /x <  2 2 ,0 0 0

a  =  0.05

2. R echace la h ipótesis nula si z =  —1.645. donde

=  X ~  flQ
a / V ñ

3. A l sustitu ir x  =  21,819, /x() =  22,000. s =  1295 po r o  y n =  100, o b ten e 
m os

21,819 -  22,000
Z =  --------------- 7 = — =  - 1 .4 0

1 ,295/V 100

4. Puesto  qu e  z  =  —1.40 es m ayor que —1.645, no se puede  rechazar la h ipó 
tesis nula; no  hay evidencia real de  que los neum áticos no son tan  buenos
com o se  supone bajo la h ipótesis nula. ▲

Si hubiésem os usado el enfoque alternativo  descrito  en la página 414, habríam os 
ob ten ido  un valor P  de  0.0808 (véase el ejercicio 13.9), que excede a 0.05. C om o deb ie
ra haberse  esperado , la conclusión es la m ism a: no  se puede rechazar la h ipótesis nula.

C uando  n <  30 y a 1 es desconocida, no  se puede usar la p rueba  que hem os es
tad o  exam inando  e n  esta  sección. Sin em bargo , en el ejercicio 12.33 vim os q ue  para  
m uestras a leatorias de poblaciones norm ales, la técnica de  la razón de verosim ilitud nos 
da u na  p rueba  co rrespond ien te  basada en

, =  J  ~

s/Vn

que, de  acuerdo  al teo rem a 8.13, es un valor de una variable aleatoria  que tiene la distri
bución t con n — 1 grados de libertad. Así, las regiones criticas de tam año a  para p ro 
bar la h ipótesis nula /x =  /xq con tra  las a lternativas n  ^  /xq, /x >  /x0 o / í  <  /x«, son, 
respectivam ente. \t\ 2  tap..n- \ - 1 ^  C ,n-i y 1 ^  —C .n -i-  A dvierta que los com entarios 
de la página 416 en  relación con la hipótesis alternativa ¿q >  ^  y la p rueba de la hipó
tesis nula n  ^  /xo con tra  la alternativa /x >  /x,, tam bién se aplican en este caso.

E l siguiente e jem plo  ilustra  esta  p rueba  t de  una m uestra , com o suele llam arse.

E JEM P LO  13.3

Las especificaciones para  c ierta  clase de c in ta p iden una m edia de la resistencia al ro m 
pim ien to  de  185 libras. Si cinco piezas seleccionadas a lea to riam en te  de d iferen tes ro 
llos tienen  una resistencia al rom pim ien to  de  171.6, 191.8, 178.3, 184.9 y 189.1 libras, 
p ruebe  la h ipótesis nula ¡x =  185 libras con tra  la hipótesis a lte rna tiva  /x <  185 libras 
en  el nivel 0.05 de significancia.
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Si no se p u ed e  sostener la suposición de varianzas iguales en  un p rob lem a de es
ta  clase, hay varias posibilidades. U n a  rela tivam ente  sim ple consiste en fo rm ar a lea to 
riam ente  parejas d e  los valores en las dos m uestras y después considerar sus diferencias 
com o u na  m uestra a lea to ria  de tam año  « , o  n 2. la que sea m ás pequeña, de  una pob la
ción norm al que, b a jo  la hipótesis nula, tiene la m edia p  =  5. D espués p robam os esta 
h ipótesis nula co n tra  la a lte rnativa  ap rop iada  por m edio  de  los m étodos de la sección 
13.2. É sta  es una buena  razón para  ten e r  n ,  =  n 2, p e ro  existen técnicas a lternativas pa
ra  m anejar el caso  don d e  n , ^  n 2 (una  de éstas, la p rueba  Smith-Satterthwaite, se m en
ciona en  las referencias al final del capítulo).

H asta  ahora  hem os lim itado nuestro  exam en a m uestras a lea to rias  q ue  son inde
pend ien tes , y los m étodos que p resen tam os en  es ta  sección no  se p u eden  usar, por 
ejem plo , para  decid ir con base en los pesos “an tes y después” si c ierta  d ie ta  es rea l
m en te  eficaz o  si las d iferencias observadas en tre  los 1 0  p rom ed io  de m aridos y sus 
esposas son rea lm en te  significativas. E n  am bos ejem plos las m uestras no son indepen
d ien tes po rque los da to s  están  rea lm en te  asociados p o r  parejas. U na form a com ún de 
m anejar esta  clase d e  problem as es p roceder com o en el párrafo  an terio r, esto  es, tra 
ba ja r con las d iferencias en tre  las pare jas de m edidas u observaciones. Si n  es grande, 
podem os entonces u sar la p rueba descrita en  la página 415 para p robar la hipótesis nula 
fi, — fi2 =  8 con tra  la a lte rnativa  ap rop iada, y si n es pequeña, podem os usar la p rue 
ba / descrita  en  la página 417, siem pre y cuando  las diferencias se puedan  considerar 
com o una m uestra a lea to ria  de una población norm al.

EJERCICIOS

1 3 .1  D ada una m uestra  a lea to ria  de tam año  n de  una población norm al con varian
za conocida tr2, dem uestre  que la h ipótesis nula p  =  fi# se puede  p ro b ar con
tra  la h ipótesis a lte rnativa  fi ^  fi0 con el uso de un c riterio  de una cola que se 
base en  la d istribución  ji cuadrada.

1 3 .2  Suponga q ue  una m uestra  a lea to ria  de una población norm al con la varianza 
conocida o2 se va a usar para  p ro b ar la h ipótesis nula p  =  p^ con tra  la h ipó te 
sis a lte rnativa  p  =  f i , ,  donde /x¡ >  fi0, y q ue  las p robab ilidades de  e rro res  de 
tipo  I y tip o  II van a ten e r  los valores preasignados a  y /3. D em uestre  que el ta 
m año  req u erid o  de la m uestra  está  dado  por

n =  ^ { z a 4- l e ?

(Mi “
13.3  C on respec to  al ejercicio an te rio r, encuen tre  el tam año  requerido  de la m ues

tra  cuando  a  =  9, fq, =  15, p x =  20, a  =  0.05 y /3 =  0.01.

1 3 .4  Suponga qu e  m uestras a lea to rias de tam año  n de dos poblaciones norm ales con 
varianzas conocidas irj y se  van a  usar p a ra  p ro b a r  la h ipótesis nula fi, — 
fi2 =  5 con tra  la h ipótesis a lte rnativa  fi, — p 2 =  8 ' y que las p robabilidades de 
e rro res  de tipo  I y tipo  II van a  ten e r los valores preasignados a  y f3. Dem ues
tre  q ue  el tam año  requerido  de la m uestra está  dado  p o r
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13.16 E n  12 corridas de p rueba  sobre  una ru ta  señalada, una lancha m o to ra  rec ien te 
m en te  d iseñada prom edió  33.6 segundos con una desviación es tándar de 2.3 se
gundos. S u pon iendo  que es razo n ab le  t ra ta r  los da to s  com o un a  m uestra  
a lea to ria  d e  una población norm al, use los cua tro  pasos en la página 412 para  
p ro b ar la h ipótesis nula ¿i =  35 con tra  la a lte rnativa  ¿i <  35 en  el nivel 0.05 de 
significancia.

13.17 C inco m ediciones del con ten ido  de a lqu itrán  de cierta  clase de cigarrillos d ie 
ron  14.5, 14.2, 14.4, 14.3 y 14.6 m g/cigarrillo. Suponga que los da to s  son una 
m uestra  a lea to ria  de una población norm al, use los cua tro  pasos de la página 
412 para d em o stra r q ue  en  el nivel 0.05 de significancia se debe rechazar la hi
pótesis nu la  fx =  14.0 en  favor de la a lternativa fx 14.0.

13.18 C on respec to  al ejercicio 13.17, dem uestre  que si la p rim era m edición se reg is
tra  inco rrec tam en te  com o 16.0 en vez de 14.5, esto  invertiría  el resu ltado . E x
plique la pa rado ja  ap a re n te  que aunque ha au m en tad o  la d iferencia  en tre  la 
m edia de la m uestra y /x,, ya no es significativa.

13.19 C on respec to  al ejercicio 13.17, use softw are estadístico  ap rop iado  para  encon
tra r  el va lo r P  que corresponde al valor observado  de  la estad ística de  prueba. 
U se este  valor P  p ara  resolver de nuevo el ejercicio.

13.20 Si la m ism a hipótesis se p rueba  con bastan te  frecuencia, es p robab le  que se re 
chace p o r lo m enos una vez, aun  si es verdad. U n profesor de biología, al in te n 
ta r  d e m o s tra r  e s te  hecho, h izo  que ra tones  b lancos reco rrie ran  un laberin to  
para  de te rm in a r si los ra tones blancos reco rrían  el laberin to  m ás ráp ido  que la 
norm a estab lec ida  en  m uchas p ruebas an te rio res que incluyeron ratones de d i
feren tes colores.
(a) Si el p ro feso r realiza este  experim en to  una vez con varios ra tones  (y usa 

el nivel 0.05 de significancia), ¿cuál es el nivel de p robab ilidad  de que ob 
tend rá  un resu ltado  “significativo" aun  si el color del ra tón  no afecta su ve
locidad  al reco rre r e l laberin to?

(b) Si el p ro fe so r  rep ite  el ex p erim en to  con un nuevo  co n ju n to  de ra to n es  
b lancos, ¿cuál es la p robab ilidad  de que al m enos uno de los experim en
tos d a rá  un resu ltado  “significativo" aun  si el co lor del ra tón  no afecta su 
velocidad al reco rre r el laberin to?

(c) Si el profesor hace que 30 de sus estudiantes hagan el mismo experim ento, ca
da uno con un grupo diferente de ratones blancos, ¿cuál es la probabilidad de 
que al m enos uno de estos experim entos resultará “significativo" aun si el co 
lor del ratón no juega ningún papel en  la velocidad al recorrer el laberinto?

13.21 U n ep idem iólogo está  tra tan d o  de descubrir la causa de c ierta  clase de  cáncer. 
Estudia un g rupo  de 10,(XK) personas po r cinco años, m ide 48 “ fac to res” d ife
ren tes e n tre  los que estaban  hábitos alim enticios, hábitos de b eber bebidas a l
cohólicas, d e  fum ar, de hacer e jercic io , y así sucesivam ente . Su ob je tivo  es 
d e te rm inar si hay alguna diferencia en  las m edias de  estos factores (variables) 
en tre  qu ienes desarro llaron  el cáncer dado  y quienes no. Él supone que estas 
variables son independien tes, aun  cuando puede h aber evidencia en  contrario . 
E n  un esfuerzo  p o r ser cau te losam en te  conservador, usa el nivel 0.01 de signi
ficancia en  todas sus p ruebas estadísticas.
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13.29 Para co m p arar dos clases de p ro tec to res de defensas, se m on taron  seis de cada 
clase en c ie rta  m arca de au to  com pacto. E n tonces cada au to  se hizo chocar con
tra  una p a re d  de concreto  a 5 millas po r hora, y los siguientes son los costos de 
la reparaciones (en dólares):

Protector de  defensas \  : 127 168 143 165 122 139

Protector de  defensas 2: 154 135 132 171 153 149

U se los cu a tro  pasos de la página 412 para  p ro b ar en el nivel O.ül de significan
cia si la d iferencia en tre  las m edias de estas dos m uestras es significativa.

13J O  C on respec to  al ejercicio 13.29, use softw are estadístico  aprop iado  para  encon
tra r  el va lo r P  que corresponde al valor observado  de la estadística de prueba. 
U se este  va lo r P  para  rehacer e l ejercicio.

1331 En un e stud io  sobre  la eficacia de ciertos ejercicios para  reducir de peso, un 
grupo de 16 personas h icieron estos ejercicios du ran te  un m es y m ostraron  los 
siguientes resu ltados

Peso
antes

Peso
después

Peso
antes

Peso
después

2 1 1 198 172 166
180 173 155 154
171 172 185 181
214 209 167 164
182 179 203 201

194 192 181 175
160 161 245 233
182 182 146 142

U se el nivel 0.05 de significancia para p robar la hipótesis nula p x — ^  =  0  con
tra  la h ipó tesis a lternativa /x , — /x 2 >  0 , y así juzgar si los ejercicios son efica
ces en  la  reducción  de peso.

1 3 3 2  Las sigu ien tes son las pérd idas sem anales p rom edio  de horas de trabajo  a cau 
sa de acciden tes en  1 0  p lan tas industriales an tes y después de p o n er en o p e ra 
ción c ie rto  program a de seguridad:

45 y  36. 73 y 60, 46 y 44, 124 y 119, 33 y 35

57 y  51, 83 y 77, 34 y 29, 26 y 24, 17 y 11

Use los cu a tro  pasos en la página 412 y el nivel 0.05 de significancia para p ro 
bar si el p rog ram a de seguridad  es eficaz.

1 3 3 3  C on respec to  al ejercicio 13.32, use softw are estadístico  ap rop iado  para  encon
tra r  el va lo r P  que co rresponda al valor observado  de la estadística de prueba. 
Use este va lo r P  p ara  volver a  reso lver el ejercicio.
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H ay varias razones p o r las que es im portan te  p ro b ar las h ipótesis concern ien tes a  las 
varianzas de las poblaciones. E n lo que concierne a  las aplicaciones d irectas, un  fabri
can te  que tiene q ue  cum plir con especificaciones rígidas ten d rá  que e fec tuar pruebas 
sobre  la variab ilidad  de  su p roducto , tal vez un m aestro  desea  saber si c iertas asevera
ciones son verdaderas acerca de  la variabilidad que puede  espera r en  el desem peño  de 
un es tud ian te , y quizá un farm acéutico  tiene qu e  com probar si la variación en  la p o ten 
cia de una m edicina está  d en tro  de los lím ites perm isibles. E n lo que concierne a ap li
caciones ind irectas, las p ru eb as  acerca de las varianzas a m enudo  son p rerrequ is ito s  
p a ra  las p ruebas  concern ien tes a  o tro s  pa rám etro s. P or e jem plo , la p ru eb a  t de  dos 
m uestras descrita  en  la página 420 requ iere  q ue  las varianzas de las dos poblaciones 
sean iguales, y e n  la práctica  esto  significa que quizá tengam os que com probar la razo- 
nabilidad  de esta  suposición an tes de e fec tuar la p rueba  concern ien te  a las m edias.

E n tre  las p ruebas  que estud iarem os en  esta  sección está  una p ru eb a  de  la h ipó
tesis nula de que la varianza de una población  norm al es igual a una constan te  dada  y 
la p rueba  de razón  de verosim ilitud  de la igualdad de las varianzas de  dos poblaciones 
norm ales (a la q u e  nos referim os en el ejercicio 13.27).

La p rim era  de estas p ruebas  es esencialm ente  la del ejercicio  12.35. D a d a  una 
m uestra  a lea to ria  de tam añ o  n de  una población norm al, querem os p ro b a r  la h ipótesis 
nula ir2 =  í t \  co n tra  un a  de las a lternativas a 1 & crl, a 2  >  a l  o  er2 <  <7 q y, com o el 
lector debe h a b e r  descub ierto  en  el ejercicio 12.35, la técnica de la razón de verosim i
litud nos lleva a una p ru eb a  q ue  se basa en  r 2, el valor de la varianza  de la m uestra . 
B asado en  el teo rem a  8.10, podem os escrib ir así las reg iones críticas para  p ro b a r  la h i
pótesis nula con tra  las dos a lternativas de un lado  com o x 2 x í . n - i  y X2 =  * i - « . n - i »  
donde

Az _  (*  -  l )* 2 

«o

En lo que conc ie rne  a la a lte rn a tiv a  b ila tera l, rechazam os la h ipó tesis  nula si x 2 ^  
X2an .« - \  °  X1  =  X i-a /2, n - i * y  e l tam año  de todas  estas reg iones críticas es, po r supues
to , igual a a .

E JEM P LO  13.6

Suponga que el esp eso r de una p arte  usada de un sem iconductor es su d im ensión crí
tica y que las m ediciones del espeso r de una m uestra a lea to ria  de 18 de dichas partes 
tiene la varianza s2  =  0.68, donde las m ediciones son en  m ilésim as de una pulgada. El 
proceso  se considera  que está  bajo  control si la variación del espesor está  d ada  p o r una 
varianza no m ayor q ue  0.36. Suponga que las m ediciones constituyen u na  m uestra  alea
to ria  de una población  norm al, p ruebe  la h ipótesis nula <r =  0.36 con tra  la hipótesis 
a lte rnativa  o2  >  0.36 en  el nivel 0.05 de  significancia.
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que si la variable a lea to ria  X  tiene la distribución F  con v x y v 2 g rados de libertad , e n 

tonces -p  tiene  la  distribución F  con v 2 Y v \ grados de libertad .
A

E JEM P LO  13.7

Al com parar la variab ilidad  de la resistencia a la tracción de dos clases de acero  estruc
tu ra l, un  e x p e rim en to  d io  los resu ltad o s siguientes: n , =  13, 5? =  19.2, n 2 =  16 y 
j* =  3.5, donde las un idades de m edición son 1,000 libras p o r  pulgada cuadrada. S u
ponga que las m ediciones constituyen variables a lea to rias independ ien tes de  dos p o 
blaciones norm ales, p rueba  la h ipótesis nula a¡ =  a \  con tra  la a lte rnativa  a \  *  a \  en 
el nivel 0 .0 2  de  significancia.

Solución

1. H 0: o j  =  o \
/ / , :  a]  ^  0-2

a =  0.02

s 2
2. Puesto  qu e  5? sS 5 *, rechace la h ipótesis nula si - 5- ^  3.67, donde 3.67 es el

s 2

valor de X.01. a i s -

3. A l sustitu ir sf =  19.2 y 52 =  3.5. ob tenem os

4. P uesto  que /  =  5.49 excede a  3.67, se debe rechazar la h ipótesis nula; con 
cluim os que la variabilidad de la resistencia a la tracción de las dos clases 
de  acero  no  es la m ism a. ▲

EJERCICIOS

133 4  Al hacer uso  del hecho que la d istribución  ji cuadrada  se puede aprox im ar con 
una distribución  norm al cuando v, el núm ero  de g rados de libertad , es grande, 
dem uestre  que p a ra  m uestras grandes de poblaciones norm ales

s2  £  a i 1 +  z

es una reg ión  crítica ap rox im ada  de tam añ o  a  p a ra  p ro b a r  la h ipó tesis nula 
a 2 =  a l  con tra  la a lte rn a tiv a  a 2 >  a l . C onstruya  tam bién  las reg iones c ríti
cas co rre sp o n d ien te s  p a ra  p ro b a r  es ta  h ipó tesis  nu la  c o n tra  las a lte rna tivas 
a 2  <  a l  y  a 2 ^  a l  (véase el ejercicio 8.38).

1335  H aga uso  del resu ltado  del ejercicio 8.43, dem uestre  que p a ra  m uestras a lea to 
rias grandes de poblaciones norm ales, las p ruebas de  la hipótesis nula a 2  =  Oq 
se puede  basar en  la estadística:
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( ^ r ~  0 V 2 (" "

q ue  tiene ap rox im adam en te  la distribución norm al estándar.

APLICACIO NES

1336  N ueve determ inaciones del calor específico del h ierro  d ieron  una desviación es
tán d ar de 0.0086. Suponga que estas determ inaciones constituyen una m uestra 
a lea to ria  d e  una población norm al, p ruebe la h ipótesis nula <t =  0 . 0 1 0 0  con tra  
la h ipótesis a lte rnativa  a  <  0.0100 en el nivel 0.05 de significancia.

1 33 7  E n una m uestra  a lea to ria , los pesos de 24 reses Black A ngus de cierta  edad  tie 
nen  una desviación es tándar de 238 libras. Suponga que los pesos constituyen 
una m u estra  a lea to ria  de  una población  no rm al, p ru eb e  la h ipó tesis  nula 
cr =  250 libras con tra  la a lte rna tiva  b ilateral o  #  250 libras en el nivel 0.01 de 
significancia.

1338  E n una m uestra  a lea to ria , s  =  2.53 m inutos para  la cantidad  de tiem po que 30 
m ujeres ta rd a ro n  en term inar la p rueba  escrita  para  su licencia de conducir. En 
el nivel 0.05 de significancia, p ruebe la h ipótesis nula <r =  2.85 m inutos con tra  
la h ipótesis a lternativa a  <  2.85 m inutos (use el m étodo  descrito  en  el tex to).

133 9  U se el m éto d o  del ejercicio 13.35 para  rehacer el ejercicio 13.38.

13.40 Los da to s  pasados indican que la desviación es tándar de m ediciones que ins
pec to res experim en tados h icieron en estam pados de plancha m etálica es 0.41 
pulgadas cuadradas. Si un inspector nuevo m ide 50 estam pados con una desvia
ción es tándar de 0.49 pulgadas cuadradas, use el m étodo  del ejercicio 13.35 p a 
ra p ro b a r  la h ipó tesis nula «r =  0.41 pulgadas cu ad rad as  co n tra  la h ipótesis 
a lternativa a  >  0.41 pulgadas cuadradas en el nivel 0.05 de significancia.

13.41 C on  respec to  al ejercicio 13.40. encuen tre  el valor P  que corresponde al valor 
observado  de la estadística de p rueba y úselo para  decidir si la hipótesis nula 
podría haberse  rechazado en el nivel 0.015 de  significancia.

1 3 .4 2  C on respec to  al e jem plo  13.5. p ruebe  la h ipótesis nula (r¡ — i t 2 =  0  con tra  la 
h ipótesis a lte rna tiva  o x — <r2 >  0  en el nivel 0.05 de significancia.

13.43 C on respecto  al ejercicio 13.27, p ruebe en  el nivel 0.10 de  significancia si es ra 
zonable suponer que las dos poblaciones m uestreadas tienen varianzas iguales.

13.44 C on respecto  al ejercicio 13.29, p ruebe en  el nivel 0.02 de  significancia si es ra 
zonable suponer que las dos poblaciones m uestreadas tienen  varianzas iguales.
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1 3 . 5  P R U E B A S  C O N C E R N IE N T E S  A  P R O P O R C IO N E S

Si el resu ltado  de un experim ento  es el núm ero  de votos que un candidato  recibe en  una 
votación, el núm ero  de defectos encon trados en una pieza de te la , el núm ero  de niños 
que se ausen tan  d e  la escuela en  un día dado,..., nos referim os a estos da tos com o datos 
de conteo. Los m odelos aprop iados p a ra  el análisis de  los da tos de con teo  son la d istri
bución binom ial, la distribución de Poisson, la distribución m ultinom ial, y  algunas de las 
dem ás distribuciones discretas que estudiam os en el capítu lo  5. E n esta sección p resen 
tarem os una de las p ruebas m ás com unes basada en  datos de conteo, una p rueba con
cern ien te  al parám etro  0  de  la distribución binom ial. Así, podríam os p robar con base en 
una m uestra  si la verdadera  proporción  de curaciones de cierta  en ferm edad  es 0.90 o  si 
la verdadera  proporción  de defectos que salen en  una línea de ensam ble es 0 .0 2 .

E n  el ejercicio 12.12 se p id ió  a l lector que m ostrara  que la región crítica m ás p o 
ten te  para  p ro b a r  la h ipótesis nula 0  =  0 O con tra  la h ipótesis a lte rna tiva  0  =  0 , <  0 O, 
d onde  0 es el p a rám etro  de una población binom ial, se basa en  el valor de X ,  e l n úm e
ro  de “éxitos” o b ten idos en  n  ensayos. C uando  se tra ta  de a lternativas com puestas, la 
técnica de la razón  de verosim ilitud tam bién  b rinda  p ruebas basadas en  el núm ero  de 
éxitos observados {como vimos en el ejercicio 12.31 para  el caso especial donde 0 O =  5 ). 
D e hecho, si querem os p ro b a r  la hipótesis nula 0 =  0O con tra  la a lte rnativa  unilateral 
0  >  0 O, la región crítica de tam año  a  del criterio  de  la razón de verosim ilitud es

donde k a es el e n te ro  m ás pequeño  para  el cual

2  b(y; n , 0O) S  a
>•“ *«

y b (y ;  n . 0O) es la p robab ilidad  de  o b te n e r  y  éxitos e n  n  ensayos b inom iales cuando  
0 =  0O. P or tan to  el tam año  de es ta  región crítica, así com o de las q ue  siguen, es tan 
cercana com o es posible a  a  sin excederla.

La región crítica correspond ien te  para  p ro b ar la h ipótesis nu la  0 =  0O con tra  la 
a lte rnativa  un ila te ra l 0  <  0 O es

x ^ k ' a

d onde  k'a es el e n te ro  m ás grande para  e l cual

2  b {y ,n ,0 o) á  a
> = 0

y, finalm ente, la región crítica p a ra  p ro b ar la h ipótesis nula 0  =  0O contra  la a lte rn a ti
va b ila tera l 0  0„ es

X  S  k a /2  o  X  á  k 'a f2
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N o ilu stra rem os este  m éto d o  de d e te rm in a r las reg iones críticas p a ra  p ruebas 
concern ien tes al p a rám etro  binom ial 0  po rque, en la p ráctica real, es m ucho m enos te 
d ioso  basar las decisiones en los valores P.

E JEM P LO  13.8

Si x  =  4 de  n =  20 pacien tes sufrieron efectos secundarios serios a causa de  un nu e
vo m ed icam en to , p ru eb e  la h ipó tesis nu la  0 =  0.50 co n tra  la h ipó tesis a lte rna tiva  
0 0.50 en  el nivel 0.05 de  significancia. En este caso 0 es la proporción  verdadera  de
pacien tes que sufren  efectos secundarios serios a  causa del nuevo m edicam ento.

So lución

1. H 0: 0 =  0.50 
/ / , :  0 *  0.50 
a  =  0.05

2 '. U se la estadística de p rueba  X ,  e l núm ero  observado  de éxitos.

3 '. x  =  4, y  puesto  que P ( X  S  4 ) =  0.0059. el valor P  es 2(0.0059) =  0.0118.

4 '. P uesto  que el valor P , 0.0118, es m enor que 0.05, se debe rechazar la h ipó
tesis nula; concluim os que 6  &  0.50. A

Las p ru eb as  que hem os descrito  requ ieren  el uso de  una tab la de p robabilidades 
binom iales, sin im p o rta r si usam os los cua tro  pasos de la página 412 o  los de la página 
414. P ara  n ^  20 podem os usar la tab la I al final del libro, y para  valores de n  hasta 
100 podem os u sar las tab las a las que hicim os referencia  al final del cap ítu lo  5. A lter
nativam ente, p a ra  valores grandes de n  podem os usar la aproxim ación norm al de  la dis
tribución  binom ial y tra ta r

x  ~  nd

V n d {  1 -  0 )

com o una variab le  a leato ria  que tiene la distribución norm al estándar. P ara  n g rande, 
podem os p ro b ar así la hipótesis nula 0  =  0 O con tra  las a lternativas 0  ¥= 0O, 0  >  0 O o  
0 <  0O al usar, respectivam en te , las reg iones críticas | z |  S  za/7, z ^  Za y z  =  ~ Z a, 
donde

x  — ndo 

V n 0 o{ \ ~  0 O)

o

(x ±  i) “ n d °

Vn00{l -  0O)

si usam os la corrección  p o r continuidad  in troducida en el e jem plo  6.5. U sam os el sig
no m enos cuando  x  excede a  n 0 o y e l signo de m ás cuando  x  es m eno r qu e  n 0 o.
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E JEM P LO  13.9

U na com pañía p e tro le ra  afirm a q ue  m enos del 20 p o r c ien to  de  los p rop ie tario s de  a u 
tos no  han  p ro b ad o  su gasolina. P ruebe esta  afirm ación en  el nivel 0.01 de  significan
cia si una com probación  a lea to ria  revela que 2 2  de  2 0 0  p rop ie tario s de au tos no han 
p robado  la gasolina de la com pañía.

So lución

1. H 0: 0 =  0.20 
/ / , :  0 <  0.20 
a  =  0 .01

2. R echace la h ipótesis nula de  z á  —2.33, donde (sin la corrección po r con
tinu idad)

x  -  nOo

Vn0o(i -  e0)
3. A l sustitu ir x  =  22, n =  200 y 0O =  0-20- ob tenem os

• -  M S k  ■

4. P uesto  que z =  —3.18 es m enos que —2.33, se  debe rechazar la hipótesis 
nula; concluim os que . com o se afirm a, m enos del 2 0 %  d e  todos los p rop ie 
tarios de au to s  no  han  p ro b ad o  la gasolina de  la com pañía. ▲

A dvierta  q ue  si hubiésem os usado  la corrección p o r con tinu idad  en  el ejem plo 
an te rio r, hab ríam os ob ten ido  z =  —3.09 y la conclusión habría  sido la misma.

1 3 . 6  P R U E B A S  C O N C E R N IE N T E S  A  D IF E R E N C IA S  E N T R E  k  P R O P O R C IO N E S

En m uchos p rob lem as de investigación aplicada, debem os decid ir si las d iferencias ob 
servadas en tre  p roporc iones m uéstrales, o  los porcentajes, son significativos o si se pue
den  a tribu ir a la suerte . P o r ejem plo, si el 6  p o r  c ien to  de los pollos congelados en  la 
m uestra de  un proveedor falla en  cum plir ciertos estándares y sólo 4 p o r ciento en  la m ues
tra  de o tro  p ro v eed o r falla en cum plir los estándares, qu izá deseam os investigar si la d i
ferencia  e n tre  es to s  dos p o rcen ta jes  es significativa. D e la  m ism a m anera , ta l vez 
deseam os juzgar sobre  la base de  datos m uéstra les si p roporc iones iguales de votan tes 
en  cua tro  c iudades d iferen tes favorecen a c ie rto  cand ida to  a gobernador.

P ara  ind icar un m étodo general de m anejar los p rob lem as de esta  clase, suponga 
que x , ,  x 2, . . . ,  x k son los valores observados de  k  variables a lea to rias  independien tes 
A',. X 2 , . . . , X k qu e  tienen  distribuciones b inom iales con los pa rám etro s  n x y 0 ,, n 2 y 
02  n k y 0*. Si las n son suficien tem ente grandes, podem os aprox im ar las d istribu 
ciones de las variables a lea to rias  independientes:
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Zi =
x, -  n,0, 

V n A (  1 -  0 ,)
p a ra  í =  1 , 2 , . . . ,  k

con distribuciones norm ales estándar, y, de  acuerdo  al teo rem a 8 .8 , podem os en tonces 
considerar

2 =  y  (*< ~  n¡0 , ) 2

x  ¿ í  u ,e(( i  -  e.)

com o un valor de  una variable a lea to ria  que tiene la distribución ji cuad rada  con k  g ra 
dos de  libertad . P a ra  p ro b ar la h ipótesis nula, 0X=  0 2 =  " •  =  0k =  0O (con tra  la a lte r
nativa que al m enos un a  de las 0  no  es igual a 0 n), podem os usar así la región crítica 
X1 ^ xl.k, donde

* (x, -  n ,0 o) 2

x  =  2 j
i= i n , 6 o( 1 6 0)

C uando no se especifica 0O esto  es, cuando sólo nos in teresa la hipótesis nula 0, =  
0 2 =  ■■• =  0 k , sustitu im os po r 0  la estim ación ponderada

0  =

y la región crítica se  vuelve \ 2 — x í , k - 1* donde

2 =  y
n ,0 { 1 -  0 )

L a pérd ida  de  1 g rad o  de lib e rtad , esto  es, el cam bio  de la reg ión  crítica  de x i.k  a 
x i se  debe  al hecho  que se sustituye una estim ación p o r e l p a rám etro  desconoci
do 0; en  una referencia  de la página 448 se hace un exam en form al de  esto.

P resentem os ah o ra  una fórm ula a lternativa  para  la estadística ji cuadrada  inm e
d iata  an te rio r, la cual, com o verem os en  la sección 13.7, se p resta  m ás ráp idam en te  a 
o tras aplicaciones. Si arreglam os los da tos com o en la tab la  siguiente

Éxitos Fracasos

M uestra 1 *i n , -  x,

M uestra 2 *2 «2 “  -*2

M uestra k Xk -  xk
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las frecuencias de celda esperadas son

eu  =  400(0 .53) =  212 y e l 2  =  400(0 .47) =  188

e2\ =  500(0 .53) =  265 y e22 =  500(0 .47) =  235

e3I =  400(0 .53) =  212 y e J 2  =  400(0 .47) =  188

y la sustitución en  la fórm ula para  dada arriba  nos da

2 =  (232 -  2 1 2 )2 (260 -  265)2 (197 -  212)2
X 212 265 212

+
(168 ~  188)2 (240  ~  235)2 +  (203 -  188)2

=  6.48

4. Puesto que \ 2 =  6-48 excede a  5.991, se debe rechazar la hipótesis nula; en 
o tras palabras, las proporciones verdaderas de com pradores que favorecen el 
detergente A  sobre el detergente B  en las tres ciudades no son las mismas. ▲

EJERCICIOS

13.45 M uestre qu e  las dos fórm ulas para g 2 en la página 434 son equivalentes.
1 3 .4 6  M odifique las regiones críticas en la página 430 de m anera que se puedan usar p a 

ra p robar la hipótesis nula A =  A0 contra la hipótesis alternativa A >  A0, A <  A« 
y A A„ sobre la base de n observaciones. E n  este caso A es el parám etro  de la 
distribución de Poisson. (Sugerencia: use el resultado del ejem plo 7.15.)

13.47 C on respecto  al ejercicio 13.46, use la tabla II para  encon trar los valores que co
rresponden  a &0.025 y ^ó.025 Para  p ro b a r  Ia h ipótesis nula A =  3.6 con tra  la hi
pótesis a lte rna tiva  A #  3.6 sobre  la base de cinco observaciones. U se el nivel
0.05 de significancia.

1 3 .4 8  P a rar k  =  2, dem uestre  que la fórm ula de  x 2 en  la página 434 se puede escribir 
com o

( « ,  +  n2){n2x t -  / j , x 2) 2

M |fi2( x ,  +  x 2) [ ( « i  +  n2) -  ( x ,  +  x 2) ]

1 3 .4 9  D adas m uestras a lea to rias  g randes de dos poblaciones binom iales, m uestre  que 
la h ipótesis nula 0, =  0 2 se puede p ro b ar con base en la estadística

ÍL  _  fi! 
n¡ n 2

z  =

*  X. +  X - >

d o n d e  0 = -----   . (Sugerencia: refiérase al ejercicio 8.5.)
n , +  n :

13.50 M uestre q ue  el cuadrado  de la expresión para  z  es igual a

,  y  ~  n¿ ?  
n,§{ 1 -  0 )
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de  m anera  que las dos pruebas son rea lm en te  equ ivalen tes cuando  la h ipótesis 
alte rnativa  es 0, *  02. O bserve que la p rueba  descrita  en  el ejercicio 13.49, mas 
no la  que se basa en  la estadística x l  se puede  usar cuando  la h ipótesis a lte rn a 
tiva es 0 , <  6 2 o  0 , >  0 2.

AP LICACIO N ES

13.51 C on respec to  al ejem plo 13.8, m uestre  qu e  la reg ión  crítica e s x  S  5 o r  g  15 
y que , co rrespond iendo  a esta  reg ión  crítica, el nivel de  significancia es rea l
m en te  0.0414.

13.52 Se ha a firm ado  q ue  m ás del 40 po r c ien to  de todos los com prado res  pueden  
identificar una m arca reg istrada a  la que se le hace m ucha publicidad. Si, en  una 
m uestra a lea to ria , 1 0  de  18 com pradores pud ieron  identificar la m arca  reg istra
da, p ru eb e  en  el nivel 0.05 de significancia si la h ipótesis nula 0 =  0.40 se p u e 
de rechazar con tra  la a lte rna tiva  0 >  0.40.

13.53 C on respec to  al ejercicio 13.52, encuen tre  la región crítica y e l nivel rea l de  sig
nificancia que corresponde a es ta  región crítica.

13.54 U n d oc to r afirm a que m enos de  30 po r cien to  de todas las personas expuestas 
a  c ierta  can tidad  de radiación sen tirán  algún efecto  dañino. Si, en  una m uestra 
a lea to ria , sólo 1 de 19 personas expuestas a tal radiación sin tió  algún efec to  d a 
ñino, p ru eb a  la h ipótesis nu la  0 =  0.30 con tra  la hipótesis a lte rna tiva  0 <  0.30 
en  el nivel 0.05 de significancia.

13.55 C on respec to  ai ejercicio 13.54, encuen tre  la región crítica y el nivel real de  sig
nificancia que corresponde a esta  región crítica.

13.56 E n una m uestra  a lea to ria , 12 de 14 accidentes industria les fueron  causados por 
condiciones inseguras de trabajo . U se el nivel 0.01 de  significancia p a ra  p robar 
la h ipótesis nula 0 =  0.40 con tra  la hipótesis a lte rna tiva  0 ^  0.40.

13.57 C on  resp ec to  al ejercicio 13.56, encuen tre  la región crítica y el nivel rea l de  sig
nificancia que corresponde a esta  reg ión  crítica.

13.58 E n una encuesta  a leato ria  de 1,000 hogares en  E stados U nidos, se encon tró  que 
29 p o r c ien to  de los hogares ten ían  al m enos un m iem bro  con  un títu lo  un iver
sitario . ¿E ste  hallazgo refu ta  la aseveración de que la p roporc ión  de q ue  todos 
estos hogares en  E stados U nidos es al m enos 35 p o r c ien to? (U se el nivel 0.05 
de significancia.)

13.59 E n una encuesta  a lea to ria  de 12 estud ian tes no g raduados d e  carreras com er
ciales, seis d ijeron  que tom arían  cursos avanzados en  contab ilidad . U se el nivel
0 .0 1  de  significancia para  p ro b ar la h ipótesis nula 0  =  0 .2 0 , esto  es, 2 0  p o r  c ien
to  de  to d o s los estud ian tes no  g raduados de carreras com erciales tom arán  cu r
sos avanzados de contab ilidad , con tra  la hipótesis a lte rnativa  0  >  0 .2 0 .

13.60 U n p rocesado r de alim entos qu iere  saber si la p robab ilidad  de  que un cliente 
p referirá  un a  nueva clase de  em paque a la clase an te rio r es rea lm en te  0.60. Si, 
en  una m uestra  a lea to ria , siete  de 18 clien tes p refieren  la nueva clase de em pa-
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E n  este  caso hay una m uestra de tam año  4(X), y los to ta les de los renglones así com o 
los to ta les de las colum nas se dejan  al azar. Es principalm ente en relación con p rob le 
m as com o éste q ue  las tablas r X  c se conocen com o tab las de contingencia.

La h ipó tesis nula que querem os p ro b ar po r m edio de la tab la an te rio r es qu e  el 
desem peño  en  el trab a jo  de las personas que han pasado  po r e l p rogram a de capacita
ción es independ ien te  de su IQ . E n genera l, si Q,¡ es la p robab ilidad  de  que un e lem en
to  caerá  en  la ce ld a  que p e rten ece  al lésim o reng lón  y la yésim a co lum na, 0 ¡. es la 
probab ilidad  de que un e lem en to  caerá  en el /esim o renglón, y Q.¡ es la p robab ilidad  de 
que un e lem en to  caerá  en  la yésima colum na, la h ipótesis nula que querem os p ro b ar es

eti =  0,. • 9.,
p a ra  i  = 1, 2 , . . . ,  r  y j  = 1, 2  c. C orrespond ien tem en te , la h ipótesis a lte rnativa  es
Oí, * 9 , . '  6 .i p ara  al m enos un p a r de valores de i y y.

Puesto  qu e  el m étodo p o r el cual analizam os una tab la r  X  c  es el m ism o sin im 
p o rta r si estam os tra tan d o  con r m uestras de poblaciones m ultinom iales con c resultados 
d ife ren tes o  una m uestra  de una población m ultinom ial con re resu ltados d iferen tes, 
exam iném oslo  aq u í con respecto  al últim o. E n el ejercicio 13.71 se ped irá  al lector igua
lar el trab a jo  p a ra  la p rim era clase de problem a.

E n  lo que sigue, deno tarem os la frecuencia observada en el i'ésimo renglón y la 
yésima colum na con  los to ta les  de los renglones con los to ta les  de las colum nas 
con f.j, y el gran to ta l, la sum a de todas las frecuencias de  las celdas, con / .  C on esta  
no tación , estim am os las p robab ilidades 0 ¡. y Q., com o

s - = L r  y

y bajo  la h ipótesis nula de independencia  obtenem os

' V ip =  ñ . ñ . f  =  — , f  =  ^
y “ i  * f f  f

para  la frecuencia  esperada  para  la celda en el résim o renglón y la yésima colum na. A d 
vierta  que e,¡ así o b ten ida  al m ultiplicar e l total del renglón al cual pertenece la celda por  
el total de  la co lum na  a ¡a cual pertenece y  después d ividir entre el gran total.

U na vez q ue  hem os calculado la e,¡, basam os nuestra  decisión en  el valor de

¿  í  iC iii!2
i=i / « i c '/

y rechazam os la h ipótesis nula si excede a *« .(r-ixc-i).
El núm ero  d e  grados de libertad  e s ( r — 1 )(c  — 1 ). y en  relación con e s to  h a 

gam os la siguiente observación: siem pre que se estim en  frecuencias de celdas en  fó rm u
las d e  ji c u a d ra d a  con base en  da to s  de c o n teo  m uéstra les , el n ú m ero  d e  g rados de 
libertad  es s  — t — 1 . don d e  s es el núm ero  de térm inos en  la sum a y t  es el núm ero  
de parám etros independ ien tes reem plazados p o r estim adores. A l hacer la p rueba  para  
las d iferencias en tre  k  p roporciones con  la estadística ji cuadrada  de la sección 13.6, te 
n íam os s  =  2 k  y  t =  k ,  p u esto  qu e  ten íam os q ue  estim ar los k  p a rám etro s  0 , ,  
9 2 , . . . , 9 k y el núm ero  de grados de libertad  fue 2k  — k  — 1 =  k  — 1. C uando  hace
m os la p ru eb a  p a ra  independencia  en  una tab la de contingencia r X  c tenem os s = re
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y t  = r +  c  — 2 . puesto  que los r  p arám etros 6 ,. y los c parám etros 0 .; no  son todos in
dependientes: sus sum as respectivas d eb en  ser igual a 1. A sí. ob tenem os s  — t — 1 =  
re — (r  +  c — 2 ) — 1 =  ( r  — l ) ( c  — 1 ).

Puesto  que la estadística de p rueba  que hem os descrito  sólo tiene ap rox im ada
m ente una d istribución  ji cuadrada  con  ( r  — 1 ) (c  — 1 ) g rados de libertad , es costum 
bre usar esta  p ru eb a  sólo cuando n inguna de las eL/ es m eno r que 5; esto  algunas veces 
requ iere  que com binem os algunas de  las celdas con una pérd ida  co rrespond ien te  en el 
núm ero  de g rados de libertad .

E JEM P LO  13.11

U se los da tos m ostrados en la siguiente tab la  para  p ro b ar en  el nivel 0.01 de significan
cia si la habilidad  de u na  persona en  m atem áticas es independien te  de su in terés en  la 
estadística.

H abilidad en matemáticas

Baja Prom edio A lta

Bajo 63 42 15

Interés en la estadística Prom edio 58 61 31

A lto 14 47 29

Solución

1 .

2 .

H0: La habilidad en m atem áticas y el interés en la estadística son indepen 
dientes.

H ]: La habilidad en  m atem áticas y el in terés en  la estadística no son in
dependientes, 

a  =  0 .0 1

R echace  la h ipótesis nula si j 2 13.277, donde

\2
.2  _

=  2 2  ¿-i / - l e„

y 13.277 es el valor de Jo.oi.4 -

3. L as frecuencias e sp erad as  de l p rim er reng lón  son 

120* 150

120 • 135 
360

=  45.0,

360
=  50.0, y 120 — 45.0 -  50.0 =  25.0, donde hicim os uso del h e 

cho  q u e  para  cada reng lón  o colum na la sum a de  las frecuencias de celdas 
esperadas  es igual a la sum a de las frecuencias co rrespond ien tes observadas 
(véase el ejercicio 13.70). E n  form a sim ilar, las frecuencias esperadas del se 
gundo  renglón  son 56.25,62.5 y 31.25, y las del te rcer reng lón  (todas se ob 
tuv ie ron  al res ta r de  los to ta les  de las co lum nas) son 33.75, 37.5 y 18.75. 
E n tonces, al sustitu ir en  la fórm ula para  j 2 nos da:
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2 _  (63 -  45.0 ) 2 (42  ~  50 .0 )2 (29 -  18.75)2
45.0 +  50.0 18.75

=  32.14

4. P uesto  que \ 2 =  32.14 excede a 13.277, se debe rechazar la h ipótesis nula; 
concluim os que hay una relación en tre  la habilidad de una persona en  m a
tem áticas y su in terés en la estadística. ▲

U n a  deficiencia del análisis ji cuad rada  de una tab la  r  X  c  es q ue  no tom a en 
consideración un posible o rden  de los renglones y/o colum nas. Por ejem plo, en el e jem 
p lo  13.11, la habilidad  en m atem áticas así com o cl in terés en  la estadística se o rdenan  
de bajo  p rom ed io  a a lto , y el valor que ob tenem os para  perm anecería  igual si los 
renglones y/o las colum nas se in tercam biaran  en tre  sí. T am bién , las colum nas de la ta 
bla en  la página 438 reflejan un o rd en  de p referir B  (no  p refe rir  ,4) a ser ind iferen tes 
a p referir A . p e ro  en este  caso no hay un o rden  específico de los renglones. La form a 
en  q ue  se puede  tom ar en consideración tal o rden  se explica en  los ejercicios 14.61 y

La p rueba  de b o n d ad  del ajuste considerada aqu í se aplica a situaciones en las que q ue
rem os de te rm in a r si un con jun to  de  da to s  se puede considerar com o una m uestra  a lea
toria  de  una población que tiene  una distribución dada. E n el cap ítu lo  14 se exam inará 
un segundo tipo  de  “bondad  de a ju ste” que se aplica al ajuste de una curva a un con
ju n to  de  pares d e  datos. Para  ilustrar, suponga que querem os decidir, con base en  los 
da tos (frecuencias observadas) de la siguiente tabla, si el núm ero  de e rro res  que un ca 
jis ta  hace al com poner una galera de tipos es una variable a lea to ria  que tiene una dis
tribución  de Poisson:

15.12.

1 3 . 8  B O N D A D  D E L  A JU S T E

N úm ero  de 
errores

Probabilidades 
de Poisson  
con  A =  3

Frecuencias
esperadas

e,

0 18
53

103
107
82
46
18
10

0.0498
0.1494
0.2240
0.2240
0.1680
0.1008
0.0504
0.0216
0.0081
0.0038

21.9 
65.7
98.6
98.6
73.9 
44.4 
22.2

9.5

2
3
4
5
6
7
8 
9
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P ara  de te rm in a r un con jun to  correspond ien te  de frecuencias esperadas para  una 
m uestra  a le a to ria  de  una pob lac ión  de Poisson, p rim ero  usam os la m ed ia  de la d istri-

1 341
bución observada para  estim ar el parám etro  de Poisson A, ob tenem os A =  =  3.05

o, aproxim adam ente, A =  3. Después, copiam os las probabilidades de Poisson para  A =  3 
de la tabla II (usam os la probabilidad d e  9 o  m ás  en vez de  la probabilidad de 9) y m ul
tiplicam os p o r 440, la frecuencia to tal, y obtenem os las frecuencias esperadas m ostradas 
en la colum na del lado derecho  de la tabla. Para p robar la hipótesis nula que las frecuen
cias observadas constituyen una m uestra a leatoria  de  una población de  Poisson, debem os 
juzgar qué tan  buen  ajuste tenem os, o  qué tan próxim a es la correlación, en tre  los dos 
conjuntos de frecuencias. E n general, para p ro b ar la hipótesis nula H0  que un conjunto  
de datos observados viene de una población que tiene una distribución especificada con
tra  la alternativa de que la población tiene alguna o tra  distribución, calculam os

2 _  e , f

*  í5  *

y rechazam os H0  en  el nivel a  de  significancia si =  X a .m -i- 1 * donde m  es el n úm e
ro  de térm inos en  la sum a y t es el núm ero  de parám etros independientes estim ados con 
base en  los d a to s  m uéstrales (véase e l análisis en  las páginas 439 y 440). E n  el ejem plo 
an te rio r, t = 1 puesto  que sólo se estim a un parám etro  con base en los da tos, y e l nú 
m ero  de g rados d e  libertad  es m  — 2 .

E JEM P LO  13.12

P ara los da tos e n  la tab la  441, p ruebe  al nivel 0.05 de significancia si el núm ero  de e rro 
res que el cajista hace al com poner una galera de tipos es una variable a leato ria  que tie 
ne una d istribución  de  Poisson.

Solución

(P uesto  q u e  las frecuencias esperadas co rrespond ien tes a ocho  y nueve e rro res  
son m enores q ue  5, se com binan  las dos clases.)

1. H0: El núm ero  de  e rro res  es u na  variab le  a lea to ria  de Poisson.
/ / , :  E l núm ero  de  e rro res  no  es una variable a lea to ria  d e  Poisson.
a  =  0.05

2. R echace la hipótesis nula si \ 2 s  14.067, donde

*  &  e‘ 

y 14.067 es e l valor de * 0.05.7 •

3. A l sustitu ir e n  la fórm ula p a ra  x 2. ob tenem os

2 = O8 ~ 2 1 .9 ) 2 , (53 -  65 .7 )2 (3  -  5 .3 ) 2

X  21.9 65.7 5.3

=  6.83
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4. Puesto  qu e  x~ =  6.83 es m enos que 14.067, no se puede  rechazar la h ipó te 
sis nula; c iertam ente , la proxim idad  de la correlación en tre  las frecuencias 
observadas y esperadas sugiere que la distribución de Poisson proporciona 
un “buen  ajuste". ▲

EJERCICIOS

13.70 V erifique q ue  las frecuencias de celda esperadas se calculan de acuerdo  a la re 
gla de la página 439, su sum a para  cualquier renglón o  colum na es igual a la su 
m a de frecuencias observadas correspondientes.

13.71 D em uestre  q ue  la regla de la página 439 para  calcu lar las frecuencias de celda 
esperadas tam b ién  se aplica cuando  probam os la h ipótesis nula que estam os 
m uestreando  r poblaciones con distribuciones m ultinom iales idénticas.

13.72 D em uestre que la siguiente fórm ula de cálculo para  es equivalente a la fórm u
la en la página 439:

'  r  f

/= I / = 1  '/

13.73 Use la fórm ula del ejercicio 13.72 para volver a calcular \ 2 para el ejem plo 13.10.

13.74 Si el análisis de una tab la de contingencia m uestra  que hay una relación en tre  
las dos variab les bajo  consideración, la forta leza de esta  relación se puede  m e
d ir con el coeficiente de contingencia

- i x 2 + f

donde \ 2 es e l valor ob ten ido  p a ra  la estadística de  p rueba , y f e s  el gran total 
com o se defin ió  en  la página 439. D em uestre  que
(a) p a ra  una tab la de contingencia 2 X 2 el valor m áxim o de C  es j  > /2 ;
(b ) para  un a  tab la  de contingencia 3 X 3 el valor m áxim o de C  es 5 V ó .

APLICACIO N ES

13.75 Las m uestras de  un m aterial experim ental se p roducen  m edian te  tres d iferen
tes p ro to tipos de procesos y se les hace una p rueba  de conform idad  con un es
tá n d a r  de resistencia . Si las p ruebas  m o stra ro n  los resu ltados sigu ien tes, ¿se 
puede  decir en el nivel 0 .0 1  de  significancia que los tre s  procesos tienen la m is
m a p robab ilidad  de ap ro b ar con  este es tándar de resistencia?

Proceso A Proceso B Proceso C

N úm ero  q ue  pasa la prueba 45 58 49

N úm ero  q ue  fa lla  la prueba 2 1 15 35

13.76 En un estud io  sobre  las op in iones de los padres de  fam ilia acerca de un curso 
obligato rio  d e  educación sexual, 360 pad res de  fam ilia, una m uestra  a lea to ria ,



se clasificaron de acuerdo  a  si tienen  uno , dos, tres o  m ás hijos e n  el sistem a 
escolar y  tam bién  si op inan  que el curso  es m alo, adecuado  o  bueno. C on  base 
en  los resu ltados que se m uestran  en  la tab la siguiente, p ruebe  al nivel 0.05 de 
significancia si hay una relación en tre  la  reacción al curso de los padres de fa
m ilia y el núm ero  de hijos que tienen  en el sistem a escolar:

Capítulo 13: Prueba de hipótesis: aplicaciones

M alo  

A decuado  

Bueno

13.77 P ruebas sobre la fidelidad y la selectividad de 190 radios p rodu jeron  los resu l
tados q ue  se m uestran  en  la tab la  siguiente:

Baja

Selectividad Prom edio  

Alta

Use el nivel 0.01 de significancia para  p ro b a r  la h ipótesis nula de que la fideli
dad  es independ ien te  de  la selectividad.

13.78 Los siguientes da to s  m uéstra les co rresponden  a los em barques que recibió  una 
em presa  g rande de tre s  p roveedores d iferentes

P roveedor A  

P roveedor B 

P roveedor C

Pruebe en  el nivel 0.01 de significancia si los tre s  p roveedores em barcan  p ro 
ductos d e  igual calidad.

13.79 A nalice la tab la de 3 X 3 de la página 438, que co rresponde  a las respuestas 
de  com pradores en tres ciudades d iferen tes con respecto  a dos detergen tes. Use 
el nivel 0.05 de significancia.

13.80 Se lanzaron  cua tro  m onedas 160 veces y salieron  0 ,1 ,  2 ,3  o  4 caras, respectiva
m en te , 19, 54, 58, 23 y 6  veces. U se el nivel 0.05 d e  significancia para  p ro b a r  si

N úm ero  de N úm ero  de N úm ero  de
rechazados im perfectos pero  aceptables perfectos

12 2 3 8 9

8 12 62

21 3 0 119

Fidelidad  

Baja P rom edio  A lta

7 12 31

3 5 5 9 18

15 13 0

N um ero  de niños

1 2 3 o  m ás

4 8 4 0 12

5 5 5 3 2 9

5 7 4 6 2 0
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(a) V erifique  que la m ed ia  y la  desviación e s tá n d a r  de esta  d istribución  son 
x  =  20 y s = 5.

(b ) E n cu en tre  las p robab ilidades de que una variable a lea to ria  q ue  tiene la 
distribución  norm al con p  =  20 y a  =  5 asum irá un valor m eno r qu e  9.5, 
en tre  9.5 y 14.5, en tre  14.5 y 19.5, en tre  19.5 y 24.5, en tre  24.5 y 29.5, en 
tre  29.5 y 34.5, y m ayor que 34.5.

(c) E ncuen tre  la curva norm al de frecuencias esperada para  las diversas clases 
al m ultiplicar las probabilidades obtenidas en  el inciso (b) po r la frecuencia 
to tal, y después pruebe en el nivel 0.05 de significancia si se pueden consi
d e ra r  los datos com o una m uestra aleatoria  de una población norm al.

13.9 USO DE CO M PUTAD ORAS

A l igual q ue  e n  el capítu lo  11, existe softw are de com putadoras p a ra  todas las pruebas 
que hem os exam inado. U na vez m ás, sólo tenem os que in troducir los da to s  originales 
(sin tra ta r)  en  nuestra  com putadora  ju n to  con la instrucción ap rop iada. P a ra  ilustrar, 
considere e l e jem plo  siguiente.

E JE M P L O  13.13

Las m uestras a lea to rias siguientes son m ediciones d e  la capacidad calorífica (en  m illo
nes de calorías po r tonelada) de m uestras de carbón  de dos minas:

M in a  1: 8,400 8.230 8,380 7,860 7,930
M ina  2: 7,510 7,690 7,720 8,070 7,660

U se el nivel 0.05 de significancia p a ra  p ro b a r  si la d iferencia en tre  las m edias de las dos
m uestras es significativa.

Solución

La im presión  de com putadora  en  la figura 13.5 m uestra  que el valor de  la es ta 
dística d e  p rueba  es t = 2.95, el núm ero  de g rados de libertad  es 8 , y el valor P  es

M TB > S E T  C l

D A T A > 8 4 0 0  8 2 3 0 8 3 8 0 7 8 6 0 7 9 3 0

M TB > S E T  C2

D A T A > 7 5 1 0  7 6 9 0 7 7 2 0 8 0 7 0 7 6 6 0

M TB > P O O L  C l C2

TW O S A M P L E  T  FO R  C l  V S  C2

N  MEAN S T D E V  S E  MEAN

C l  5 8 1 6 0  2 5 2  113
C 2  5 7 7 3 0  2 0 7  92

95 P C T  C l  F O R  MU C l  -  MU C 2 : 

T T E S T  MU C l  =  MU C2 ( V S  N E ) :

[ 9 4 ,  7 6 6 )

Figura 13.5 Im p re s ió n  d e  c o m p u ta d o ra  para el e je m p lo  1 3 .1 3 .



CAPÍTULO

14
Regresión y correlación

14.1 INTRODUCCIÓN
14.2  REGRESIÓN LINEAL
14.3 EL MÉTODO DE LOS MÍNIMOS CUADRADOS
14.4  ANÁLISIS DE REGRESIÓN NORMAL
14.5 A N Á L I S I S  D E  C O R R E L A C I Ó N  N O R M A L

14.6  REGRESIÓN LINEAL MÚLTIPLE
14.7  REGRESIÓN LINEAL MÚLTIPLE (NOTACIÓN MATRICIAL)

14.1 INTRODUCCIÓN

U n objetivo  im portan te  de m uchas investigaciones estadísticas es estab lecer las relacio
nes qu e  hagan posible predecir una o  m ás variables en  térm inos de o tras. Así. se reali
zan estudios para  p redec ir las ventas po tenciales de un p roducto  nuevo en  térm inos de 
su precio , el peso  d e  un  pacien te  en  térm inos del núm ero  de sem anas que ha seguido 
un régim en alim enticio , los gastos fam iliares en en tre ten im ien to  en térm inos del ingre
so fam iliar, el consum o per cápita de ciertos alim entos en  térm inos de sus valores nu- 
tricionales y la can tidad  de d inero  que se gasta en  hacerles publicidad en  televisión, y 
así sucesivam ente.

A unque, por supuesto , es deseable p o d er predecir una cantidad  exactam ente en 
térm inos de o tras, ra ra  vez es posible, y en  la m ayoría de los casos tenem os que con fo r
m arnos con p redec ir prom edios o  valores esperados. A sí, quizá no  podam os predecir 
exactam ente cuán to  d inero  ganará el Sr. Brow n 10 años después de graduarse de la un i
versidad; pero , dados los da tos apropiados, podem os predecir el ingreso prom edio  de  los 
graduados universitarios en  térm inos del núm ero  de años transcurridos después de haber 
salido de la universidad. D e la misma m anera, en el m ejor de los casos podem os p re d e 
cir e l rendim iento  p rom edio  de una variedad  dada de trigo  en  térm inos de la p rec ip ita
ción pluvial en  ju lio , y en el m ejor de los casos podem os p redecir e l desem peño  
prom edio  de los estud ian tes que inician estudios universitarios en  térm inos de  sus IQ.

Form alm ente, si se nos da la d istribución  con jun ta  de dos variables a lea to rias  X  
y V, y se sabe que X  asum e el valor x , el problem a básico de la regresión bivariada es 
de te rm inar la m edia condicional ju ^ ,, esto  es, el valor “p rom ed io ’' de  Y  p ara  el valor 
d ad o  de X .  El té rm ino  “ reg resión” , com o se usa aquí, se rem o n ta  a  Francis G alton , 
quien lo utilizó para  indicar ciertas relaciones en la teoría  de  la herencia. E n  problem as 
que contienen más de dos variables aleatorias, esto  es, en  la regresión m últiple, tratam os

449
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con can tidades com o M z u l a  m edia de Z  p a ra  valores dados de X  y  Y, p Xtj , , . , , . , , . la 
m edia de X 4 p a ra  valores dados de  X x, X 2 y  X 3, y así sucesivam ente.

Si /( .r .  y )  es el valor de la densidad  con jun ta  de dos variables a lea to rias  A" y y  en 
(x , y ) ,  el p rob lem a  de regresión bivariada es sim plem ente de te rm inar la densidad  con
dicional de Y  d ad o  X  =  x  y  después evaluar la integral

Mvu =  E { Y \ x )  =  J  y w ( y \ x ) d y

com o se bosquejó  en  la sección 4.8. La ecuación resu ltan te  se llam a ecuación d e  reg re 
sión de Y  sob re  X.  A lternativam en te , tal vez nos in terese  la ecuación de  regresión

OO
=  £ { X \ y )  =  J  x  ' f { x \ y )  dx

E n  el caso d iscreto , cuando  tra tam os con distribuciones de  p robab ilidad  en  vez de  d e n 
sidades de p robab ilidad , las in tegrales en  las dos ecuaciones de  regresión  dadas arriba  
sim plem ente se reem plaza con sumas.

C uando  n o  conocem os la densidad  de p robab ilidad  con jun ta  o  d istribución  de las 
dos variables a leato rias, o  al m enos no todos sus parám etros, la determ inación  de nyu  
o  nx\y se vuelve un problem a de estim ación basado  en da to s  m uéstrales; é s te  es un p ro 
blem a to ta lm en te  d iferen te , que exam inarem os en las secciones 14.3 y 14.4.

EJEM PLO 14.1

D adas las dos variables a lea to rias  X  y  Y  que tienen  la densidad  conjunta

,~4\ +y) p a ra  x  >  o  y y  >  0

■  ( rf a s * en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte  

e ncuen tre  la ecuación de regresión de  Y  sob re  X  y bosqueje  la curva de regresión 

Solución

Al e lim inar y p o r  integración, encon tram os que la densidad  m arginal de  X  está 
dada p o r

g ( x ) Í e  * p a ra  x  >  0  

0 en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte  

y po r ta n to  la densidad  condicional de  Y  dado  X  =  x  está  dada  po r

, , , 7\ x , y )  x -e ~ « '+r>
w(yU) =  , v  =  — —  = x ’ e 

g { x )  e

p a ra  y  >  0  y w ;(y |x ) =  0  en  cualquier o tra  p a rte , qu e  reconocem os com o una 

densidad  exponencial con 6  =  j .  P o r tan to , a l evaluar

Mn» =  /  y x - e ^ d y
Jo

o  al re fe rim o s al coro lario  1 del teo rem a  6.3, encon tram os que la ecuación de re 
gresión d e  y  sobre  A" está  dada  por:
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F ig u ra  14.1 C u rva  de  regresión del ejem plo 14.1.

1
M »  =  I

La curva d e  regresión correspond ien te  se m uestra  en  la figura 14.1.

EJEM PLO 14.2

Si X  y Y  tienen la  distribución m ultinom ial

para  x  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  n  y  y  =  0 , 1 , 2  n , con x  +  y  5= n,  encuen tre  la ecuación de re 
g resión de Y  so b re  X.

Solución

La d istribución  m arginal de  X  e s tá  dada  por

para  x  =  0 , 1 , 2  n , q ue  reconocem os com o una distribución  binom ial con los
p a rám etro s  n  y 0 ,.  P o r tan to .

w (y U )  =
A * . , )  ( v ) * 1

g ( x )  (1 -  *.)"■'
p a ra  y  — 0 , 1 , 2 , . . . ,  n — x ,  y, al reescrib ir esta  fórm ula com o:
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w

encon tram os p o r inspección qu e  la d istribución  condicional de Y  d ad o  X  =  x  es
0

una d istribución  binom ial con los parám etros n — x  y  - — 2— , de m anera  que la
1 - 0,

ecuación de regresión  de Y  sobre  X  es

_  (n  -  x )d 2 

1 - 0 ,

de acuerdo  al teo rem a  5.2. ▲

C on respec to  al e jem plo  an te rio r, sea X  e l núm ero  de veces que sale un núm ero  
p a r  en 30 tiros d e  un d ad o  balanceado  y sea y  el núm ero  de veces qu e  el resu ltado  es 
cinco, en tonces la  ecuación de regresión  se vuelve

(3 °  -  x ) i  
f iyu =  ----------- -—  =  - ( 3 0  -  x )

1 ~~ 2

E sto  es lógico, p o rq u e  hay tres posibilidades igualm ente p robables. 1, 3 o  5, p a ra  cada 
uno  de los 30 — jc resu ltados q ue  no  son pares.

EJEM PLO 14.3

Si la densidad  con jun ta  de A’j , X 2 y X 3  está  dada  por

v   f  (jcj -E x 2 )e ~*1 p a ra  0  <  x x <  1 , 0  <  x 2 <  1 . jt3 >  0

1 0  e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

encuen tre  la ecuación  de regresión  de X 2 sobre  X¡ y  X } .

Solución

Al refe rirnos al e jem plo  3.22, encon tram os q ue  la densidad  m arginal de  X l y  X 3  

está  dada  po r

x, +  paraO  <  x , <  l , x 3 >  0

en  cualqu ier o tra  p arte

P or consiguiente,

f X  / ( x i , x 2 , x 3) /•' x2(x , +  x 2)

2 r, +  1 A
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A dvierta  qu e  la esperanza condicional ob ten ida en el e jem plo  an te rio r depende 
de x x p e ro  no  de x3. E sto  se pod ía  h aber esperado , puesto  que indicam os en  la página 
123 que hay un a  independencia  po r pare jas en tre  X 2  y  X$.

14.2 REGRESIÓN LINEAL

U n a característica im portan te  del ejem plo 14.2 es que la ecuación de  regresión es lineal: 
esto  es, es de la form a

f lyu =  «  +  Px

donde a  y /3 son constan tes, llam adas los coeGcientes de regresión. H ay varias razones 
de p o r  qué las ecuaciones de regresión lineal son de especial interés: p rim ero , se p res
tan  ráp idam en te  a un tra tam ien to  m atem ático  adicional; después, a  m enudo  proveen 
buenas aproxim aciones a  ecuaciones de  regresión de o tra  form a com plicadas; y final
m ente , en  el caso de la distribución norm al b ivariada, que estudiam os en la sección 6.7, 
las ecuaciones de regresión son, de  hecho, lineales.

Para simplificar el estudio de las ecuaciones de regresión lineales, expresemos los coe
ficientes de regresión a  y /3 en términos de algunos de los m omentos más pequeños de la dis
tribución conjunta de A 'y Y,  e s to es , en términos de E(  X )  =  n x, E ( Y )  =  ¿i2, v a r(A )  =<r\ , 
v a r ( y )  =  y cov(A ', Y)  =  o l2. Entonces, al usar tam bién el coeficiente de correlación

P =  ^ ~H a\<*i

defin ido en  la sección 6.7, podem os p ro b ar los siguientes resultados

t e o r e m a  14.1 Si la regresión de  Y  sobre  X  es lineal, en tonces

Uvu =  M2 +  P ^ r ( x  ~  Mi) 

y si la regresión  de X  sobre  Y  es lineal, en tonces

Hx]y =  Mi +  P ^ r ( y  -  Az)

D em ostración . Puesto  que =  a  + (3x, se sigue que

J y  w ( y \ x )  d y  =  a  +  p x

y si m ultiplicam os la expresión en  am bos lados de esta  ecuación p o rg (x ) , el valor 
correspondiente  de la densidad m arginal de  X , e integram os sobre x, obtenem os

J  j y w ( y |x ) g ( x )  d y d x  =  a  f  g ( x )  dx  +  P  J x - g ( x )  dx
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1 4 . 3  E L  M É T O D O  D E  L O S  M ÍN IM O S  C U A D R A D O S

E n las secciones an terio res hem os exam inado  el p rob lem a de regresión sólo en  re la 
ción con variab les a lea to rias que tienen  distribuciones conjuntas. E n la p ráctica real, 
hay m uchos p rob lem as donde un con jun to  de datos asociados en parejas dan una indi
cación de que la regresión es lineal, d onde  no  conocem os la distribución con jun ta  de 
las variables a lea to rias  en  consideración pero , sin em bargo, querem os estim ar los co e 
ficientes de regresión  a  y  (5. Los problem as de esta  clase usualm ente se m anejan p o r el 
método de los mínimos cuadrados, un m étodo  de ajuste de curvas que a principios del 
siglo x ix  sugirió el m atem ático  francés A drien  Legendre.

Para ilastrar esta técnica, considerem os los datos siguientes sobre el núm ero de horas 
que 1 0  personas estudiaron para una prueba de francés y sus puntuaciones en la prueba:

Horas estudiadas Puntuación en la prueba
X y

4 31
9 58

10 65
14 73
4 37
7 44

12 60
22 91

1 2 1

17 84

A l hacer la gráfica de estos datos com o en  la figura 14.2, nos da la im presión de que 
una línea recta proporciona un ajuste razonablem ente bueno. A unque los puntos no caen 
todos en  una línea recta, el pa trón  general sugiere que la pun tuación  p rom edio  de la 
p rueba para  un núm ero  dado de horas de estudio  bien puede estar relacionado con el 
núm ero  de horas estudiadas m ediante una ecuación de la form a Hy\x =  a  +  Px -

U na vez q ue  hem os decidido en  un p rob lem a dado  q ue  la regresión es aprox im a
dam en te  lineal, nos en fren tam os al p rob lem a de  estim ar los coeficientes a  y /3 de los 
d a to s  m uéstrales. E n o tras palabras, nos enfren tam os al p rob lem a de o b ten e r estim a
ciones de á  y /3 ta les  que la línea de regresión estim ada y  =  á  +  jix provea, en  algún 
sen tido , el m ejor ajuste posible a los da tos dados.

A l d en o ta r la desviación vertical de un pun to  de  la línea p o r e,, com o se indica 
en  la figura 14.3, e l c riterio  de los m ínim os cuad rados sob re  el cual basarem os esta 
“bondad  de a ju s te” requ iere  que m inim icem os la sum a de los cuadrados de estas des
v iaciones. A sí. se  nos da un c o n ju n to  de d a to s  asociados e n  p a re ja s  { (¿¿ .y ,) ; i =  1,
2  n }, las estim aciones de m ínim os cuadrados de los coeficientes de regresión son
los valores á  y f i  p a ra  los cuales la cantidad

q  =  ¿ < . 2  =  ¿ [ y ,  -  ( o  +  p x , ) f
(=i i=i

a A
es un m ínim o. A l d iferenciar parcialm ente  con respecto  a a  y fi y al igualar a  cero  es
tas derivadas parciales, obtenem os:
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Horas estudiadas 

F ig u ra  1 4 .3  Criterio de mínimos cuadrados.

E n tonces podem os escrib ir la estim ación de m ínim os cuadrados de a  com o
n n

2 * - 5 - 2 *i- _  (=i i= i

al resolver la p rim era  de las dos ecuaciones norm ales para  á .  E sta fórm ula para á  tam 
bién  se puede escrib ir com o

á  =  y  —  [i  • x

Para sim plificar la fórm ula p a ra  (i así com o algunas de las fórm ulas que encon
trarem os en  las secciones 14.4 y 14.5, in troduzcam os la notación siguiente:
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14.8 D ada la densidad  conjunta

í  24 x y  p a ra  x  >  0, y > 0 y x  +  y <  1
\  0  e n  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

dem uestre  que =  § 0  ~  x ) y  verifique este resu ltado  ai de te rm inar los valo
res de /X]. /¿2, a , , <t2 y p  y al sustituirlos en  la prim era fórm ula del teo rem a 14.1.

14.9 D ada la densidad  conjunta

p a ra  —y  < x < y y O < y <  1

var

f ( x < s  i  y  q  e n  c u a | q Uj e r  o t r a  p a r t e

dem uestre  que las variables a lea to rias X  y Y  no  están  correlacionadas p e ro  no 
son independien tes.

14.10 D em uestre  que si p . ^  es lineal en  x  y var( Y |x ) es constan te , en tonces var( Y \ x )

=  ^ i ( i  - p2).
14.11 D ado  un  p a r  de variab les a lea to rias  X  y Y  qu e  tienen  varianzas a ]  y 

a \ ,  y e l coeficien te  de co rre lac ión  p.  use e l teo rem a  4 .1 4  p a ra  ex p resa r

y v a r ^ ^ "  — en  de a , , a 2 y p. D espués, al ha

ce r uso de l hecho que las varianzas no  p ueden  ser negativas, dem uestre  que 
- 1  S  p  S  + 1 .  '

14.12 D adas las variab les a lea to rias  X x, X 2  y  X$  q ue  tienen  la  d ensidad  con jun ta  
/ ( x , , x 2, x 3), dem uestre  que si la regresión de X 3  so b re  A', y X 2 es lineal y se 
escribe com o

= a + P i ( x t  -  P i )  +  /32(x 2 -  p 2)
entonces

a  =  p 3

a _  tri3<r2 — t r 12<723
1 2 2 _  2a\a 2 a 12

_  a 23^1 ~  ^12^13
P* ~  2  2 2a \ a 2 ~  a n

donde p¡ =  E (X ¡), a ]  =  v a r(X¡) y  a¡¡ =  cov(X¡ ,  X/ ) .  [Sugerencia : p roceda com o 
en la página 4 5 4 ,  al m ultip licar po r (xj — p . , )  y (x 2 — p.2), respectivam ente, p a 
ra  o b ten e r  la segunda y tercera  ecuaciones.]

14.13 E n cu en tre  la estim ación de m ínim os cuadrados de l p a rám etro  en  la ecuación 
de regresión  p yu  =  Px -

14.14 R esuelva sim ultáneam ente  las ecuaciones norm ales en  la página 4 5 6  para  d e 
m ostrar que



462 Capítulo 14: Regresión y correlación

(a) E ncuen tre  la ecuación de la línea de m ínim os cuadrados que nos perm iti
rá  predecir la pun tuación  del estud ian te  en  el exam en final en  este  curso 
sobre  la base de su puntuación  en  el exam en sem estral.

(b ) P rediga la pun tuación  del exam en final de  un  estud ian te  que recibió  84 en 
el exam en  sem estral.

14.18 La m ate ria  prim a que se usa en  la producción de una fibra sin tética se a lm ace
n a  en un  lugar que no tiene con tro l de  hum edad. Las m edidas de la hum edad  
rela tiva y del conten ido  de hum edad  de m uestras de la m ateria  prim a (am bas 
en  porcen tajes) en  1 2  días d ieron  los siguientes resultados:

Contenido
Hum edad de humedad

46 12

53 14
37 11

42 13
34 10

29 8

60 17
44 1 2

41 10

48 15
33 9
40 13

(a) A juste  una línea de m ínim os cuadrados q ue  nos perm itirá  p redec ir el con 
ten ido  de hum edad  en  térm inos de la hum edad  relativa.

(b ) U se los resu ltados del inciso (a) para  estim ar (p redecir) e l conten ido  de 
hum edad  cuando  la hum edad  rela tiva es del 38 p o r ciento.

14.19 Los siguientes da tos corresponden  al cloro residual en  una alberca en  diversos 
m om entos después de haberse  tra tad o  con  químicos:

Número de 
horas

Cloro residual 
(partes por millón)

2 1 .8

4 1.5
6 1.4
8 1.1

10 1.1

12 0.9
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v a r (B )  =  ¿
¿«1

tí

i - 1

v a r ( y j x ¿)

•cr2 =

Para ap licar esta  teo ría  para  p ro b a r  h ipótesis acerca de  p  o  constru ir intervalos 
de confianza p a ra  p .  tend rem os q ue  usar el siguiente teorem a:

teo r em a  1 4 3  Bajo las suposiciones del análisis de  regresión norm al, es un
<T

valor de una variab le  a lea to ria  q ue  tiene la d istribución  ji cuad rada  con  n — 2  

grados de libertad . A dem ás, es ta  variable a leato ria  y  B son independien tes.

Al ñnal de este  cap ítu lo  dam os una referencia  de  la dem ostración  de este  teorem a.
A l hacer uso de este  teo rem a  así com o del resu ltado  p ro b ad o  an te rio rm en te  que

(T2
B tiene una d istribución  norm al con la m edia p  y la varianza — , encon tram os que la 

definición de  la d istribución  t en  la sección 8.5 nos lleva a

teo r em a  14.4 B ajo las suposiciones del análisis de  regresión  norm al,

p - p

es un  va lo r de  una variable a lea to ria  que tiene la d istribución  t con n — 2  grados 
de libertad .

B asado en  esta  estadística, p robem os ah o ra  una hipótesis acerca del coeficiente 
de regresión p.

EJEM PLO 14.5

C on respecto  a los da tos en  la página 455 q ue  co rresponden  a  la  cantidad  de  tiem po 
que 1 0  personas estud ia ron  p a ra  c ierta  p ru eb a  y a las pun tuac iones que ob tuv ieron , 
p ru eb a  la h ipó tesis nula p  =  3 con tra  la h ipótesis a lte rna tiva  p  >  3 en  el nivel 0.01 de 
significancia.

Solución

1. Hq: p  =  3 
: p  >  3

a  =  0 . 0 1
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Solución

A l cop iar las diversas cantidades de las páginas 458 y 467 y al sustituirlas ju n to  
con  fo.o25. 8 =  2.306 en  la fórm ula del in tervalo  de confianza del teo rem a  14.5, ob 
tenem os

3.471 -  ( 2 - 3 0 6 ) ( 4 . 7 2 0 ) ^ 5 l  <  p  <  3.471 +  ( 2 . 3 O 6 ) ( 4 .7 2 0 ) ^ |L

O

2.84 <  /3 <  4.10 ▲

Puesto  que los p rob lem as de regresión de m ayor com plejidad en  la rea lidad  re 
qu ieren  cálculos bastan te  extensos, hoy en  d ía se hacen prácticam ente  siem pre con el 
softw are ap rop iado  de  com putadoras. U na im presión así ob ten ida  p a ra  nuestra  ilu stra 
ción se m uestra en  la figura 14.4; com o se puede ver, p roporc iona  no  sólo los valores 
de ¿  y j8  en  la co lum na encabezada C O E F F IC IE N T , sino tam bién  estim aciones de las 
desviaciones es tán d a r de las d istribuciones m uéstrales de  A  y B en la colum na enca
bezada ST. D E V . O F  C O E F . Si hubiésem os usado  esta  im presión en  ejem plo  14.5, po 
dríam os h ab e r escrito  el valor de  la estadística t d irec tam ente  com o

3.471 -  3 
'  0.2723

y en  el ejem plo 14.6 podríam os h aber escrito  los lím ites de  confianza d irec tam en te  co
m o 3.471 ±  (2 .306)(0 .2723).

M TB  > Ñ A M E C1 = ’ X '
M TB  > Ñ AM E C 2  = ' Y '

M T B  > S E T  C1
D A T A  > 4 9 10 14 4 7 12 22 1 17

M T B  > S E T  C2

D A T A  > 3 1  58 6 5  7 3  37 44 60 9 1  21 84

M TB > REGR C2 1 C1

T H E  R E G R E S S I O N  E Q U A T I O N I S
Y  = 2 1 . 7  ♦ 3 . 4 7  X

S T . D E V . T - R A T I O  =

C O LUM N  C O E F F I C I E N T O F C O E F . C O E F / S . D .

2 1 . 6 9 3 3 . 1 9 4 6 . 7 9

X 3 . 4 7 0 7 0 . 2 7 2 3 1 2 . 7 4

Figura 14 .4  Im p re s ió n  d e  c o m p u ta d o ra  para  e je m p lo s  1 4 .4 , 1 4 .5  y  1 4 .6 .



EJERCICIOS

§
14.25 H aciendo uso  del hecho que a  =  y  — (3x y fi =  dem uestre  que

XJt

¿  [y, -  ( ¿  +  =  i , .  -
i= 1

14.26 D em uestre  que

(a) la  variable a lea to ria  que corresponde a ¿r2, no  es un estim ador inses- 
gado  de o-2;

n  • £ 2
(b ) S i =  --------  es un estim ador insesgado de  o-2.

n — 2

La can tidad  se a m enudo  se conoce com o el e rro r  es tándar de la  estim ación.

14.27 A l usar se (véase ejercicio 14.26) en vez de á .  reescriba

(a) la expresión  para  t en  el teo rem a 14.4;

(b ) la fó rm ula  del in tervalo  de confianza del teo rem a 14.5.

14.28 Bajo las suposiciones del análisis de regresión norm al, dem uestre  que

(a) la estim ación  de m ínim os cuadrados de a  se puede escrib ir en la form a

SXJ + n x 2 — nxx¡

Sección 14.4: Análisis de  regresión normal 469

n S ít y¡
1 = 1

(b ) A  tiene  una distribución norm al con

( S „  +  n x 2 ) a 2

nS
E ( Á ) =  a  y v a r ( Á )  =

14.29 U se el teo rem a  14.15 para  m ostrar que

c o v (Á , B )  =  — <r2

XX

1 43 0  U se el resu ltado  del inciso (b) del ejercicio 14.28 p a ra  dem ostra r que

_  ( a  -  a ) V n 5 „  

c r V 5 „  +  n x 2

es un valor de  una variable aleatoria  que tiene la distribución norm al estándar.

n
T am bién , use  la p rim era  p a rte  del teo rem a 14.3 y  el hecho que A  y —̂ j -  son 
independ ien tes para  dem o stra r que

<j

r _ (q -  a)V(n -  2)5„
a  \ / S . .  +  n x 2

es un va lo r de una variable a lea to ria  que tiene la distribución i con n — 2  g ra 
dos de libertad .



14.31 Use los resultados del ejercicio 14.28 y  14.29 y el hecho que E(  B ) =  /3 y v a r (B ) =
tr2 ~ ~ ~
—  p a ra  m ostrar que Y0  =  A  +  Bjt0 es una variable a lea to ria  que tiene una dis-

tribución norm al con la m edia

a  +  p x 0  =  Mn.,

y la varianza

2f i  , (xo ~  * ) *'
47 l n  ,

T am b ién , use la p rim era  p a rte  del teo rem a  14.3 así com o el hecho  q ue  y 0 v
n  y  ̂
— y -  son independien tes para  dem o stra r que
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t _  (yo -  -  2

¿ J l  + n(x” - í ) !

es un va lo r de una variable a lea to ria  que tiene la distribución r con n  — 2  g ra
dos de libertad .

1432 D erive un  in tervalo  con (1 — a )1 0 0 %  de confianza para Hyu0' *a m edia de Y  
en  x  =  x 0 , al reso lver la desigualdad  doble —ta/2 , n - 2  <  1 <  fa/2.n - i  con 1 dada 
p o r la fórm ula del ejercicio 14.31.

1433 U se los resu ltad o s  de los e jercic ios 14.28 y 14.29 y el hecho  q ue  E ( B )  =  p  y 

v a r (B )  =  para  dem ostra r que Y0  — (Á  +  Bjc0) es una variable a leato ria
¿XX

que tiene la distribución norm al con m edia cero  y la varianza

<T i +  i  +  ( *  -

En este caso V¡, tiene una distribución norm al con la m edia a  +  fix0 y la varianza 
<r: ; esto  es. Y0  es una observación futura de Y  que corresponde a x  =  x n. Tam bién, 
use la prim era parte  del teorem a 14.3 así com o el hecho que Y0  — (A  +  B x0) y 
n  É 2
— y  son independien tes para  dem o stra r q u e ..

(T

t _  [yo -  ( ¿  +  f e o )] VVi -  2

es un va lo r de una variable a lea to ria  que tiene la distribución t con n — 2  g ra 
dos de libertad .

14.34 Resuelva la desigualdad doble —tan ,, _ 2 <  t <  taj2 ,n- z  con 1 dada P ° r Ia  fórm u
la del ejercicio 14.33 de  m anera  que el térm ino  m edio  es y 0 y los dos lím ites se
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(a) Use el softw are ap rop iado  de com putadora para  a justar un línea recta a 
es to s  datos.

(b ) C onstruya  los lím ites con 99%  de confianza para  la pend ien te  de la línea 
ajustada.

14.47 É stas son las cargas (gram os) que se colocaron en los ex trem os de varillas sim i
lares de plástico con las deflecciones resu ltan tes (cm).

Carga Deflección
x  y

15 1.58
30 1.39
35 1.41
40 1.60
55 1.81
45 1.78
50 1.65
60 1.94

(a) Use el softw are ap rop iado  de com putadora  para  ajustar una línea recta a 
estos datos.

(b ) U se el nivel 0.95 de significancia p a ra  p ro b a r  la h ipó tesis nula que 
[i =  0.01 con tra  la a lternativa que /3 >  0.01.

1 4 . 5  A N Á L IS IS  D E  C O R R E L A C IÓ N  N O R M A L

E n el análisis de correlación  norm al analizam os un con jun to  de datos asociados en  p a 
rejas i =  1 , 2 , donde  las x¡ las y, son los valores de una m uestra  a lea
toria  de una población norm al bivariada con los parám etros f i¡,  p 2, <r¡, <r2 y  p. Para 
estim ar estos p a rám etro s  con  el m étodo  de la m áxim a verosim ilitud , tend rem os que 
m axim izar la verosim ilitud

n

e  =  n / f o . f l )i=i
donde f [ x „ y ¡ )  e s ta  dada po r la definición 6 .8 , y con este  fin tendrem os que d iferenciar 
L , o  ln L,  parc ialm ente  con respecto  a p x, p,2, tr2 y p , igualar las expresiones resu l
tantes a cero, y después resolver el sistem a resultante de ecuaciones para los cinco p a rá 

m etros. D ejem os los de ta lles  al lec to r y enunciem os m eram en te  que cuando  ^ ^  y
a in /L  '

se igualan a cero , ob tenem os
dp ,2

2 ( * i “ Mi) P ¿ ( y ,  “  M2 )
-t-  =  0

---------------  4-     =  0
,7V r ? rri
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5 „  =  771.35 -  — (8 6 .7 ) 2 =  19.661 

S „  =  819.34 -  —  (8 8 .8 ) 2 =  30.79610

Siy =  792.92 -  — (8 6 .7 )(8 8 .8 ) =  23.024

23.024 ____
r  =  . =  0.936

V (  19.661) (30.796)

E sto  es indicativo de  una asociación positiva en tre  el tiem po que le to m a  a una 
secretaria  e jecu ta r la ta rea  dada  en  la m añana y al final de  la tarde , y  esto  es evi
d en te  en  e l d iag ram a d e  d ispersión  de la figura 14.5. P u esto  q ue  lOOr2 =  
100(0.936)2 =  87.6, podem os decir que casi 8 8  p o r c ien to  de la variación de las y  
se explica m ed ian te  la relación lineal con x. ▲

y
(minutos)

12 

11 

10  1-  

9 

8 

7

I  6
5

4

3

2

1

✓
• /

•  /

/
7

/
/

-I 1----- 1----- 1----- 1----- 1----- 1----- 1----- 1----- 1----- 1----- 1----- 1------  x  (minutos)
0 1 2 3 4 5 6  7 8  9 10 11 12 13 14

Mañana

F ig u ra  1 4 .5  D iagram a de  dispersión de los datos del ejem plo 14.7.

Puesto que la distribución m uestra l de  R  p ara  m uestras a lea to rias de  poblaciones 
norm ales b ivariadas es m ás bien com plicada, es p ráctica com ún basar los in tervalos de 
confianza p a ra  p  y las p ruebas concern ien tes a p  en la estadística:
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1 , 1  + R
-  • In   -

 r .  Así.
ai — 3

z =

V ñ  -  3

V n  -  3 
2

se puede considerar com o un valor de una variable a leato ria  que tiene aproxim adam en
te  la distribución norm al estándar. Al usar esta  aproxim ación, podem os p ro b ar la hi
pótesis nula p  =  p0  con tra  una a lternativa  aprop iada, com o se ilustra en el ejem plo 14.8, 
o  calcular los in tervalos de  confianza para p  m ediante el m étodo  sugerido en  el ejerci-

C on  respecto  al e jem plo  14.7, p ruebe la h ipótesis nula p =  0  con tra  la h ipótesis a lte r
nativa p & 0  en el nivel 0 .0 1  de  significancia.

Solución

1. H0: P =  0 
H {\ p  *  0
a  =  0 .0 1

2. R echace la h ipótesis nula si z  á  —2.575 o ;  ^  2.575, donde

ció 14.51.

EJEM PLO 14.8

z = —V n ^
2

3. Al sustitu ir n  =  10 y r  =  0.936, ob tenem os

4. Puesto q ue  z  =  4.5 excede a 2.575. debem os rechazar la h ipótesis nula; co n 
cluim os que hay una relación lineal en tre  el tiem po que ta rd a  una secre ta 
ria en llenar el form ulario  en la m añana y al final de  la tarde . A
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EJERCICIOS

14.48 V erifique que la fórm ula para  t del teo rem a 14.4 se puede escrib ir com o

1 =  1 1 _ e v v ^
p )  V i  -  r 2

14.49 Use la fórm ula piara r del ejercicio 14.48 para derivar los límites con (1 — a )  100% 
de confianza siguientes para  p:

V T - 7

14.50 Use la fórm ula para  t del ejercicio 14.48 p a ra  dem o stra r que si las suposiciones 
que susten tan  el análisis de regresión norm al se satisfacen y p  =  0, en tonces R 2

tiene la d istribución  be ta  con la m e d ia  - .
n  — 1

1 4 J1  A l reso lver la desigualdad  doble — za/2 z a , 2 (con z  d ada  p o r la fórm ula
en la página 477) para p, derive una fórm ula para un intervalo con (1 — a ) 100% 
de confianza para  p.

1 4^2  E n  una m uestra  a lea to ria  de n  p a res  de valores X  y Y, ( x , ,  y¡) ocu rre  fu veces 
para  i  — 1, 2 , . . . ,  r  y j  =  1 , 2 , . . . ,  c. Sea que / .  d en o te  el núm ero  d e  pares d o n 
de X  asum e el valor x¡ y e l núm ero  de pa res  don d e  Y  asum e el va lo r y¡, es
criba u na  fórm ula para  el coeficiente de correlación.

APLICACIONES

1 4^3  Se dice q ue  una p rueba  de rend im ien to  es confiable si un  estud ian te  que tom e 
la p ru eb a  varias veces o b ten d rá  consisten tem ente  pun tuaciones altas (o  bajas). 
U n a  fo rm a de verificar la confiab ilidad  de u na  p rueba  es dividirla en  dos p a r
tes. p o r lo general los p rob lem as con num eración  p a r y los p rob lem as con n u 
m eración  im par, y o b se rv a r la co rre lac ión  en tre  las p u n tu ac io n es  q ue  los 
e s tud ian tes  ob tienen  en am bas m itades de la p rueba. A sí. los da tos siguientes 
rep resen tan  las calificaciones, x y  y ,  que 2 0  estud ian tes ob tuv ieron  p a ra  los p ro 
blem as con  num eración  p a r y los p rob lem as con num eración  im par de una nu e
va p ru eb a  objetiva d iseñada para  p ro b ar el rend im ien to  de alum nos del últim o 
año  de p rim aria  en  ciencias en  general:

X y X y

27 29 33 42
36 44 39 31
44 49 38 38
32 27 24 22
27 35 33 34
41 33 32 37
38 29 37 38
44 40 33 35
30 27 34 32
27 38 39 43
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C alcule r p a ra  estos da to s  y p ru eb e  su significancia, esto  es, la h ipótesis nula 
p  =  0 co n tra  la hipótesis a lte rnativa  p ^  0 en  el nivel 0.05 de significancia.

14.54 C on respec to  al ejercicio 14.53, use la fórm ula o b ten ida  en  el ejercicio 14.51 pa
ra constru ir un  in tervalo  con 95 p o r c iento  de confianza para  p.

14.55 Los datos siguientes corresponden a x , la cantidad de fertilizante (en libras) que un 
agricultor aplica a su suelo, y y, es su rendim iento de trigo (en “bushcls" por acre):

X >' X y X y

1 1 2 33 88 24 37 27
92 28 44 17 23 9
72 38 132 36 77 32
6 6 17 23 14 142 38

1 1 2 35 57 25 37 13
8 8 31 111 40 127 23
42 8 69 29 88 31

126 37 19 12 48 37
72 32 103 27 61 25
52 2 0 141 40 71 14
28 17 77 26 113 26

Suponga q ue  los datos se pueden  considerar com o una m uestra a leato ria  de una 
población b ivariada norm al, calcule r y p ruebe su significancia en el nivel 0 .0 1  

de significancia. T am bién , dibuje un diagram a de  dispersión de estos da to s  aso
ciados en  pare jas y juzgue si la suposición parece razonable.

14.56 C on  respec to  al ejercicio 14.55, use la fórm ula ob ten ida  en el ejercicio 14.51 p a 
ra constru ir un  in tervalo  de  confianza del 99%  para  p.

14.57 Use la fórm ula del ejercicio 14.48 para calcular un intervalo de confianza del 95% 
para /3 para los núm eros de horas de estudio y las puntuaciones de la prueba en 
la página 455, y com pare este intervalo con el ob ten ido  en el ejem plo 14.6.

14.58 A  m enudo  se  puede  sim plificar el cálculo de r al sum ar la m ism a constan te  a 
cada x, sum ar la m ism a constan te  a cada y , o  m ultip licar cada x  y/o y  p o r las 
m ism as constan tes positivas. Vuelva a calcular r para los da tos del ejem plo 14.7, 
m ultip lique prim ero  cada x  y cada y  po r 10 y después reste 70 de cada x  y  60 
de cada y.

14.59 La tab la en  la página 480 m uestra  cóm o se distribuyen las pun tuaciones en  his
toria  y econom ía de  25 estudian tes. U se el m étodo  del ejercicio 14.52 para  de
te rm in ar el va lo r de r, reem place  los encabezados de los reng lones con  las 
m arcas d e  clase co rrespondien tes (pun tos m edios) 23, 28, 33, 38, 43 y 48 y ios 
encabezados de las colum nas con las m arcas de clase co rrespondien tes 23, 28, 
33, 38 y 43. Use este valor de r p ara  p ro b ar en el nivel 0.05 de significancia si 
hay una relación en tre  las puntuaciones en  las dos m aterias.

14.60 R ehaga el ejercicio 14.59, codifique las m arcas de clase de  las pun tuaciones de 
historia  —2 , —1 , 0 , 1 y 2  y las m arcas de clase de las puntuaciones de  econom ía
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43
505
1
5
2 co

21-25

2 6 -3 0

31-35

36-40

41-45

4 6 -5 0

21-25

Puntuaciones en historia 

26-30 31-35 36-40 41-45

1

3 1

2 5 2

1 4 1

1 3

1

—2, —1 .0 , 1. 2 y 3. (Se sigue, po r el ejercicio 14.58, que esta  clase de codifica
ción no  afec tará  el valor de  r.)

14.61 Si las ca tegorías de renglón  así com o las categorías de colum na de una tab la 
r X  c  están  o rdenadas, podem os reem plazar los encabezados de  los renglones 
y tam bién  los encabezados de las colum nas con  en te ro s  consecutivos y después 
volver a  calcular r  con la  fórm ula ob ten ida  en  el ejercicio 14.52. U se es te  m é
todo  p a ra  rehacer e l e jem plo  13.11, reem place Bajo, P rom edio  y A lto  en  cada 
caso p o r —1 , 0  y 1 .

14.62 C on respec to  a  la segunda tab la  r X  c en  la página 438, use el m étodo  sugeri
do  en  e l ejercicio 14.61 para  p ro b ar en  el nivel 0.05 de significancia si hay una 
relación  en tre  el IQ  y el desem peño  e n  el trabajo . R eem place los encabezados 
de los reng lones así com o los encabezados de las colum nas con —1 , 0  y 1 .

14.63 (a ) U se un p rogram a ap rop iado  de com pu tado ra  p a ra  o b ten e r el coeficiente
d e  correlación m uestra l para  los da to s  de l ejercicio 14.46.

(b ) P ruebe si r  es significativam ente d ife ren te  de  0, use el nivel 0.05.

14.64 (a ) U se un p rogram a ap rop iado  de com pu tado ra  p a ra  o b ten e r  el coeficiente
d e  correlación m uestra l para  los da to s  de l ejercicio 14.47.

(b ) P ruebe si este  coeficiente es significante, use el nivel 0.10.

14.6 REGRESIÓN LINEAL MÚLTIPLE

A u n q u e  hay  m uchos p rob lem as d onde  u na  variab le  se p u ed e  p red ec ir  con  b astan te  
exactitud en térm inos de o tras, es lógico q ue  los pronósticos se deben  m ejo rar si uno 
considera  inform ación  p e rtin en te  adicional. P or ejem plo , debem os p o d er hacer m ejo
res p red icciones del desem peño  de  p ro feso res recién  con tra tados si consideram os no 
sólo su educación, sino tam bién  los años de experiencia y su personalidad. T am bién , d e 
bem os p o d er hacer m ejores pronósticos del éx ito  de un nuevo libro de tex to  si consi
d e ram o s no só lo  la ca lidad  del trab a jo , sino  tam b ién  la d em an d a  po tenc ial y la 
com petencia.

A unque  se  pueden  usar m uchas fórm ulas d iferen tes p a ra  exp resar las relaciones 
de regresión en tre  m ás de dos variables (véase, p o r  ejem plo , el e jem plo  14.3), las más 
am pliam ente  usadas son las ecuaciones lineales de la form a:
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1 4 . 7  R E G R E S IÓ N  L IN E A L  M Ú L T IP L E  (N O T A C I Ó N  M A T R I C I A L ) t

El m odelo  que estam os usando en  la regresión lineal m últiple se p resta  de m anera ún i
ca a  un tra tam ien to  unificado en  notación  m atricial. Esta notación hace posible e n u n 
c iar resu ltados genera les en form a com pacta y u tilizar m uchos resu ltados de la teoría  
m atricial con g ran  ventaja. C om o es costum bre, d eno ta rem os las m atrices con letras 
m ayúsculas en tipo  negritas.

P odríam os in troducir el en foque m atricial al expresar la sum a de los cuadrados q 
(que m inim izam os en la sección an te rio r al d iferenciar parcialm ente  con respecto  a  las 
(3) en  notación m atricial y a rrancar de ahí, p e ro  dejam os esto  al lec to r en  el ejercicio 
14.65: em pecem os aqu í con las ecuaciones norm ales en la página 482.

Para  exp resar las ecuaciones norm ales en notación m atricial, definam os las tres 
m atrices siguientes:

La p rim era  X es una m atriz de n  X  (k  +  1) que consiste esencialm ente de los valo
res dados de las x . donde se añade una colum na 1 para  d a r cabida a los térm inos cons
tan tes . Y es u na  m atriz  de n  X  1 (o  vecto r co lum na) que consiste  en  los valores 
observados de  Y ,  y B es una m atriz (k  4- 1) X 1 (o  vecto r co lum na) qu e  consiste en 
las estim aciones d e  m ínim os cuadrados de los coeficientes de  regresión.

Al usar estas  m atrices, podem os ahora  escrib ir la siguiente solución sim bólica de 
las ecuaciones norm ales en  la página 482.

teo r em a  14.7 Las estim aciones de m ínim os cuadrados para  los coeficientes de 
regresión m últip le están  dadas por

B =  ( X 'X r 'X 'Y

donde X ' es la transpuesta  de X y (X ’X )-1 es la inversa de X 'X.

t  Para esta sección se supone que el lector está familiarizado con el material normalmente cu
bierto en un prim er curso de álgebra matricial. Puesto que la notación matricial no se usa en ninguna 
otra parte de este libro, esta sección se puede om itir sin pérdida de continuidad.
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D em ostración . P rim ero determ inam os X 'X , X ’X B . y X 'Y , y obtenem os

fn 2 * , 2*2 ■2**
2 * . 2*1 2*1*2 " • 2 * i* *

X X  = 2*2 2*2*1 2*1 • • 2*2**

y 2  ** 2 ** * ! 2***2 • ■ 2 4  /

( k n + k 2 *, + k 2 * 2 +  • • + k 2 **
k 2 * . + k 2 *? + k 2 * , *2 +  • • + k ' 2 *,**

X 'X B  = k 2 * 2 + k 2 *2*1 + 2 * 1 +  • • + k 2 * 2**

J o 2 ** + k 2 ***i + k 2 * * * 2 +  • • + k - 2 * 1

X Y  =

/ 2 y \
2 * ,  y 
2 *2 y

\ 2**y/
Al identificar los e lem en tos de X 'X B  com o las expresiones en  el lado  d e 

recho  de las ecuaciones norm ales en la página 482 y las de X 'Y  com o las expre
siones en el lado  izquierdo, podem os escribir

X 'X B  =  X ’Y

A l m ultip licar en el lado izquierdo  p o r ( X 'X ) -1, ob tenem os

( X 'X ) - 1X 'X B  =  ( X 'X ) - , X 'Y

y finalm ente

B =  ( X 'X T ’X 'Y

puesto  que ( X 'X ) - I X 'X  es igual a  la m atriz de iden tidad  I (k  +  1) X ( k  +  1) 
y por definición IB  = B. En este  caso hem os supuesto  q ue  X 'X  no tiene singula
ridad  de m anera  que existe su inversa. ▼

14.11

C on respecto  al e jem plo  14.9, use el teo rem a 14.7 p a ra  de te rm inar las estim aciones de 
m ínim os cuadrados de los coeficientes de regresión m últiple.

Solución

Al sustitu ir =  25, 2 * 2  =  16. 2 * i  =  87. 2 * i * 2  =  55, 2 * 1  =  36 y «  =  8  de 
la página 482 en la expresión  para  X 'X  de a rriba, ob tenem os
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E ntonces, la  inversa de esta  m atriz  se puede  o b ten e r  m edian te  cualqu iera  de d i
versas técnicas; al usar la q ue  está  basada en  los cofactores, encon tram os que

donde 84 e s  el valor de |X 'X | ,  e l de te rm inan te  de X 'X .
A l sustitu ir 2 y  =  637,000, 2 x , y  =  2,031,100 y ^ x 2y  =  1,297,700 de  la p á 

gina 482 en  la expresión  para  X 'Y  en  la página 485, ob tenem os en tonces

d onde  las p  e stán  redondeadas a  un  decim al. A dv ierta  q ue  los resu ltados o b ten i
dos aqu í son  idénticos a los m ostrados en  la im presión  de co m pu tado ra  de la fi
gura  14.6. ▲

A  continuación , p a ra  genera lizar el trab a jo  de la sección 14.4, hacem os suposicio
nes q ue  son m uy sim ilares a las d e  la página 464: suponem os que p a ra  * =  1, 2 , . . .  y n,  
las Y¡ son variables a leato rias independientes que tienen  distribuciones norm ales con las 
m edias pQ +  pxxn +  P 2 x ¡2 +  ••• +  pkx ik y la desviación es tándar com ün a. C on base 
en  n  pun tos de datos

podem os en tonces hacer toda  clase de inferencias sobre  los pa rám etro s  de  nuestro  m o
delo, las p  y a ,  y juzgar los m éritos d e  las estim aciones y las p red icciones basadas en  la 
ecuación estim ada de regresión m últiple.

E n co n tra r las estim aciones de  m áxim a verosim ilitud  de las 0  y tr es d irecto , co
m o en  las páginas 464 y 465, y se de jará  al lec to r en  el ejercicio 14.65. Los resu ltados 
son com o sigue: las estim aciones de m áxim a verosim ilitud de  las p  son iguales a las es
tim aciones co rresp o n d ien tes  de m ínim os cuadrados, así q u e  es tán  dadas po r los e le 
m entos de la m atriz  colum na ( k  +  1) X 1.

y finalm ente

65,191.7
4,133.3

758.3

B  =  ( X 'X r 'X 'Y
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La estim ación de m áxim a verosim ilitud de (j está  dada por

ir =  ¿ [ y . -  “  ( ¿ o  +  P \* n  +  í*2x n  +  •*■ +  Pk*ik)]2
“ ¿“ i

donde las f) son las estim aciones de m áxim a verosim ilitud de las /3 y, com o se ped irá  al 
lec to r que verifique en el ejercicio 14.67, tam bién  se puede  escrib ir com o

/ Y T  -  B ' X ”
" - V  n--------

en  notación m atricial.

EJEM PLO 14.12

U se los resu ltados del ejem plo 14.11 para  de te rm inar el valor de ó  para  los da tos del 
ejem plo 14.9.

Solución
n

C alculem os p rim ero  Y 'Y , lo cual es sim plem ente 2  -v?« as  ̂ob tenem os
i= i

Y 'Y  =  78.8002 +  74.3002 +  — +  82.9002 

=  50,907,080,000 

E ntonces, a l cop iar B y X 'Y  de  la página 486. ob tenem os

/  637,000
H ’X 'Y  =  — -(5 ,476 ,100  347.200 63,700) 2,031,100

\  1,297,700,

=  50,906,394,166

y se sigue que

/ 50.907.080;
' “ V —

000 -  50.906394,166
8

=  292.8 ▲

E s in te resan te  observar que la estim ación que hem os ob ten ido  aqu í no es igual a 
la que se m uestra  en la im presión de com pu tado ra  de la figura 14.6. La estim ación que 
ah í se m uestra , S  =  370.4, es tal que S2 es un estim ador insesgado de  o 2, análogo  al 
e rro r  es tándar de la estim ación que defin im os en  la página 469. D ifiere de tí en que di
vidim os po r n — k  -  1 en  vez de n , y si hubiésem os hecho esto  en nuestro  ejem plo, 
habríam os ob ten ido

/ 50.907,080,000 -  50,906.394,166
V 8 - 2 - 1

=  370.4
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14.71 Si *<,1. *02 • • • • * *o* son valores dados de * , ,  * 2  ** y X 0 es e l vecto r colum na

r ’ \
•*•01

X 0 =  *02 

V*0* /

se puede  m ostrar que

j  _  Xp MVUqi . «<q. . »<>|

Í«[X¿(X 'X) Xo]
V n  — k  — 1

es un valor de  una variable a lea to ria  que tiene la distribución / con  n  — k  — 1 

grados de libertad.
(a) M uestre que para k  =  1 esta estadística es equivalente a la del ejercicio 14.31.
(b ) D erive una fórm ula p a ra  un intervalo (1 — a )  100% de confianza para

p  n*oi. Jtfj..-'.

14.72 C on  * o i , * o2t •••»*o* y X 0 com o se defin ieron  en  el ejercicio 14.71 y y0 es una 
v ariab le  a lea to ria  qu e  tien e  u na  d istribuc ión  norm al con  la  m ed ia  (30  +
0 1 * 0 1  + +  0 **0* y la varianza a 2, se puede dem ostra r que

y 0 -  B 'X pt =
rl  +  X U X 'X ^ X o ]

n -  k  — 1

es un valor de una variable a lea to ria  que tiene  la distribución / con n — k  — 1 

grados d e  libertad .
(a) D em uestre que para k  =  1 esta estadística es equivalente a  la del ejercicio 1433.
(b ) D erive un a  fórm ula p a ra  lím ites de predicción de  (1 -  a )  100% para  una 

observación fu tu ra  de

APLICACIONES

14.73 É stos son datos m uéstrales p roporc ionados p o r u na  com pañía de m udanzas so
b re  los pesos de  seis em barques, las distancias que se trasladaron , y el daño  en 
que se incurrió:

Peso 
( 1 .0 0 0  libras)

*i

Distancia 
( 1 ,0 0 0  millas)

X2

Daño 
(dólares)

y

4.0 1.5 160
3.0 2 .2 1 1 2

1 .6 1 .0 69
1 .2 2 .0 90
3.4 0 .8 123
4.8 1 .6 186
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Dureza 
{Rockwell 30-T)

y

Contenido de cobre 
{por ciento)

Temperatura de templado 
{grados F)

x 2

78.9 0 .0 2 1,0 0 0

55.2 0 .0 2 UOO
80.9 0 .1 0 1 .0 0 0

57.4 0 .1 0 UOO
85.3 0.18 1,0 0 0

60.7 0.18 1,2 0 0

A juste  un p lano  con el m éto d o  de los m ínim os cuadrados y úselo  para  estim ar 
la du reza  p rom edio  de es ta  clase de acero  cuando el conten ido  de  cobre es 0.14 
po r c ien to  y la tem pera tu ra  de tem plado  es 1,100°F.

14.77 C uando las x 2  y /o  las x k están  un ifo rm em ente  espaciadas, el cálculo de
A

las /3 se puede  sim plificar al usar la codificación sugerida en  el ejercicio 14.15. 
Vuelva a resolver el ejercicio 14.76, codifique los valores de  x , com o —1, 0, y 1 
y los valores de x 2 com o —1 y 1. (O bserve q ue  p a ra  las jc, y x 2, codificadas, llá
m elas z i y  Z2* tenem os no sólo =  0  y S z 2 =  0 , sino tam bién  S z ,  z 2 =  0 .)

14.78 Los siguien tes son datos sobre  el po rcen taje  de efectividad de un analgésico y 
las can tidades de  tres  d iferen tes m edicam entos (en m iligram os) p resen tes en  ca 
da  cápsula:

Porcentaje
Medicamento A Medicamento B 

X2
Medicamento C

*3

de eficacia
y

15 2 0 10 47
15 2 0 2 0 54
15 30 10 58
15 30 2 0 6 6

30 2 0 10 59
30 2 0 2 0 67
30 30 10 71
30 30 2 0 83
45 2 0 10 72
45 2 0 2 0 82
45 30 10 85
45 30 2 0 94

Suponga q ue  la regresión es lineal, estim e los coeficientes de regresión después 
de codificar ap rop iadam en te  cada una de las x , y exprese la ecuación  de reg re
sión estim ada en  térm inos de las variables originales.

14.79 Los m odelos de regresión  q ue  in trodujim os en las secciones 14.2 y 14.6 son li
neales en las x . pero , lo que es más im portan te, tam bién  son lineales en  las /3.



Sección 14.7: Regresión lineal múltiple (notación matricial) 493

C iertam ente, se pueden usar en algunos problem as donde la relación en tre  las x 
y la >• no es lineal. Por ejem plo, cuando la regresión es parabólica y de la form a

= Al +  P i x  +  P z X 2
s im plem ente  usam os la ecuación de regresión p yu  ~  P» +  P \ x \ +  P i x 2 con x \ =  
x  y x 2 =  x 2. Use este m étodo  p a ra  a justar una parábo la  a  los da tos siguientes 
sobre  el tiem po  de secado de un barn iz  y la can tidad  de c ierto  p roducto  quím i
co que se le ha añadido:

Cantidad de aditivo Tiempo de secado
(gramos) (horas)

X y

1 8.5
2 8 .0

3 6 .0

4 5.0
5 6 .0

6 5.5
7 6.5
8 7.0

T am bién , prediga el tiem po de secado cuando se añaden  6.5 gram os del p roduc
to  quím ico.

14.80 Los siguien tes da to s  co rresponden  a la dem anda de un p roducto  (en m iles de 
unidades) y el precio (en centavos) que se cobró en cinco diferentes áreas de m er
cado:

Precio Demanda
X y

2 0 22

16 41
10 1 2 0

11 89
14 56

A juste  u na  parábo la  a estos da to s  por el m étodo  sugerido en el ejercicio 14.79.

14411 Para juzgar si vale la pena a justar una parábo la  en el ejercicio 14.80 y no  sólo 
una línea rec ta, p ruebe la h ipótesis nula f} 2 =  0  con tra  la h ipótesis a lternativa 
f i 2 ^  O c n  el nivel 0.05 de significancia.

14.82 U se los resu ltados obten idos para  los da tos del e jem plo  14.9 a fin de constru ir 
un in tervalo  de confianza del 90%  para  el coeficiente d e  regresión P 2 (véase el 
ejercicio 14.70).

144Í3 C on respec to  al ejercicio 14.73, p ruebe la h ipótesis nula j8 2 =  10.0 con tra  la hi
pótesis a lte rna tiva  f} 2 *  10.0 en  el nivel 0.05 de significancia.
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14.84 C on resp ec to  al ejercicio 14.73, construya un in te rvalo  de  confianza de l 95% 
p a ra  el coeficien te de regresión j8 ] .

14.85 C on respec to  al ejercicio 14.74, p ruebe  la h ipótesis nula /3, =  0.12 con tra  la h i
pótesis a lte rna tiva  /3, <  0.12 en  el nivel 0.05 de significancia.

14.86 C on resp ec to  al ejercicio  14.74, construya un in tervalo  de confianza de l 98%  
p ara  el coeficiente de regresión /32.

14.87 U se los resu ltados ob ten idos para  los da tos del ejem plo 14.9 y el resu ltado  del 
inciso (b ) del ejercicio 14.71 p a ra  constru ir un  in tervalo  de confianza del 95% 
p a ra  la m ed ia  del precio  de venta  de una casa de tres recám aras con dos baños 
en  el desarro llo  hab itacional dado.

14.88 U se los resultados ob ten idos p a ra  los da tos del ejem plo 14.9 y el resu ltad o  del 
inciso (b ) del ejercicio 14.72 para  constru ir lím ites de predicción del 99%  para  
el p recio  de venta  de una casa de  tres recám aras con dos baños en el d esarro 
llo hab itacional dado.

14.89 C on respec to  al ejercicio 14.73, use el resu ltado  del inciso (b ) del ejercicio 14.71 
p a ra  constru ir un  in tervalo  de confianza del 98%  p a ra  la m edia del d añ o  de em 
b arques de 2,400 libras que se trasladan  1,200 millas.

14.90 C on respec to  al ejercicio 14.73, use e l resu ltado  del inciso (b ) del ejercicio 14.72 
p ara  constru ir lím ites de p ronóstico  del 95%  p a ra  el daño  en  qu e  se incurrirá  
en  un em barque  de 2,400 libras que se traslada 1,200 millas.

14.91 C on resp ec to  al ejercicio 14.74, use e l resu ltado  del inciso (b ) del ejercicio 14.71 
p a ra  constru ir un  in tervalo  de confianza del 99%  para  el p rom ed io  de  la utili
d ad  n e ta  sem anal de res tau ran te s  con  2 1 0  lugares en  un a  localidad  donde la 
cuen ta  de l tráfico  d iario  p rom ed ia  14,000 autos.

14.92 C on resp ec to  al ejercicio 14.74, use e l resu ltado  de l inciso (b ) del ejercicio 14.72 
p ara  constru ir lím ites de  predicción del 98%  para  el p rom ed io  de la u tilidad n e 
ta  sem anal de res tau ran tes  con 2 1 0  lugares en  u na  localidad d onde  la cuen ta  
del tráfico  diario  p rom edia  14,000 autos.

14.93 Use un  p rogram a ap rop iado  de com putadora  para  rehacer el ejercicio 14.78 sin 
codificar los valores x.

14.94 (a) U se un p rogram a ap rop iado  de com putadora  p a ra  a justar un p lano  a  los
d a to s  siguientes relativos al uso m ensual de agua de una p lan ta  de  p roduc
ción  (galones) a su producción m ensual (toneladas), la m ed ia  de la tem p e
ra tu ra  am bien te  m ensual (°F), y el núm ero  m ensual de  d ías de operación  
de la p lan ta  d u ran te  un periodo  de 1 2  meses.
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Uso de agua
y

Produción
*\

Media de la temperatura
*2

Días de operación

2,228 98.5 67.4 19
2,609 108.2 70.3 2 0

3.088 109.6 82.1 2 1

2378 1 0 1 .0 69.2 21

1,980 83.3 64.5 19
1,717 70.0 63.7 2 1

2,723 144.7 58.0 19
2,031 84.4 58.1 2 0

1,902 97.4 36.6 17
1,721 131.8 49.6 23
2354 82.1 44.3 18
2.522 64.5 44.1 19

(b) E stim e el uso de agua de la p lan ta d u ran te  un m es cuando su producción 
es 90.0 toneladas, la m edia de la tem p era tu ra  am bien te  es 65°F, y opera  
po r 2 0  días.
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CAPÍTULO

15
Análisis de ia varianza

15.1 INTRODUCCIÓN
15.2  ANÁLISIS DE LA VARIANZA EN UN SENTIDO
15.3 DISEÑO DE EXPERIMENTOS
15.4  ANÁLISIS DE LA VARIANZA EN DOS SENTIDOS SIN INTERACCIÓN
15.5 ANÁLISIS DE LA VARIANZA EN DOS SENTIDOS CON INTERACCIÓN
15.6  COMPARACIONES MÚLTIPLES
15.7  ALGUNAS CONSIDERACIONES ADICIONALES

15.1 INTRODUCCIÓN

E n este cap ítu lo  generalizarem os el trabajo  de la sección 13.3 y considerarem os el p ro 
blem a de decid ir si las d iferencias observadas en tre  m ás de dos m edias m uéstra les se 
puede  a tribu ir al azar o  si hay diferencias reales en tre  las m edias de las poblaciones 
m uestreadas. P o r ejem plo, quizá deseam os decid ir con base en datos m uéstra les si real
m ente hay una diferencia  en la eficacia de tres m étodos de enseñar una lengua ex tran 
je ra . tal vez querem os com parar los rend im ien tos p rom edio  p o r acre  de  seis variedades 
de trigo, o  deseam os ver si rea lm en te  hay diferencia en  el m illaje p rom edio  ob ten ido  
con cua tro  clases de gasolina.

Puesto que las diferencias observadas siem pre se pueden deber a causas distintas a 
las postuladas; po r ejemplo, las diferencias en el desem peño de los estudiantes a  quienes se 
les enseña una lengua extranjera m ediante tres m étodos diferentes se pueden deber a  dife
rencias en inteligencia, y las diferencias en  el millaje prom edio obtenido con cuatro  clases 
de gasolina se puede deber a  las diferencias en  las condiciones del camino; tam bién exam i
narem os algunos puntos del diseño de  experim entos de m anera que, con seguridad razo
nable, los resultados estadísticam ente significativos se puedan atribuir a causas específicas.

15.2 ANÁLISIS DE LA VA R IA N Z A  EN UN SENTIDO

P ara d a r un e jem plo  de  una situación típica donde haríam os un análisis de la varianza 
en  un sentido, suponga que querem os com parar la acción lim piadora de tres d e te rg en 
tes  con base en  las siguientes lecturas de  b lancura en 15 m uestras de  tela  b lanca, que

4%
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prim ero  se m ancharon  con tin ta  china y después se lavaron en una m áquina tipo  ag ita 
do r con  los d e te rgen tes  respectivos

Detergente A :  77, 81, 71, 76. 80

Detergente B  : 72. 58, 74, 6 6 , 79
Detergente C : 76, 85, 82, 80, 77

Las m edias de estas  tre s  m uestras fueron 77, 6 8  y 80, y querem os saber si las d iferen
cias en tre  ellas son significativas o  si se pueden  atribu ir al azar.

E n general, en  un problem a com o éste, tenem os m uestras a leatorias independ ien 
tes de tam año  n  de  k  poblaciones. E l jé  sim o valor de  la /ésim a población  se den o ta  
cono:¡¡, esto  es.

P oblación  1: jc ,,, .r,2 , . . . , *i„

P oblación  2: * 2 1 . *22 > •• • • * 2*

P oblación  k : x kl, x k2»• • •»**«

Y supondrem os q ue  las variables a lea to rias  correspondien tes X¡¡, que son todas inde
pend ien tes, tienen  distribuciones norm ales con las respectivas m edias yx, y la varianza 
com ún a 1. AI en u n c ia r estas suposiciones de una m anera  algo  d ife ren te , podríam os 
decir que el m odelo  para  las observaciones está  dado  por

x ü =  M, +  e t¡
para  i =  1 , 2  k  y j  =  1 , 2 , . . . ,  n , d onde  e jy son los valores de  n k  variables a leatorias
in d epend ien tes  q ue  tienen  d istribuciones no rm ales con m edias ce ro  y la varianza 
com ún cr2. Para perm itir la generalización de este  m odelo  a clases de situaciones más 
com plicadas (véanse las páginas 506 y 507), suelen escribirse en la form a

*iy — P  +  +  e i¡

para  i =  1, 2 , . . . ,  k  y j  =  1, 2 , . . . ,  n . E n este  caso /x se conoce com o la gran medía, y
k

las a (, llam adas los efectos del tratamiento, son tales que ^  a , =  0. A dvierta  que he-
1=1

m os escrito  m eram en te  la m edia de la /ésim a población com o yx, =  yx +  a , e im puesto
k

la condición ^ a ,  =  0  de m anera que la m edia de las yx, sea igual a la gran m edia /x.
/ - 1

La práctica de referirse a las d iferentes poblaciones com o diferentes tratamientos se d e 
be al hecho que m uchas técnicas del análisis de la varianza se desarrollaron originalm en
te en relación con experim entos agrícolas donde, por ejem plo, diferentes fertilizantes se 
consideraban com o diferentes tratam ientos aplicados a  la tierra. Así, nos referirem os a 
los tres detergentes de este  ejem plo com o tres tra tam ientos diferentes, y en o tros proble
m as podem os referirnos a cuatro  nacionalidades com o cuatro  tra tam ien tos diferentes, 
cinco clases de cam pañas de publicidad com o cinco tratam ientos diferentes, y así sucesi
vam ente. “Niveles” es o tro  térm ino que se usa a m enudo en  vez de “ tra tam ientos” .

La hipótesis nula que querem os p ro b ar es que las m edias de las poblaciones son 
todas iguales, e s to  es, que yx] =  yx2 =  ••• =  yx* o , equ ivalen tem ente , que

H 0: cii =  0  y 1, 2  k
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C orrespond ien tem en te , la h ipótesis a lte rnativa  es que las m edias de las poblaciones no 
son todas iguales; esto  es:

H x \ a , ¿  0 p a ra  a l m en o s  un  v a lo r d e  i

La p ru eb a  m ism a se  basa en  un análisis de  la variabilidad to ta l de los da tos com bina
dos (n k  — 1 m ultip licado p o r su varianza), lo cual está  d ad o  p o r

2  2  (x « ~  * - ) 2  d o n d e  2  2 x <j
i=i y= i i=l y=i

Si la h ipótesis nu la  es verdadera , to d a  esta  variab ilidad  se debe al azar, pe ro  si no  es 
v erdadera , en tonces p a rte  de la sum a de los cuadrados an te rio res se debe a las d ife ren 
cias en tre  las m edias de las poblaciones. P ara  aislar, o  separar, estas dos contribuciones 
a la variab ilidad  to ta l de los da tos, nos referim os al siguiente teorem a.

T E O R E M A  15.1

2  2  (*# -  -  "  • ¿  ( x ,  -  X..)2 + 2  ¿  (*• -  x , f
i - 1 / = !  i - l  ¡«1  / - I

donde x r es la m edia de las observaciones d e  la tésim a población  y x .. es la m e
dia de todas las n k  observaciones.

Demostración

2  ¿  ( * ,  -  í . . ) ! =  i  i  [ (= ,. -  Jf..) +  (*„ -  i , . ) ] 2
i - 1  / - I  1 - 1  / • -1

=  2 2  [(*<• “  J " ) 2 +  2 (*i- -  *••)(*<, -  X ,.)
1=1 y=i

+  (x# -  I , . ) 2]

=  2 2  (* *  ~  * " ) 2 +  2  2  2  ( x f  -  x . . ) ( x ti -  x , .)
1=1  y=i 1=1 y=i

+  2 2  (* f  -  x , ) 2 
i=i y=i

=  n . ¿ ( x , - í . . ) 2 +  2  2  ( x tl -  x , ) 2  
1 =  1 1 = 1  / = !

n
puesto  q ue  2  ( x >/ ~  x ¡ ) =  0  p ara  cada valor de i. ▼

y=i

Es costum bre referirse a  la expresión en  el lado  izquierdo  de  la  iden tidad  de l te o 
rem a 15.1 com o la sum a de cuadrados to ta l, a l p rim er térm ino  de la expresión  en  el la
d o  derecho  com o la sum a d e  cuadrados de los tra tam ien tos, y al segundo térm ino  com o
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15.6 Use m ultip licadores de Lagrange para  dem o stra r que las estim aciones de m íni
m os cu ad rad o s de  los p a rám etro s  del m odelo  en la página 497 son / i  =  x .. y
á,  =  x,. -  x . . .

APLICACIONES

15.7 Para com parar la eficacia de tres tipos d iferen tes de recubrim ientos fosfores
centes para  las carátu las de  los instrum entos de aviones, se recubren  cada una 
de ocho carátulas con los tres tipos. Entonces se iluminan las carátulas con una luz 
u ltrav io leta , y los siguientes son la cantidad  de m inutos que cada una brilló  des
pués de ap ag ar la fuente de luz:

Tipo  1: 52.9, 62.1, 57.4. 50.0, 59.3. 61.2, 60.8, 53.1
Tipo  2: 58.4, 55.0. 59.8. 62.5. 64.7, 59.9, 54.7, 58.4
Tipo  3: 71.3, 6 6 .6 . 63.4. 64.7, 75.8, 65.6, 72.9, 67.3

P ruebe la h ipótesis nula que no  hay diferencia en  la eficacia de los tres recubri
m ientos en el nivel 0 .0 1  de  significancia.

1541 Éste es el núm ero  de erro res que en cinco sem anas sucesivas com etieron  cua
tro  técnicos que trabajan  en  un labora to rio  médico:

Técnico  I: 13, 16, 12, 14, 15
Técnico  II: 1 4 .1 6 ,1 1 ,1 9 ,1 5
Técnico  III: 1 3 .1 8 ,1 6 ,1 4 .1 8
Técnico  IV: 18. 10 ,14 , 15 ,12

Pruebe en  el nivel 0.05 de significancia si las d iferencias en tre  las cu a tro  m ues
tras se pueden  atribu ir al azar.

15.9 Tres grupos de seis conejillos de indias se inyectaron, cada uno, con respectivamen
te 0.5 miligramos, 1.0 miligramo y 1.5 miligramos de un nuevo tranquilizante, y a 
continuación se m uestra el núm ero de minutos que tardaron en quedarse dormidos:

0.5 m g :  2 1 ,2 3 ,1 9 ,2 4 ,2 5 ,2 3
1.0 m g :  1 9 .2 1 ,2 0 .1 8 ,2 2 .2 0
1.5 m g : 1 5 .1 0 .1 3 ,1 4 ,1 1 ,1 5

Pruebe en  el nivel 0.05 de significancia si se puede rechazar la hipótesis nula de 
que las d iferencias en dosificación no tienen  efecto. Tam bién, estim e los p a rá 
m etros /i. a , , a 2 y aj  del m odelo  que se usó en  el análisis.

15.10 Lo siguiente es el núm ero  de palabras p o r m inu to  que una secretaria  m ecano
grafió  en  varias ocasiones en cua tro  m áquinas de escrib ir diferentes:

M áquina de escribir C :  71, 75, 69, 77, 61, 72, 71, 78
M áquina de escribir D  : 6 8 . 71, 74, 6 6 . 69, 67, 70, 62
M áquina de escribir E  : 75, 70, 81, 73, 78, 72
M áquina de escribir F  : 62, 59, 71, 6 8 , 63. 65, 72, 60, 64

U se las fórm ulas de cálculo del ejercicio 15.4 para  calcular las sum as de los cua
drados requeridas para  p ro b ar en el nivel 0.05 de  significancia si las diferencias 
en tre  las m edias de las cua tro  m uestras se pueden  a tribu ir al azar.
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15.11 U n servicio de pruebas para  el consum idor, desea p robar la exactitud de los ter
m ostatos de tres d iferentes clases de planchas eléctricas, las puso a 480°F y ob tu
vo las siguientes lecturas de la tem peratu ra  verdadera p o r m edio de un term o par:

Plancha X :  474, 4 % , 467, 471
Plancha Y:  492, 498
Plancha Z :  4 6 0 ,4 9 5 ,4 9 0

Use las fórm ulas de cálculo del ejercicio 15.4 para  calcular las sum as de los cua
drados requeridas para  p robar en  el nivel 0.05 de significancia si las d iferencias 
en tre  las tres m uestras se pueden  a tribu ir al azar.

15.12 E n  la sección  13.7 señalam os que en  el análisis d e  ji cu ad rad a  de u na  tab la 
r  X  c  no tom am os en  consideración un posible o rden  de los renglones y/o las 
colum nas. C uando  los renglones y las colum nas están  am bos en  o rden , indica
m os una a lte rna tiva  al análisis de ji cu ad rad a  en los ejercicios 14.61 y 14.62. 
C uando  só lo  las colum nas o  sólo los renglones están  en o rden , consideram os 
las categorías que no están  en  o rden  com o tra tam ien tos, y reem plazam os las 
que están  en  o rden  p o r en te ro s  consecutivos. Por ejem plo, en  la tab la de 3 X  3 
en la página 438 consideram os a las tres ciudades com o tres tra tam ien to s dife
rentes, y reem plazam os los encabezados de las colum nas con 1 , - 1  y 0 , lo  que 
refleja un o rden  de favorecer B  (no  favorecer A )  a ser ind iferen te  a favorecer 
A . Así, la m uestra  de  tam año  n , = 400 de Los Á ngeles consiste de 174 unos. 93 
m enos unos y 133 ceros; la m uestra  de  tam año  n 2 = 500 de San D iego  consiste 
de 196 unos, 124 m enos unos y 180 ceros; y así sucesivam ente. Al ver la tab la de 
r X  c de esta  m anera, podem os en tonces realizar un análisis de la varianza en 
un sentido. Use este  m étodo  p a ra  analizar la tab la de 3 X  3 de la página 438,
p ruebe  la hipótesis nula de que los efectos del tra tam ien to  son todos igual a ce 
ro  en  el nivel 0.05 de significancia, y com pare el resu ltado  con el ob ten ido  en 
el ejercicio 13.80.

15.13 Use el m éto d o  del ejercicio 15.12 para  analizar la tab la de 3 X  3 del ejercicio
13.78 y com pare  el resu ltado  con el resu ltado  ob ten ido  en  ese ejercicio.

1 5 . 3  D IS E Ñ O  D E  E X P E R IM E N T O S

En el e jem plo  15.1 pud iera  h aber parecido  razonable  concluir q ue  los tre s  de te rgen tes 
no  son igualm ente eficaces; sin em bargo, un m om ento  d e  reflexión m ostrará  que esta 
conclusión no es tan  “ razonab le” después de todo. R ealm en te  no  sabem os si las m ues
tras lim piadas co n  el de te rgen te  B  pod rían  haber estado  m ás sucias que las o tras, los 
tiem pos de lavado podrían  h aber sido más largos para  el de tergen te  C, podría h aber ha
b ido  diferencias e n  la du reza  o la tem p era tu ra  del agua, y aun  si los instrum entos usa
dos para hacer las lecturas de b lancura podrían  haberse  desajustado  después de hacerse 
las lecturas para  los de te rgen tes A  y  C.

Es to ta lm ente  posible, po r supuesto, que las diferencias en tre  las tres m edias de las 
m uestras se deb ieran  principalm ente a las diferencias en  la eficacia de los detergentes, 
pero  hem os enum erado  precisam ente varios factores que podrían  considerarse responsa
bles. Es im portan te  reco rdar que una prueba de significancia puede  m ostrar que las di-
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ferencias entre las m edias de las m uestras son dem asiado grandes para atribuirse al azar, 
pero  esas pruebas no pueden decir p o r  qué ocurrieron las diferencias.

En general, si querem os m ostrar que un factor (en tre  varios m ás) se puede consi
derar la causa de un fenóm eno observado, debem os, de alguna m anera, aseguram os de 
que ninguno de los dem ás factores puede en form a razonable considerarse com o respon
sable. Hay diversas m aneras en que esto  se puede hacer; po r ejem plo, podem os llevar a 
cabo un experimento rigurosam ente controlado donde todas las variables se m antienen 
fijas excepto en  la que estam os interesados. Para hacer esto  en el ejem plo que tra ta  de 
los tres detergentes, podríam os ensuciar las m uestras con exactam ente la misma cantidad 
de tin ta  china, usar siem pre el m ism o tiem po de lavado y  agua de exactam ente la misma 
dureza y tem pera tu ra , e inspeccionar (y si es necesario, ajustar) los instrum entos de me
dición después de cada uso. Bajo tales condiciones rígidam ente controladas, las diferen
cias significativas en tre  las m edias de las m uestras no se pueden deber a m uestras que se 
ensuciaron en form a d iferen te  o  a diferencias en tiem pos de lavado, tem pera tu ra  del 
agua, dureza del agua, o  instrum entos de medición. E n el lado positivo, las diferencias en
tre  las m edias m uestran que los detergentes no son todos igualm ente eficaces si se usan 
en esta fo rm a  estrechamente restringida. Por supuesto, no podem os decir si existirían las 
m ism as diferencias si los tiem pos de lavado fueran más largos o  m ás cortos, si el agua tu
viera d iferente tem pera tu ra  o  dureza, y así sucesivam ente.

En la m ayoría de los casos, los experim entos “sobrecontrolados" com o el que aca
bam os de d e sc rib ir  no  p ro p o rc io n an  v e rd a d e ram e n te  la clase de  in fo rm ac ión  q ue  
querem os. A sí q ue  buscam os alternativas, y en  el o tro  ex trem o podem os realizar expe
rim entos donde n inguno  de  los factores ajenos está  con tro lado , pe ro  en  el que nos p ro 
tegem os con tra  sus efectos m ediante la aleatorización. E sto  es, diseñam os o  planeam os 
los experim entos d e  m anera que las variaciones causadas po r los factores ajenos se pu e
dan com binar todas bajo  el encabezado  general de  “azar” . Por ejem plo, podem os con
seguir esto  al asignar a lea to riam en te , en nuestro  ejem plo, cinco de las m uestras sucias 
a cada de te rgen te  y especificar a lea to riam en te  el o rden  en que se lavarán y m edirán. 
C uando  todas las variaciones causadas p o r factores ajenos no con tro lados pueden  in
cluirse así bajo  el encabezado  de variación fortu ita, nos referim os al d iseño  del experi
m ento  com o un diseño completamente al azar.

Sin em bargo, debe resultar evidente que la aleatorización protege con tra  los efec
tos de  factores ajenos sólo en una m anera probabilística. Por ejem plo, en nuestro  ejem 
p lo  es posible, aunque  m uy poco  p robab le , que el de te rgen te  A  sea a lea to riam en te  
asignado a las cinco m uestras que resultan ser las m enos sucias o  que el agua resulta ser 
la m ás fría cuando lavam os las cinco m uestras del detergen te  B. Es en  parte po r esta ra 
zón que a  m enudo  tratam os de contro lar algunos de los factores y dejar al azar o tros, y 
así usam os diseños que están  en algún pun to  en tre  los dos extrem os que hem os descrito.

Para in troducir o tro  concep to  im portan te  en el d iseño  de experim entos, conside
rem os los da tos sob re  la cantidad  de tiem po (en  m inutos) que tom ó  a c ierta  persona 
conducir hasta  su traba jo , de  lunes a viernes, por cua tro  ru tas d iferentes:

R uta  1: 2 2 ,2 6 ,2 5 ,2 5 ,3 1
Ruta  2: 25. 27, 28, 26, 29
Ruta  3: 26. 29, 33. 30, 33

Ruta 4: 26, 28. 27, 30. 30
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Las m edias de  estas cuatro  m uestras son 25.8, 27.0. 30.2 y 28.2. y puesto  que las diferen
cias son bastan te grandes, parecería  razonable concluir que hay algunas diferencias ver
daderas en los prom edios verdaderos del tiem po que tarda la persona en  conducir al 
trabajo  po r cua tro  ru tas diferentes. E sto  no se sigue, sin em bargo, de un análisis de la va
rianza en  un sentido. O btenem os f  =  2.80; puesto  que esto  no excede a  jf¡.os,3. i6 =  3.24, 
no se puede rechazar la hipótesis nula.

Por supuesto , la hipótesis nula puede ser verdadera, pe ro  observe que no sólo hay 
d iferencias considerab les en tre  las cua tro  m edias, sino tam bién  d iferencias g randes en 
tre  los valores d e n tro  de las m uestras. E n  la p rim era  m uestra  varían  de 22 a 31. en  la 
segunda m uestra  de 25 a  29. en  la tercera  m uestra  de 26 a  33 y en  la cuarta  m uestra  de 
26 a 30. Y no só lo  eso, sino que en  cada m uestra  el p rim er valor es e l m ás p eq u eñ o  y 
el últim o valor el m ás grande. E sto  últim o sugiere que la variación d en tro  de las m ues
tras bien puede  deberse  a las d iferencias en  las condiciones de m anejo  en  los d iferen
tes días de la sem ana. Si éste es el caso, las variaciones causadas por las condiciones de 
m anejo  se incluyeron en  la sum a de cuadrados del e rro r  del análisis de  la varianza en 
un sentido, se “ in fló ’* el denom inador de la estad ística /  y éste  puede  ser la razón por 
qué los resu ltados no fueron significativos.

P ara  ev ita r esta  clase de situación, podríam os m an tener fijos los factores ajenos, 
pe ro  esto  rara  vez nos dará  la inform ación q ue  querem os. E n  nuestro  e jem plo , p od ría 
m os lim itar el estudio  a las condiciones de m anejo del lunes, pe ro  entonces no tendríam os 
la seguridad  de qu e  los resu ltados se aplicarían  tam bién  a las condiciones de m anejo  de 
los m artes o  de cua lqu ier o tro  d ía de la sem ana. O tra  posibilidad es variar el factor a je
no  d e liberadam en te  en un in tervalo  tan  am plio  com o sea necesario  de m anera q ue  la 
variación que causa se pueda  m edir, y, por tan to , elim inar de la sum a de cuadrados del 
e rro r. Esto significa que debem os p lanear el experim en to  de m anera  que podam os rea 
lizar un análisis de la varianza en dos sentidos, en  el que la variación to ta l de  los datos 
se divide en tres  com ponen tes a tribu idos, respectivam ente, a  los tra tam ien to s (en  nues
tro  ejem plo, las ru tas), el fac to r a jeno  (en nuestro  caso, las condiciones de m anejo  en 
los d iferen tes d ías de la sem ana), y el e rro r  experim ental, o  azar.

L o que hem os sugerido aquí se llam a conformación de bloques, y los diferentes días 
de la sem ana se conocen com o bloques. E n general, los bloques son los niveles en  que 
m antenem os fijo un factor a jeno  de m anera qu e  podam os m edir su contribución a la va
riación total de los datos. Si cada tra tam iento  aparece el m ism o núm ero  de veces en  ca
da bloque (en nuestro  ejem plo, cada ru ta  se usa una vez de cada día de la sem ana), decimos 
que el diseño del experim ento  es un diseño de bloque completo. A dem ás, si los tra ta 
m ientos se distribuyen aleatoriam ente d en tro  de cada bloque (en nuestro  ejem plo, distri
buiríam os aleatoriam ente  las cuatro  ru tas en tre  los cuatro  lunes, los cua tro  m artes, y así 
sucesivam ente), decim os que el diseño del experim ento  es un diseño en bloques al azar.

1 5 . 4  A N Á L IS IS  D E  L A  V A R IA N Z A  EN  D O S  S E N T ID O S  S IN  IN T E R A C C IÓ N

H ay esencialm ente dos form as diferentes de analizar los experim entos de dos variables, 
y depende de si las dos variables son independientes o  si in te racc ionan . Para ilustrar lo 
que querem os decir aqu í p o r “in teraccionan", suponga que una fabricante de neum áticos 
está experim entando  con diferentes neum áticos y encuen tra  que una clase es especial
m ente buena en  carre te ras de terracería , m ientras que o tra  clase es especialm ente buena
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para uso en  pavim ento  duro. Si éste es el caso, decim os que hay una in teracción  en tre  
las condiciones de la carre tera  y el diseño del neum ático. Prim ero, sólo estudiarem os el 
caso de no interacción y después abordarem os el caso de interacción en la sección 15.5.

Para presentar la teoría del análisis de la varianza en dos sentidos, usarem os la ter
minología introducida en las secciones precedentes y nos referirem os a los dos variables co
m o tratam ientos y bloques; en forma alternativa, tam bién nos podem os referir a ellos como 
el factor A y el factor B o  com o renglones y columnas. Así. si x t¡ para i = 1, 2 , . . . ,  k  y j  =
1 . 2  n  son los valores de variables aleatorias independientes que tienen distribuciones
norm ales con las respectivas medias /z,; y la varianza común ct1, considerarem os el arreglo

B loque  1 B loque  2

Tratamiento  1 • * u * 1 2 * l n

Tratamiento 2 x2\ * 2 2 x2n

. . .

Tratamiento k * * i * * 2

B loque n

y escribim os el m odelo  para un análisis de  la varianza en  dos sen tidos (sin interacción) 
com o

x t¡ =  f i  +  a, +  13, +  e,i

para  i = 1, 2 . . . . .  A: y  j  = 1, 2 , . . . .  n . E n este  caso / i  es la gran m edia, los efectos del tra-
k n

tam ien to  a, son tales que 2  a < =  *°® c fccíos de b loque /3, son tales que ^  P¡ =  0.
¿=i /*= i

y las e,, son valo res de variables a lea to rias  independ ien tes que tienen  distribuciones 
norm ales con m edia cero  y la varianza com ún <r2. O bserve que

M,, = M + «, + P ,
y, com o se ped irá  al lector que lo verifique en el ejercicio 15.15,

2  i *<-i / - i
n k

Las dos h ipótesis nulas que querem os p ro b ar son que los efectos del tra tam ien to  
son todos igual a cero  y que los efectos de los b loques son todos igual a cero; esto  es

/ / 0 : a , =  0  p a ra  i =  1 , 2  k

y
H'0: p¡ =  0  p a ra  j  =  1 ,2  n

La alternativa a H 0  es que los efectos del tratam iento no son todos iguales a cero, y la a lter
nativa a es que los efectos de los bloques no son todos iguales a cero. Simbólicamente,

/ / , :  a , íé 0  p a ra  al m enos un va lo r d e  /
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SSB
_  {n  ~  l ) < r  _  M SB 

S S E  M SE
(n  - l ) ( k -  1 )o*

Esta clase d e  análisis se llama un análisis de la varianza en dos sentidos, y los de ta 
lles necesarios suelen presentarse en el siguiente tipo de tabla de análisis de la varianza:

Fuente de 
variación

Grados de 
libertad

Sum a de  
cuadrados

Cuadrado
m edio /

Tratamientos k -  1 SS(Tr) M S(Tr)
_  M S(Tr) 

h ' MSE

Bloques n — 1 SSB MSB _  MSB 
MSE

Error (n  -  1 )(*  -  1 ) SSE MSE

Total nk  — 1 SST

Para sim plificar los cálculos, SST y SS(Tr) suelen determ inarse  por m edio  de las 
fórm ulas del teo rem a 15.2, y SSB se puede  de te rm inar p o r  m edio de la fórm ula siguien
te . la cual se p ed irá  al lector qu e  la derive en el ejercicio 15.17.

TEOREMA 15.4

1 "
SSR =  —. Y  T2 -

k n
n 1 

SSB =  -  • y  T i  -  -—  T i  
k

donde T.¡ es e l to ta l de  los valores ob ten idos en el yésimo bloque y T.. es el total 
genera l de  las n k  observaciones.

E ntonces, el va lo r de SSE se puede o b ten e r  al re s ta r  SS(Tr) y SSB de SST. 

E JEM P LO  15.2

C on respecto  a la ilustración en la página 505, donde teníam os

Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes

Ruta 1 22 26 25 25 31*

Ruta 2 25 27 28 26 29

Ruta 3 26 29 33 30 33

Ruta 4 26 28 27 30 30
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p ruebe  en  el nivel 0.05 de significancia si las d iferencias en tre  las m edias ob ten idas por 
las d iferen tes ru tas (tra tam ien tos) son significativas y tam bién si las diferencias en tre  las 
m edias ob ten idas p a ra  los d iferen tes días de la sem ana (bloques) son significativas.

So lución

1. H0: cr, =  0  para  i = 1, 2, 3. 4
H'0: (5j =  0  p a ra  /' = 1, 2, 3, 4, 5
7/,: ai ^  0  para  al m enos un valor de i
H 'i: 0 , ^ 0  para  al m enos un valor de  j.
a  =  0.05 para  am bas pruebas.

2. R echace la h ipótesis nula para los tra tam ien tos si X> S  3.49 y rechace la 
hipótesis nula para  los b loques si fB §? 3.26, donde y fB se o b tienen  por 
m edio  de un análisis de  la varianza en dos sentidos, y 3.49 y 3.26 son. res
pectivam ente , los valores de X.05. 312 y X.05,4.12 •

3. Las sum as y sum as de los cuadrados requeridas son Tx. = 129, T2. = 135, 7j.
= 151, r 4. = 141, r . ,  = 99, t .2 = 110, r .3 = 113, r .4 = 111, r .5 = 123,

T.. =  556 y 2  £ * 2 =  15,610, y la sustitución de estos valores ju n to  con 
k  =  4  y n =  5 en las fórm ulas del teo rem a 15.2 y 15.4 nos da

S S T  =  15.610 -  —  (5 5 6 )2

=  153.2

S S (T r)  =  ^ ( 1 2 9 2 +  1352 +  1512 +  1412) -  (5 5 6 )2
J  ¿o

=  52.8

SSB =  | ( 9 9 2 +  1102 +  1132 +  1112 +  1232) -  ¿ ( 5 5 6 ) 2 
4 20

=  73.2

y p o r tan to

SSE =  153.2 -  52.8 -  73.2 

=  27.2

Los cálculos restan tes se m uestran  en  la siguiente tab la de análisis de  la va
rianza:
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Fuente de 
variación

Grados de 
libertad

Suma de 
cuadrados

Cuadrado
medio f

Tratamientos 3 52.8 5f  =  ,7.6

Bloques 4 73.2
T T  "  183

Error 12 27.2

Total 19 153.2

4. Puesto  que / Ir =  7.75 excede a 3.49 y fH =  8.06 excede a 3.26, se deben  re 
chazar am bas hipótesis nulas. E n o tras palabras, las diferencias en tre  las me
dias ob ten idas para las cua tro  ru tas son significativas y tam bién lo son las 
diferencias en tre  las m edias ob ten idas para  los d iferen tes días de la sem a
na. Sin em bargo, advierta  que no podem os concluir que la ru ta  1 es nece
sariam en te  la m ás ráp ida y que en  v iernes las condiciones de tráfico  son 
siem pre las peores. T odo  lo que hem os m ostrado  po r m edio  del análisis es 
que las d iferencias existen, y si querem os ir un paso m ás allá y precisar la 
na tu ra leza  de las d iferencias, tend rem os que usar una prueba de compara
ciones múltiple tal com o la de la sección 15.6. ▲

EJERCICIOS

15.14 H aga uso d e  la identidad

x ¡¡ ~  x .. =  ( í , .  -  * ..)  +  (* ., -  x . . )  +  (x,, -  x , .  -  x . t +  x ..)  

para dem ostra r el teo rem a 15.3.

15.15 C on respec to  a la notación de  la página 508, m uestre que

í  i *¿«i / - i
— =

15.16 P ara  el análisis de  la varianza en  dos sentidos con k tra tam ien tos y n  bloques, 
m uestre que

\ . ± ( x , - x . . ) 2

L-  ! - l _____________

15.17 D em uestre  el teo rem a 15.4.
15.18 U n cuadrado latino es un arreglo  cuadrado  donde cada letra (o  c ierta  clase de 

sím bolo) aparece  exactam en te  una vez en cada renglón y una vez en cada co
lum na. P or ejem plo.

=  <r2 +
* •  S t f

/ - i  
n — 1
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A B C D

B C D A

C D A B

D A B C

es un cuadrado  latino 4  X 4 Si consideram os los m renglones de un cuadrado  la
tino com o los niveles de una variable, las m  colum nas com o los niveles de una se
gunda variable, y A , B, C, ..., com o m  “ tratam ientos", esto  es, com o los niveles de 
una tercera  variable, es posible p robar las hipótesis concernientes a todas estas 
tres variables con base en tan  pocas observaciones com o m 2 (siem pre y cuando no 
haya interacciones). Sea que x^*) al deno tar la observación e n  el iésimo  renglón 
y la jé sim a colum na de un cuadrado  latino (de m anera que k , que denota  el tra 
tam iento, se determ ina al especificar i y j) ,  escribim os la ecuación m odelo  com o

*«*) =  M +  +  P, +  T* +  e„

para  i = 1, 2 j  = 1, 2 , y k  =  2 . donde  /x es la g ran  m edia,
m

los efectos de  los renglones a, son tales que a , =  0 - l ° s efectos de  las colum -
í- i

m

ñas /3, son tales que ^  /3; =  0, los efectos de los tra tam ien tos r* son tales que
/«t

m

^  t*  =  0 , y las e,¡ son los valores de variables aleatorias independientes que tie-
*=i
nen d istribuciones norm ales con m edia cero  y la varianza com ún a 2. La h ipó
tesis nu la  qu e  querem os p ro b ar (con tra  a lternativas ap rop iadas) es que los efec
tos de  los renglones son todos cero, que los efectos de las colum nas son todos 
cero, y  q ue  los efectos de los tra tam ien to s son todos cero.

(a) M uestre  que

¿  S  (*,**) “  x..)2 = m • ¿  (x,. -  x..)2 + m • ¿  {x.j -  x..)2
1=1 y=i i= i  / = i

+  m  • 2  ( "  f " ) 2 +  I  I  "  J v “  *(*) +  2 Í - ) 2
* - i  / - i  / - i

d o n d e  x <t) es la m edia de to d as  las observaciones p a ra  el Pésim o tra ta 
m ien to  y las o tra s  m edias son com o se define en  el teo rem a  15.3. La ex
p resió n  en  el lado  izqu ierdo  de la  iden tidad  a n te r io r  es la sum a de
cuad rados to ta l SST, m ien tras qu e  las del lado  d e rech o  son, respec tiva
m en te , la sum a de  cuadrados de  los reng lones SSR , la sum a de  cuadrados 
de las colum nas SSC, la sum a de cuadrados de  los tra tam ien to s SS(Tr), y 
la sum a de los cuadrados del e rro r  SSE.

(b ) C onstruya una tab la  de análisis de  la varianza p a ra  es ta  clase de experi
m en to , de te rm ine  los g rados de libertad  p a ra  SSE al re s ta r  los de SSR, 
SSC y SS(Tr) de m 2 — 1, los g rados de  libertad  de SST.
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APLICACIONES

1 5 .1 9  Se lleva a cabo  un experim en to  para  juzgar los efec tos de cu a tro  d ife ren tes 
com bustib les y tres tipos d iferen tes de lanzador sobre el alcance de c ierto  co
hete . P ruebe, con base en los siguientes alcances en  millas, si hay un efec to  sig
nificativo a causa de la diferencia en com bustibles y  si hay un efecto significativo 
a causa de las d iferencias en  lanzadores:

Combustible 1 Combustible 2 Combustible 3 Combustible 4

Lanzador X 45.9 57.6 52.2 41.7

Lanzador Y 46.0 51.0 50.1 38.8

Lanzador Z 45.7 56.9 55.3 48.1

U se el nivel 0.01 de  significancia.
1 5 .2 0  Los siguientes son los con ten idos de colesterol en m iligram os po r paq u e te  que 

ob tuv ieron  cu a tro  laborato rios para  paquetes de 6 onzas de tres alim entos d ie 
téticos m uy sim ilares:

A lim ento A lim en to A lim ento
dietético dietético dietético

A B C

Laboratorio  1 3.4 2.6 2.8
Laboratorio  2 3.0 2.7 3.1
Laboratorio  3 3.3 3.0 3.4
Laboratorio  4 3.5 3.1 3.7

R ealice un análisis de la varianza en dos sen tidos y p ruebe  las h ipótesis nulas 
concern ien tes a los alim entos d ieté ticos y los labo ra to rio s en e l nivel 0.05 de 
significancia.

1 5 .2 1  U n técnico d e  labo ra to rio  m ide la resistencia a la rup tu ra  de cada una de cin
co clases de hilo  de lino utilizando cua tro  d iferen tes instrum entos de m edición, 
¡ i ,  / 2 , 1 3  e  / 4, y ob tiene  los resu ltados siguientes, en  onzas:

l\ h h L

H ilo  1 20.9 20.4 19.9 21.9
H ilo 2 25.0 26.2 27.0 24.8
H ilo  3 25.5 23.1 21.5 24.4
H ilo  4 24.8 21.2 23.5 25.7
H ilo  5 19.6 21.2 22.1 22.1

R ealice un análisis de la varianza en  dos sentidos, usando  el nivel 0.05 de signi
ficancia.

1 5 .2 2  Los datos m uéstra les en  el siguiente cuadrado  latino (véase el ejercicio 15.18) 
son las pun tuaciones ob ten idas p o r ocho  estud ian tes universitarios de diversos 
orígenes étn icos y diversos in tereses profesionales en  una p rueba  de h istoria  de 
E stados U nidos:



516 Capítulo 15: Análisis de  la varianza

donde x i.. es la  m edia de las observaciones del i’ésim o valor del prim er tra tam ien 
to , x.¡. es la m edia de elyésim o valor del segundo t r a t a m i e n t o , e s  la m edia de 
la résim a réplica, x ti. es la m edia del /ésim o y yésimo valores de los dos tra tam ien 
tos (p rom ed iados sobre  las réplicas) y x ... es la gran m edia de todas las m m  o b 
servaciones.

Demostración. Para p ro b ar el teo rem a, p rim ero  escribim os la identidad

Xyr ~  x ... =  (l¿ .. -  Je...) +  ( x . f. -  x ...)  +  (Je.., -  x ...)

+  (x ,y .  -  X , . .  -  X . t . +  X . . . )  +  ( x i j k  -  X ¡ J .  -  X . . ,  +  X . . . )

C uando elevamos al cuadrado cada lado de  esta identidad y sumamos sobre i , j  y r, se 
puede m ostrar que todos los térm inos con productos cruzados suman cero. Los deta
lles de la demostración de este teorem a se dejan al lector en el ejercicio 15.25. ▼

Análoga a  la clasificación en dos sentidos sin interacción, la expresión en el lado iz
quierdo  de la identidad del teorem a 15.5 es la sum a de cuadrados total, SST, y los dos pri
m eros térm inos en  la derecha son la sum a de cuadrados de los tratam ientos, que ahora 
denotarem os con SSA y SSB. El tercer térm ino en  el lado derecho  es la sum a de cuadra
dos para las réplicas, SSR, el cuarto  térm ino  es la sum a de cuadrados para  las interaccio
nes, SSL y el térm ino  final es la nueva  sum a de cuadrados de los errores, SSE. Así,

SST =  SSA  +  SSB +  SSR +  SSI +  SSE  

y se puede m ostrar que si f/j,'1, . . . ,  H q 1 son verdad , las cantidades

SSA  
( k  -  l)a2 M SA

SSE M S E
(m — l)(n¿ —  l)cr2

SSB
(n  -  1W M SB

SSE M SE
(m — 1 ) (n k  — l)tr2

SSR
(m — l)o-2 M SR

SSE M SE
(m — l)(n/c — l)er2

SSI
(n -  1)(* -  i y M SI

SSE M SE
(m  — 1 )(n& — l j a 2

todas tienen  d istribuciones E c o n , respectivam ente, k  — 1, n — 1, m  — 1 y (k  — l )  
(/i — 1) grados de libertad  en  el num erador y (m  — l)(nA: — 1) grados de libertad  en
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Diseños

A B C /) Totale

Noreste 107 59 132 125 423

Sureste 78 40 118 88 324

Noroeste 122 60 141 100 423

Suroeste 65 22 99 71 257

Totales 372 181 490 384 1427

Así, po r ejem plo, 7¡.. =  372, T.z. — 324, 7j,. =  107 y así sucesivam ente. T am 
bién, calculam os a p a rtir  de  los da tos originales T.., =  738 y T .. 2 =  689. La 
sum a d e  cuadrados to ta l es 2  £  S * 2 =  73.667. La sustitución de estos va
lores ju n to  con k  = n  = 4 y r  =  2 en  las fórm ulas del teo rem a 15.6 nos da

C  =  j r  (1 .427  )2 =  63.635

al e n te ro  m ás cercano  y

SSA =  ¿  (3 7 2 2 +  1812 +  4902 +  3842) -  63,635
O

=  6,203

SSB =  ^  (4 2 3 2 +  3 242 +  4232 +  2572) -  63.635
O

=  2,475

SSR =  ¿  (7 3 8 2 +  6892) -  63.635 
16

=  75

SSI =  — ( 1072 +  592 +  1322 +  ••• +  992 +  l l 2) -  6,203 -  2.475 -  63,635

=  311 

y po r tan to

SSE  =  73,667 -  6,203 -  2,475 -  75 -  311 -  63,635 

=  968

Los cálculos restan tes se m uestran  en  la siguiente tab la de análisis de  la va- 
rianza:
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Com bus
tible 1

Combus
tible 2

Combus
tible 3

Com bus
tible 4

Lanzador X 46.1 55.9 52.6 44.3

Lanzador Y 46.3 51.4 39.6

Lanzador Z 45.8 57.9 56.2 47.6

C om bine estos datos con los del ejercicio 15.19, realice un análisis de la varian 
za ap rop iado  para  p ro b ar la hipótesis nula que incluya com bustibles, lanzado
res, rép licas y la in teracción  com bustib le  con lanz.ador. U se el nivel 0.01 de 
significancia.

15.28 El experim en to  descrito  en  el ejercicio 15.20 se rep itió  con  los resu ltados si
guientes.

Laboratorio  1 
Laboratorio 2 
Laboratorio  3 
Laboratorio 4

C om bine estos datos con los del ejercicio 15.20, realice un análisis de  la varian
za ap rop iado  para p robar la hipótesis nula que involucre a lim entos d ietéticos, 
labo ra to rios, réplicas, y la in teracción de a lim entos con laboratorio . U se el n i
vel 0.05 de significancia.

15.29 T res o p erad o res  operan  cada uno cua tro  m áquinas de in terconexión  diferentes 
(usadas para  conectar eléctricam ente los alam bres delgados en la fabricación de 
circuitos in tegrados). Los operado res se asignaron a lea to riam en te  a  las m áqui
nas de in terconexión. D espués se rep itió  el experim ento  con una nueva aleato- 
rización de los o perado res a  las m áquinas de in terconexión. D espués de que se 
hicieron to d as  las in terconexiones, se p robó  la resistencia de la conexión de ca
da una m id iendo  el núm ero  de gram os de fuerza requerida  para rom per la co
nexión. Los resu ltados de los experim entos son com o sigue.

Máquina de 
interconexión

Operador 1 
Operador 2 
Operador 3

Realice un análisis de la varianza ap rop iado  para  p ro b ar la hipótesis nula con 
cern ien te  a  operadores, m áquinas de in terconexión, réplicas y la in teracción del 
operado r con  la m áquina de in terconexión  en el nivel 0.05 de significancia.

15.30 Se usó un índice de sabores para evaluar el efecto de añadir dioctil sulfosuccinato 
de sodio (DSS) a la leche para estabilizar su sabor. Se usaron cuatro niveles de DSS

Réplica 1 Réplica 2

A B C D A B C D

11.8 9.6 12.6 10.2 10.6 11.9 9.8 9.9
10.4 12.4 11.0 10.5 12.0 10.3 10.0 11.6
9.6 10.2 11.4 3.1 11.8 9.9 9.1 5.8

Alim ento A lim ento Alim ento
dietético dietético dietético

A B C

3.5 2.5 2.9
3.0 2.9 3.2
3.6 3.4 3.8
3.3 3.5 3.4
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2. La tab la  IX d a  valores de rp p a ra  los niveles de significancia de 0.05 y 0.01, d e 
pend iendo  de l núm ero  de grados de libertad  para  el e rro r en  el análisis de la va
rianza y de  p ,  el núm ero  de m edias que se está  com parando.

3. Calcule e l in te rv a lo  d e  sign ificancia  m ín im o , use la fórm ula

=  r ,  s¡

4. O rdene  las m edias po r tam año, de la m ás pequeña a  la m ás grande.
5. Com pare la diferencia de la última y la prim era media con R k. Si esta diferencia es 

m ayor que R k, se puede concluir que las k  medias m uéstrales son significativamente 
diferentes con el nivel de significancia usado para determ inar rk de la tabla IX. En la 
misma form a, compare todos los conjuntos adyacentes de k  — 1 medias, use ahora 
R k- X com o el criterio de significancia. Continúe este procedim iento para los conjun
tos de k  — 2  medias adyacentes, y así sucesivamente, hasta llegar a conjuntos de dos 
m edias adyacentes. Al hacer estas comparaciones, es útil subrayar las medias adyacen
tes en un conjunto cuyas medias no son significativamente diferentes. Si entre la com 
paraciones posteriores hay un subconjunto de medias ya conectadas por un subrayado, 
no se necesita hacer comparaciones adicionales entre las medias en ese subconjunto.

EJE M P L O  15.4

C on respecto  al e jem plo  15.2, use la p ru eb a  de in tervalo  m últiple de D uncan  en  el ni
vel 0.05 de significancia para  de te rm inar la natu ra leza  de las d iferencias en tre  las m e
dias de los tra tam ien tos.

Solución

1. De la tabla de análisis de la varianza en la página 511. tenem os M SE = 2.27; así,

-  , / f  -

2. D e la tab la  IX  con a  +  0.05 y 12 g rados de libertad , ob tenem os los siguien
tes valores de rp .

p 2 3 4

rr 3.08 3.23 3.31

3. Al m ultip licar cada valor de rp p o r s-x =  0.67, ob tenem os

P 2 3 4
1 2.06 2.16 2.22

4. A continuación ordenam os las cua tro  m edias de acuerdo  a su tam año, co
mo sigue

R u ta  1 2  4  3
M edia  25.8 27.0 28.2 30.2

5. La diferencia en tre  la m edia m ás grande y la más pequeña es 30.2 — 25.8 = 
4.4, lo cual excede a 2.22. el valor de /?4. Así, ningún subrayado conecta a 
las cua tro  m edias. (E ste  resu ltado  e ra  esperado , com o el análisis de la va-
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rianza m ostró una diferencia significativa en tre  las cuatro  m edias en  el nivel
0.05 d e  significancia.) A l com parar la d iferencia en tre  la m edia más grande 
y la segunda m edia m ás pequeña, ob tenem os 30.2 — 27.0 = 3.2. lo cual ex
cede a  R 3  = 2.16, y al com parar el o tro  conjunto  de  tres m edias adyacentes, 
ob tenem os 28.2 — 25.8 = 2.4, lo cual tam bién excede a 2.16. A con tinua
ción, al com parar la m edia m ás grande con la segunda m edia más grande 
30.2 — 28.2 = 2.0, lo cual no excede a  R 2 2.06. Así, estas dos m edias no son 
significativam ente diferentes, y se pueden  conectar m ediante un subrayado. 
D e la misma m anera, al com parar los o tros dos juegos de las dos m edias ad 
yacentes, ob tenem os 28.2 — 27.0 = 1.2 y 27.0 — 25.8 = 1.2. Así, podem os 
conectar estos pares de m edias con un subrayado, ob ten iendo  finalm ente

Ruta  1 2  4 3
M edia  25.8 27.0 28.2 30.2 A

E nunciando  el resu ltado  m ostrado  en  el ejem plo 15.4 con palabras, podem os d e 
cir que las ru tas 1 y 2 no están  asociadas con  tiem pos de m anejo  estad ísticam ente d ife
ren tes, pe ro  com o  un grupo  tienen tiem pos de m anejo  significativam ente d iferen tes que 
las o tras dos ru ta s  en el nivel 0.05 de significancia. E n la m ism a form a, las ru tas 2 y 3 
no son '‘significativam ente d iferen tes” , pe ro  com o un grupo  tienen  tiem pos de m anejo  
significativam ente m ás g rande que el p rim er g rupo  y tiem pos de  m anejo  significativa
m en te  m ás pequeños que el últim o grupo.

Este resu ltado  tal vez no sea tan definitivo com o nos gustaría (po r ejem plo, la ru 
ta  2 aparece en  am bos grupos, el m ás bajo  y el de  en m edio). Sin em bargo, se pueden  
tom ar decisiones razonables con base en la prueba. Por ejem plo, sería racional escoger 
la ru ta  1 o  la ru ta  2 si el objetivo es m inim izar el tiem po de m anejo. U no podría  esco
ger en tre  estas ru tas con base en  la seguridad, el paisaje, o  algún o tro  criterio  adicional.

Sin em bargo , con este  ob jetivo  en m ente , no  sería razonable escoger la ru ta  3 o  
la ru ta  4.

APLICACIONES

1 5 3 1  Realice un a  p rueba  de in tervalos m últiples p a ra  de te rm inar la natu ra leza  de  las 
d iferencias en tre  los tres de te rgen tes en  el e jem plo  15.1. U se el nivel 0.01 de 
significancia.

1 5 3 2  Realice un a  p rueba  de intervalos m últiples para de te rm inar la natu ra leza  de las 
d iferencias de bloque en el ejem plo 15.2. U se el nivel 0.05 de  significancia.

1533 Realice u na  p rueba  de in tervalos m últiples para  carac terizar las d iferencias e n 
tre  los d iseños de com presores y en tre  las regiones en  el e jem plo  15.3. Use el 
nivel 0.05 de significancia.

1 5 3 4  Realice pruebas apropiadas de am plitud m últiple, use el nivel 0.05 de significan
cia, para  caracterizar las diferencias en tre  las m edias de los alim entos dietéticos 
y las m edias de los labora to rios en  e l ejercicio 15.28. ¿B ajo qué circunstancias 
no sería  ap rop iado  hacer una p rueba com o ésa?

1 5 3 5  Realice p ruebas aprop iadas de in tervalos m últiples, use el nivel 0.01 de signifi
cancia, p a ra  caracterizar las d iferencias en tre  las m edias de los lanzadores y las
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Pruebas no paramétrícas

16.1 IN T R O D U C C IÓ N
16.2  LA PRUEBA DEL S IG N O
16.3  LA PRUEBA DE R A N G O S  C O N  S IG N O
16.4  PRUEBAS DE S U M A  DE R A N G O S : LA PRUEBA U
16.5  PRUEBAS DE S U M A  DE R A N G O S : LA PRUEBA H
16.6  PRUEBAS BASADAS EN CORRIDAS
16.7  EL C O E F IC IE N TE  D E C O R R E LA C IÓ N  DE R A N G O S

16.1 INTRODUCCIÓN

En el cap ítu lo  10 in trodujim os el concepto  de  robustez en relación con p rob lem as de 
estim ación. E x tendam os ahora  este  concepto  a las p ruebas de  hipótesis, que se dice son 
robustas si las d istribuciones m uéstrales de las estadísticas de p rueba  no  están  se ria 
m en te  afectadas po r violaciones en  las suposiciones susten tan tes.

E n relación con las p ruebas de hipótesis, es especialm ente im portan te  saber si las 
v iolaciones de  las suposiciones susten tan tes pudieran  afectar el nivel de significancia. 
C om o vimos en la  sección 12.5, cualquier com paración de las funciones de potencia  de 
dos o  más p ruebas  requ iere  que los niveles de significancia sean iguales; y si éste  no es 
el caso, la com paración  es inválida. P o r ejem plo, la p rueba  t de una m uestra de la sec
ción 13.3 requ iere  que nuestra  m uestra  venga de una población norm al. A sí, ¿qué pa
sa cuando  la población es “*no m uy no rm al'’, digam os, si tiene form a de cam pana pero  
no es perfec tam en te  sim étrica? Las sim ulaciones con com putadoras han m ostrado  que 
aun cuando una población puede apartarse  algo de la norm alidad, la m ayor p arte  del 
tiem po el nivel d e  significancia todavía es ta rá  cercano a los valores prescritos de a.

Los siguientes ejem plos m uestran  cóm o la violación de las suposiciones susten tan 
tes acerca de una población puede afectar el nivel de  significancia. Supongam os que 
querem os p ro b a r  la hipótesis nula ¿i =  /z0 e n el nivel 0.05 de significancia, donde /x es 
la m edia de una población norm al con desviación es tándar conocida a ,  p e ro  hay una 
p robab ilidad  im portan te  (digam os, una en  50) de que uno  de  los valores se reg istrará 
incorrectam ente . E n relación con la p rueba  que se ilustra  en el e jem plo  13.1, estam os 
así vio lando la suposición de que estam os tra tan d o  con una m uestra a lea to ria  de  una 
población norm al. Si uno  de los valores en  el e jem plo  13.1 se hubiese reg istrado  inco-
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rrec tam ente , digam os, com o 7.452 onzas en vez de 7.952 onzas, la m edia del peso  de los 
25 paquetes de galletas se habría  visto  reducido  por

7.952 -  7.452 „  _
 25------------- 0 020

onzas, z se hubiese visto reducida de 2.48 a 2.22, y el valor P  co rrespond ien te  hubiese 
aum en tado  de 0.0046 a 0.0264. Puesto  que el nuevo valor de P  excede a  0.025, ya no se 
puede  rechazar la  h ipótesis nula; esto  m uestra cóm o los valores P  y p o r  tan to  el nivel 
de  significancia p ueden  verse afectados cuando  perm itim os la posibilidad de registrar 
incorrectam ente  los datos.

A h o ra  su p o n g a m o s  q u e  en  u n  p ro b le m a  com o  el a n te r io r  a  es desconocida, de 
m anera  que el p roced im ien to  es tándar sería  la p rueba  t de  una m uestra ilustrada en  el
ejem plo 13.3. E n  ese caso, un e rro r  al reg istrar un valor afec tará  la desviación estándar
m uestral así com o la m edia m uestra l, que aparecen , respectivam ente, en  el denom ina
do r y n um erado r de la estadística de p rueba. C om o se ilustra  p a ra  un caso especial en 
el ejercicio 16.1, e s to  a m enudo  d a rá  valores de ¡ m ás cercanos a +1 o  —1 y, po r tan 
to, hará  m ás difícil rechazar la hipótesis nula. E n  o tra s  pa labras, con el riesgo de un 
e rro r así, el nivel de significancia bien puede ser m enor que el valor a  prescrito . E sto  
tam bién  se ilustra  en  los ejercicios 13.17 y 13.18 de la página 423.

Puesto  q ue  hay m uchas situaciones donde nos en fren tam os a  dudas serias sobre 
la robustez  de las p ruebas de hipótesis, en  especial con relación a las suposiciones de 
norm alidad , los estadísticos han  desarro llado  técnicas a lternativas que requ ie ren  m e
nos suposiciones, si es que requ ieren  alguna. E stas p ruebas en  general se conocen co 
m o no paramétricas: e n tre  ellas se encuen tran  p ruebas que están  libres de distribución 
(donde no hacem os suposiciones sobre  la población, excepto , quizá, que son continuas) 
y tam bién  p ruebas que son no param étricas sólo en  cuan to  a que no estam os p reo cu 
pados po r los pa rám etro s  específicos de las poblaciones dadas.

A p arte  del hecho  que las pruebas no  param étricas se pueden  u sar en  condiciones 
m ás generales q ue  las p ruebas es tán d a r a las que reem plazan , tienen  u na  a tracción  in
tuitiva considerab le , po r lo general, son fáciles de explicar y fáciles de en ten d er. T am 
bién, en  m uchas p ruebas no param étricas la carga de cálculo es tan  ligera que pueden  
caer bajo  el encabezado  de técnicas “ ráp ido  y fácil” o  “a ta jos” . E n  p arte  p o r  estas ra 
zones, las p ruebas  no param étricas se han vuelto  m uy populares, y hay una ex tensa li
te ra tu ra  ded icada  a su teo ría  y aplicación.

La principal desventaja  de las p ruebas no param étricas es que a  m enudo  d esp er
dician la in form ación  y así son m enos eficientes que las técnicas es tándar que reem pla
zan. Se debe observar, sin em bargo, que las com paraciones de eficiencia suelen suponer 
que se satisfacen las condiciones que susten tan  a  las p ruebas estándar, y p o r  lo tan to  
tienden  a subestim ar el valor rea l de  los m étodos no param étricos cuando  se tra tan  los 
asuntos de robustez . En general, es verdad  que cuanto m enos se suponga, tanto m enos  
puede inferirse d e  un conjunto  de  datos; p e ro  tam bién  es verdad  que cuanto m enos se 
suponga, tanto m ás se  am plía la aplicabilidad de nuestro método.
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La p rueba del signo se usa a m enudo com o una alternativa no param étrica a la prueba r 
de una m uestra, donde probam os la hipótesis nula p  =  p 0  contra una alternativa apropia
da. Para la prueba del signo, suponem os m eram ente que la población m ucstreada es con
tinua y sim étrica. Suponem os que la población es continua de m anera  que hay cero  
probabilidad de ob tener un valor igual a p 0, y ni siquiera necesitam os la suposición de si
m etría si cam biam os la hipótesis nula a p  =  p 0, d o n d e  p  es la m ediana de la población.

E n la p rueba del signo reem plazam os cada valor de la m uestra que exceda a p 0  con 
un signo m ás y con cada valor m enor que p 0  con un signo m enos, y después probam os 
la hipótesis nula que el núm ero  de signos positivos es un valor de una variable aleatoria 
que tiene la distribución binom ial con los parám etros n (el núm ero  total de signos posi
tivos o  negativos) y  6  =  f .  La alternativa bilateral p  *  p 0  se vuelve así 0 ^  i ,  y las al
ternativas unilaterales p  —* p ü y p  > p 0  se vuelven 0 —> \ y  0 >  \ ,  respectivam ente. Si 
un valor m uestral es igual a p ^ ,  lo cual puede suceder cuando tratam os con datos redon
deados aun cuando la población sea continua, sim plem ente lo descartam os.

Para realizar una p rueba del signo cuando el tam año  de la m uestra es m uy peque
ño, nos referim os d irectam ente a  una tabla de probabilidades binomiales com o la tabla I; 
cuando el tam año  de  la m uestra es grande, usam os la aproxim ación norm al de la d is
tribución binom ial.

EJEMPLO 16.1

É stas son las m ediciones de la resistencia a  la rup tu ra , en  libras, de c ierta  clase de cin
ta de a lgodón de 2 pulgadas:

163 165 160 189 161 171 158 151 169 162
163 139 172 165 148 166 172 163 187 173

U se la p rueba del signo para p ro b ar la h ipótesis nula p  =  160 con tra  la hipótesis a lte r
nativa p  >  160 en el nivel 0.05 de significancia.

Solución

1. Hf¡ : p  =  160
//,:  p  >  160
a  =  0.05

2'. U se la estadística de p rueba  X , el núm ero  observado de signos positivos.
3'. R eem place cada valor que excede a 160 con un signo m ás, cada valor m e

nor de 160 con un signo m enos, y descarte  el valor único que es igual a 160, 
ob tenem os

+  +  +  +  +  - -  +  +  +  -  +  +  -  +  +  +  +  +

de m an era  que n =  19 y x  =  15. A p a rtir  de la tab la  I encon tram os que 
P ( X  £  15) =  0.0095 para  0 =

4'. Puesto  q ue  el valor P, 0.0095. es m enor que 0.05, se debe rechazar la h ipó 
tesis nula, y concluim os que la m edia de la resistencia a la rup tu ra  de la c la
se dada de cinta excede a 160 libras. ▲
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EJEMPLO 16.2

Los datos siguientes, en toneladas, son las can tidades de óxidos de azufre em itidos po r 
una p lan ta  industrial g rande en 40 días:

17 15 20 29 19 18 22 25 27 9
24 20 17 6 24 14 15 23 24 26
19 23 28 19 16 22 24 17 20 13
19 10 23 18 31 13 20 17 24 14

U se la p ru eb a  del signo para  p ro b ar la h ipótesis nula fi  =  21.5 con tra  la h ipótesis al
ternativa  f i  <  21.5 en  el nivel 0.01 de significancia.

Solución

1. Ho-. t i  =  21.5 
/ / , :  m <  21.5 
a  =  0.01

2. R echace la hipótesis nula si z  ^  ~Zo.oi =  —2.33, donde

z  =
x -  n 6  

V n d {  i -  e)
con 0 =  i ,  y x  es el núm ero  de signos m ás (valores que exceden  a 21.5).

3. P u e s to  q ue  n =  40 y x  =  16, o b ten e m o s  n0 =  40 • ^ =  20, V n 0 (  1 — d) — 

V 4 0 (0 .5 )(0 .5 )  =  3.16, y  p o r tan to

16 — 20 

z  “  T i i ”  =  - 1 - 2 6

4. P u esto  q ue  z  — —1.26 excede a —2.33, no  se p u ed e  rech azar la h ipótesis 
nula. ▲

T am bién  se  puede  usar la p rueba  del signo cuando  tra tam os con datos asociados 
en parejas, com o en los ejercicios 13.31 y 13.32. E n  tales p roblem as, cada p a r de los va
lores de la m uestra  se reem plaza con  un signo m ás si la  d iferencia  en tre  las observacio
nes asociadas en  pare jas es positiva (esto  es, si el p rim er valor excede al segundo  valor) 
y p o r  un signo m enos si la d iferencia en tre  las observaciones asociadas en  pare jas es ne
gativa (esto  es, si el p rim er valor es m enor que el segundo valor), y se descarta  si la d i
ferencia  es cero . P a ra  p ro b a r  la h ipó tesis nula de q ue  dos pob lac iones sim étricas 
continuas tienen m edias iguales (o  que dos poblaciones continuas tienen  m edianas igua
les), podem os así usar la p rueba  del signo, que en relación con esta  clase de problem as 
se conoce com o la prueba del signo de muestras asociadas en parejas. C uando  la p rue 
ba del signo se usa com o en los ejem plos 16.1 y 16.2 nos referim os a ella com o la prueba 
del signo de una muestra.

EJEMPLO 16 .3

Para de te rm inar la eficacia de un nuevo sistem a de control de  tránsito , se observó  el 
núm ero  de acciden tes que ocurrieron  en  12 in tersecciones peligrosas du ran te  4 sem a-
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para variables a leatorias y las letras m inúsculas correspondientes para sus valores. Esto 
evita la confusión en tre  las estadísticas usadas aqu í y la estadística t del capítulo 13.)

n (n  f  | )
Puesto que la sum a de T  + y T ~  es siem pre —*—^ ^  y am bas son valores de va

riables a lea to rias  que asum en valores en el in tervalo  de  0 a  -1-——— con distribucio

nes que son sim étricas a lre d ed o r de  podem os d ibu jar la re lación  en tre  las

distribuciones de  las variables a lea to rias  co rrespondien tes a 7"*, T ~  y T  com o en  la fi
gura  16.1 para  n  =  5.

v »

1/32 ^upynyruLU imoiyu ^

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 13 14

Distribución de la variable aleatoria 
que corresponde a T o  T~

4

2 3 6

Distribución de la variable aleatoria 
que corresponde a T

Figura 16.1 Distribuciones de variables aleatorias que corresponden a T ' , T  , 
y T para n = 5.
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Antes Después

147.0 137.9
183.5 176.2
232.1 219.0
161.6 163.8
197.5 193.5
206.3 201.4
177.0 180.6
215.4 203.2
147.7 149.0
208.1 195.4
166.8 158.5
131.9 134.4
150.3 149.3
197.2 189.1
159.8 159.1
171.7 173.2

Use la p rueba  de rangos con signo p a ra  p ro b ar en  e l nivel 0.05 de significancia si el ré 
gim en alim enticio  de reducción de peso  es eficaz.

Solución

1. //„ : Mi =  f i 2

/ / , :  mi >
a  =  0.05

2. R echace la h ipótesis nula si z  ^  Zo.os =  1.645, donde

y  p, y  a 2 están  dadas por las fórm ulas del teo rem a 16.1.

3. Las diferencias en tre  los pares respectivos son 9.1. 7.3. 13.1, —2.2. 4.0. 4.9,
-3 .6 ,  12.2, - 1 .3 ,  12.7, 8.3, - 2 .5 ,  1.0, 8.1, 0.7 y -1 .5 ,  y si sus valores ab so lu 
tos se  o rdenan , encon tram os qu e  las d iferencias positivas ocupan  los rangos 
13 ,10 , 16. 8, 9. 14. 15, 12, 2 .11  y 1. Así,

T *  =  1 3 + 1 0 + 1 6  +  8 +  9 + 1 4 + 1 5  +  12 +  2 + 1 1  +  1

=  111

16*17 2 1 6 -1 7 -3 3
P uesto  que m =  — ~  - =  68 y <r¿ = ------—-------=  374. ob tenem os

.  111 -  6 8 _______________

z =   /  =  2.22
V 3 7 4
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4. Puesto  que z =  2.22 excede a zoos =  1.645, se debe rechazar la hipótesis nu
la; concluim os que el régim en alim enticio  es, en  realidad , eficaz para  red u 
cir de  peso . ▲

EJERCICIOS

16.1 Se tom a una m uestra a lea to ria  de tam año  n =  2 para  p robar si una población 
norm al tiene  la m edia /x =  0.
(a )  Si los valores observados de la m uestra son x, y x 2 con .t, >  x 2 >  0, dem ues

tre que la estadística para la prueba t de una m uestra se puede escribir como

=  *i +  * 2

x, -  x 2

(b ) Si el p u n to  decim al se m ueve e rró n eam en te  un lugar a la derecha cuando 
se registra X |, encuen tre  una expresión para  t ',  el valor correspondien te  de 
la estad ística t, y verifique que

1 <  f ' <  t

16J. M uestre qu e  bajo  la h ipótesis nula de la sección 16.3, 7 " ' es un valor de  una va

riable a lea to ria  cuva distribución es sim étrica a lrededor de —
4

163  C on respecto  a la p rueba de rangos con signo, encuen tre  la m edia y la varian
za de la variable a leato ria  cuyos valores están  dados por T + — T ~ .

16.4 Explique po r qué, entre otros, está en blanco el elem ento de la tabla X  para n =  5 
en la colum na para  7¿02.

APLICACIONES

163  É stas son las cantidades de tiem po, en m inutos, que ta rd ó  a una m uestra a lea
to ria  de 20 técnicos en realizar c ierta  tarea: 18.1, 20 .3 ,18.3 ,15.6 . 22.5, 16.8,17.6, 
16.9, 18.2, 17.0.19.3. 16.5,19.5, 18.6, 20.0, 18.8, 19.1, 17.5, 18.5 y  18.0. Suponien
do  que es ta  m uestra vino de una población sim étrica continua, use la p rueba del 
signo en  el nivel 0.05 de significancia para p ro b ar la h ipótesis nula qu e  la m e
d ia de  la población es 19.4 m inutos con tra  la hipótesis a lternativa que no  es 19.4 
m inutos. R ealice la p rueba  usando

(a )  la tab la  I;

(b )  la aproxim ación norm al a la distribución binom ial.

16.6 R ehaga el ejercicio 16.5 usando  la p rueba de rangos con signo basada en  la ta 
bla X.

16.7 É stas son las can tidades de d inero  (en dólares) que gastaron  16 personas en  un 
parque  de diversiones: 20.15, 19.85, 23.75, 18.63, 21.09, 25.63,16.65,19.27. 18.80, 
21.45,20.29, 19.51, 23.80, 20.00.17.48 y 19.11. Suponiendo que ésta  es una m ues
tra  a lea to ria  de  una población sim étrica y que la p robabilidad  de  que una p e r
sona gastará $19.00 exactam ente es ex trem adam ente  pequeña, use la p rueba del
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de significancia para  p ro b ar la h ipótesis nula m =  A‘o con tra  la h ipó tesis a lte r 
nativa
(a )  n  *  Mc>: (b ) n  >  m<>: (c) h  <  Mo?

1 6 .1 6  R ehaga el ejercicio 16.15 cam biando  el nivel de significancia a 0.01.

1 6 .1 7  E n una m uestra  a leato ria  tom ada en un parque público, se tardaron  38. 43. 36, 
29. 44. 28. 40. 50. 39. 47 y 33 m inutos en jugar un partido  de tenis. Use la p ru e 
ba de rangos con signo en el nivel 0.05 de significancia para p robar si en  p ro 
m edio  se tardan  35 m inutos en  jugar un partido  de tenis en ese parque público.

1 6 .1 8  U na m uestra de 24 m aletas que transporta una línea aérea en vuelos transoceáni
cos pesó 32.0 .46.4 .48.1 .27.7 , 35.5. 52.6. 66.0,41.3,49.9, 36 .1,50.0,44.7,48.2, 36.9, 
40.8.35.1, 63 .3 ,42.5 ,52.4 .40.9 .38.6 .43.2 ,41.7  y 35.6 libras. Pruebe en el nivel 0.05 
de significancia si la m edia del peso de las m aletas que transportó  la línea aérea 
en esos vuelos es 37.0 libras usando la prueba de rangos con signo basada en
(a) la tab la  X; (b )  los resultados del teo rem a 16.1.

1 6 .1 9  Lo siguiente es una m uestra a leato ria  de los IO  de m aridos y esposas: 108 y 103, 
104 y 116. 103 y 106, 112 y 104, 99 y 99, 105 y 94, 102 y 110, 112 y 128, 119 y 
106, 106 y 103, 125 y 120, %  y 98. 107 y 117, 115 y 130, 101 y 100,110 y 101,103 
y 96, 105 y 99, 124 y 120, y 113 y 116. Pruebe en el nivel 0.05 de  significancia si
los m aridos y las m ujeres son en p rom edio  igualm ente inteligentes en la p ob la
ción m uestreada  usando la p rueba  de rangos con signo basada en
(a )  la tab la  X; (b )  los resu ltados del teo rem a 16.1.

1 6 .4  P R U E B A S  D E  S U M A  D E  R A N G O S :  L A  P R U E B A  U

E n  esta  sección p resen ta rem o s una a lte rna tiva  no param étrica  a la p ru eb a  i de  dos 
m uestras, que se llam a la prueba U. la prueba Wilcoxon. o  la prueba M ann-W hitney.
nom bradas en h o no r a los estadísticos que contribuyeron  a  su desarrollo . Sin ten er que 
su p o n er que las dos poblaciones m uestreadas tienen  distribuciones norm ales, p o d re 
m os p ro b ar la h ipótesis nula de que estam os m uestreando  poblaciones continuas idén 
ticas con tra  la a lte rnativa  de  que las dos poblaciones tienen  m edias desiguales.

Para ilustrar el p rocedim iento , suponga que querem os com parar dos clases de se 
ñales lum inosas d e  em ergencia con base en  los siguientes tiem pos de ilum inación ( re 
dondeadas al décim o de m inuto  más cercano):

M arca A  : 14.9, 11.3, 13.2, 16.6. 17.0, 14.1, 15.4, 13.0, 16.9
M arca f í  : 15.2, 19.8. 14.7. 18.3, 16.2, 21.2, 18.9, 12.2, 15.3, 19.4

Al arreglar estos valores en form a conjunta (com o si fueran una m uestra) en  un orden 
creciente en  m agnitud y asignarles en  este o rden  los rangos 1, 2, 3 ,... y 19, encontram os 
que los valores de la prim era m uestra (m arca A )  ocupan los rangos 1, 3, 4. 5, 7, 10, 12. 13
y 14, en tan to  qu e  los de  la segunda m uestra (m arca B )  ocupan los rangos. 2. 6. 8, 9, 11,
15, 16, 17, 18 y 19. Si hubiese habido em pates, les habríam os asignado a cada una de las 
observaciones em patadas la m edia de los rangos que hubiesen ocupado conjuntam ente.

Si hay una diferencia notable en tre  las m edias de las dos poblaciones, es p ro b a
ble qu e  la m ayoría de los rangos inferiores vaya a los valores de  una m uestra, en  tan-
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y la varianza

D em ostración . Bajo la hipótesis nula de q ue  las dos m uestras v ienen de 
poblaciones idénticas que son continuas (de m anera  que la p robab ilidad  de que 
habrá cualesqu ier em pates sea cero), W, es la sum a de n , en te ro s  positivos selec
cionados al azar en tre  los prim eros n , +  n 2 en te ro s  positivos. A l hacer uso  de  los 
resultados del inciso (c) del ejercicio 8.13 con n  =  n , y N  =  n , +  n 2, en co n tra 
m os que VK, es el valor de una variable a leato ria  con la m edia

y la  v a rian za

n ,( n ,  +  n 2 +  l )

+  /I2 +  l )  
12

«)(r!i +  l )
Puesto  que L\ =  W , -----------   , se sigue que la m edia y la varianza de varia

ble a lea to ria  que corresponden  a Ut son

n i( n ] +  n 2 +  l )  /! ,(« , +  l )  n xn 2

m ^------------------------- ; ---------=

2 _  "i'»2('»i +  n 2 +  1)
"  12

T am bién , puesto  que U} +  U2 siem pre es igual a  n ¡ n 2. la m edia y la varianza de 
la variable a lea to ria  que corresponde a U2 son iguales a  las de  la variable a lea to 
ria que co rresponde  a £/, [véase el inciso (a ) del ejercicio 16.20], T

E JE M P L O  16.7

A continuación se  m uestran  los aum en tos de peso  (en libras) de dos m uestras a le a to 
rias de pavos jóvenes a lim entados con dos d ietas d ife ren tes pero , en  o tro s  aspectos, 
m anten idos bajo  condiciones idénticas:

D ieta  1: 16 .3 ,10 .1 ,10 .7 ,13 .5 ,14 .9 ,11 .8 ,14 .3 ,10 .2 ,
12.0,14.7.23.6, 15.1,14.5, 18.4,13.2, 14.0

D ieta  2: 21 .3 ,23 .8 ,15 .4 ,19 .6 ,12 .0 , 13.9,18.8,19.2,
15.3, 20 .1 .14 .8 .18 .9 , 20.7, 21.1,15.8, 16.2

U se la p rueba  U en  el nivel 0.01 de significancia p a ra  p ro b ar la h ipótesis nula que las 
dos poblaciones m uestreadas son idénticas con tra  la h ipótesis a lte rnativa  que en  p ro 
m edio  la segunda d ieta produce un m ayor aum en to  de peso.
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« - ¿ U t  * ¥ * ¥ ) - > • »

=  6.67

4. Puesto qu e  H  =  6.67 excede a * 0.05.2 =  5.991, se debe rechazar la h ip ó te 
sis nula; concluim os que los tres m étodos no son igualm ente eficaces. ▲

EJERCICIOS

16.20 M uestre que
(a )  (/, +  CA =  n l n 2 para  cualqu ier par de valores de las variables aleatorias;
(b ) am bas variables a lea to rias  co rrespondien tes a t/, y U2 asum en valores en 

el rango  de 0  a n yn 2.

16.21 D em uestre  q ue  la distribución de la variable a leato ria  que co rresponde a VV, es 
sim étrica a lred ed o r de

n y( n y +  w2 +  1)
2

y p o r tan to  q ue  la distribución de  la variable a leato ria  que co rresponde a Í7, 

es sim étrica a lred ed o r de — . (Sugerencia : O rdene  los da tos com binados ta n 

to  en orden  creciente com o decrecien te  de m agnitud.)

16.22 V erifique qu e  Uy y U2 tam bién  están  dadas por

n 2( n ,  +  l )
¿7, = n , n 2 +     -  W 2

_  " \ ( " \  +  1)ÍA = n ]n 2 -i  ---------VV,

16.23 Si X y, X 2  X n] y VJ. Y2  Y„, son variables a lea to rias  independien tes, po
dem os p ro b ar la hipótesis nula de que vienen de poblaciones continuas idénti
cas con base en  la estadística U de M ann-W hitney. la cual es sim plem ente el 
núm ero  de pa res  (.r„ y¡)  p ara  las cuales x¡ >  y¡. En form a sim bólica.

"1 «i
A 1/

1=1 /=1

d o n d e

f l  s i* , >  y, 
" \o si x f < y f

para  i =  1, 2 ........./i, y j  =  1 ,2 .........n 2. M uestre q ue  esta  estadística U de M ann-
W hitney es la m ism a q ue  la estad ística £/, de la sección 16.4.
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16.24 V erifique que la estadística K ruskal-W allis en la página 544 es equ ivalen te  a

gos de las observaciones en vez de las observaciones m ism as, se vuelve equ iva
lente a la p rueba  basada en la estadística H.

APLICACIONES

16.26 É stas son  cifras acerca del núm ero  de robos com etidos en  u na  ciudad en  m ues
tras a lea to rias  de seis días en la p rim avera  y seis d ías en  el o toño:

P rim avera: 3 6 ,2 5 ,3 2 ,3 8 ,2 8 ,3 5
O to ñ o : 2 7 ,2 0 ,1 5 ,2 9 ,1 8 ,2 2

en p rom ed io  hay igualm ente tan tos robos po r día en la p rim avera  com o en  el 
o toño , co n tra  la a lte rnativa  de que hay m enos en  el o toño.

16.27 Los siguientes son los núm eros de du reza  Rockw ell ob ten idos para  seis fund i
ciones a  troquel de  alum inio seleccionadas a lea to riam en te  del lo te de  p roduc
ción A  y ocho  del lo te de producción B:

U se la p ru eb a  U  para  p ro b ar en  el nivel 0.05 de  significancia p a ra  p ro b ar si las 
fundiciones del lo te de producción B  son en  p rom ed io  igualm ente du ras o  si 
son m ás du ras que las del lo te de producción A .

16.28 A continuación se m uestra  e l núm ero  de  m inutos que a una m uestra  a leato ria  
de 15 hom bres y 12 m ujeres ta rd ó  en  term inar una p rueba  escrita dada p a ra  la 
renovación de sus licencias d e  m anejar:

U se la p ru eb a  U basada en la tab la XI en  el nivel 0.05 de significancia para  d e 
cidir si aceptam os la h ipótesis nula /¿i =  P2  0  la h ipótesis a lte rna tiva  mi ^  
donde /x, y p .2 son los prom edios de la cantidad  de  tiem po que tardan  los hom 
bres y las m ujeres en  term inar la prueba.

16.29 R ehaga el ejercicio 16.28 usando la aproxim ación norm al a la distribución de la 
estad ística de p rueba.

16.30 U n exam en d iseñado  para  m edir el conocim iento  básico sobre  la historia  de E s
tados U nidos se aplicó a  m uestras a leatorias de a lum nos de prim er año  de dos 
universidades im portan tes, y sus calificaciones fueron:

16.25 M uestre que si un análisis de  la varianza en  un sen tido  se realiza sobre  los ran-

U sc la p ru eb a  U  en  el nivel 0.05 de significancia p a ra  p ro b a r  la afirm ación que

L o te  de producción A : 7 5 ,5 6 .6 3 ,7 0 ,5 8 ,7 4
L ote de producción B: 63, 85, 77, 80, 86, 76 .72 , 82

Hombres-. 9.9, 7.4, 8.9, 9.1, 7.7, 9.7, 11.8, 9.2, 10.0, 10.2. 9.5. 
10.8, 8 .0 ,11.0 , 7.5

Mujeres-. 8 .6 ,10 .9 .9 .8 ,10 .7 , 9 .4 ,10.3 , 7 .3,11.5, 7.6, 9 .3 ,8 .8 ,
9.6
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d o sis  d e  0.5 mg: 8.2 10.0 10.2 13.7 14.0 7.8
12.7 10.9

do sis  d e  1.0 m g: 9.7 13.1 11.0 7.5 13.3 12.5
8.8 12.9 7.9 10.5

do sis  de  1.5 mg: 12.0 7.2 8.0 9.4 11.3 9.0
11.5 8.5

U se la p ru eb a  H  en  el nivel 0.01 de significancia p a ra  p ro b ar la h ipótesis nula 
de que las diferencias en dosis no tienen  efecto  en  el periodo  que tardan  los co
nejillos de indias en  dorm irse.

1 6 .6  P R U E B A S  B A S A D A S  E N  C O R R ID A S

H ay varios m étodos no param étricos para  p ro b ar la a lea to riedad  de los da to s  observa
dos con base en el o rden  en  que se obtuv ieron . La técnica que describ irem os aqu í se 
basa en la teoría de las corridas, donde una corrida es una sucesión de letras idénticas 
(u o tra  clase de sím bolos) preced ida  o  seguida p o r d iferen tes le tras  o  p o r n inguna le
tra . Para ilustrarlo , considere los siguientes arreglos de piezas defectuosas, d , y  no d e 
fectuosas. n, que cierta  m áquina p ro d u jo  en  el o rden  dado:

n n n n  n d  d d  d n n n  n n n  n n n n d  d  n  n d  d d  d  n d  d  n^n

Al usar corchetes para  com binar las letras que constituyen  una co rrida, encon tram os 
que hay p rim ero  una corrida de cinco n , después una corrida de cu a tro  d, después una 
corrida de diez n , ... y finalm ente una corrida de dos n; en  to ta l, hay nueve corridas de 
longitud variable.

El núm ero  to ta l de corridas que aparece en  un arreg lo  de es ta  clase es, a m enu
do , una buena  indicación de una posible falta de a lea to riedad . Si hay m uy pocas corri
das, podríam os sospechar una agrupación  o  ap iñam ien to , o  quizá una tendencia; si hay 
dem asiadas corridas, podríam os sospechar a lgún tipo  de p a trón  a lte rn an te  que se rep i
te. E n  n uestra  ilustración , parece h aber una agrupación  definitiva, las piezas defec tu o 
sas parecen  ven ir en  grupos; p e ro  queda  p o r ver si esto  es significativo o  si se puede 
a tribu ir al azar.

P ara  en co n tra r la p robab ilidad  de que n , letras de una clase y n 2 le tras de o tra  

clase form arán  u  corridas cuando  cada  uno  de los *  ” 2 ^  arreg los posibles de  es

tas letras se considera com o igualm ente probable, investiguem os p rim ero  el caso donde 
u  es par, esto  es, cuando u = 2k  y k  es un en te ro  positivo. E n  este caso tendrá  que haber 
k  corridas de cada clase a lternando  en tre  sí. Para encon trar el núm ero  de form as en  que 
n , letras pueden  fo rm ar k  corridas, considerem os prim ero el caso m uy simple donde te
nem os cinco letras c que se van a  dividir en  tres corridas. A l usar barras verticales para 
separar las cinco letras en  tres corridas, encontram os que hay  seis posibilidades
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que co rresponden  a las J  form as en  que podem os co locar dos ba rras  verticales en 

dos de  los cua tro  espacios en tre  las cinco c. P o r la m ism a razón, hay ^  _  j ^  form as

en  las que n¡ le tras de la prim era clase pueden form ar k  corridas y ^   ̂ ^  form as en

las que n 2  letras d e  la segunda clase pueden  form ar k corridas, y  se sigue que hay en  to 

tal 2 ^ ” ' _  ^  y  ^ ” 2 j  ^  fo rm as en  las qu e  es ta s  n , +  n 2 le tras  p u ed en  fo rm ar 2k

corridas. E l fac to r 2 se explica p o r  el hecho  que cu ando  com binam os las dos clases 
de corridas de m anera  que puedan alternar, podem os em pezar ya sea con una corrida de 
la p rim era  clase d e  le tra  o  con una corrida de la segunda clase. Así, cuando  u =  2k  
(donde  k  es un e n te ro  positivo), la p robab ilidad  de o b ten e r  todas  esas co rridas es

, . V k  -  i ;V  k  -  i 
/ ( « )  =  - / n ,  +

V '«1
” 2

y se deja  al lector para  dem ostrar en  el ejercicio 16.37 que argum entos sim ilares nos lle
van a

, ,  ( v x r : ) * ( : : ; x v )

V " i

donde u  =  2 k  +  1 (donde k  es un e n te ro  positivo).
C uando  n , y n 2 son pequeños, las p ruebas de a lea to riedad  basadas en u suelen 

realizarse con las tab las especiales com o la XII. R echazam os la hipótesis nula de a lea
to riedad  en  el nivel a  de  significancia si

u  2  u 'a ¡ 2  o  u ^  u a /2

donde u 'a í2  es el valor m ás g rande para  el cual la p robab ilidad  de  o b ten e r un valor m e
no r que , o  igual a , éste no excede a / 2 , y u a / 2  es el valor m ás pequeño  para  e l cual la 
p robab ilidad  de o b ten e r  un valor m ayor que, o  igual a. éste no excede a a /2 .

E JE M P L O  16.9

Al revisar los o lm os que se p lan ta ron  hace m uchos años a lo largo de un cam ino veci
nal. un  funcionario  del condado  ob tuvo  los siguientes arreglos de árbo les sanos, 5, y 
enferm os, E :

S S S S E E E S S S S S S S E E S S E E E E  

P ruebe en el nivel 0.05 de significancia si este arreg lo  se puede considerar com o fortuito.
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So lución

1. H 0: El arreglo  es fortuito .
H j : El arreglo  no es fortu ito , 
a  =  0.05

2. Puesto  que n , =  13 y n 2 =  9. rechace la hipótesis nula si u  ^  6  o  u  ^  17. 
d o n d e  6  y 17 son los valores co rrespondien tes de y Mo„25-

3. u =  6  p o r inspección de los datos.
4. P uesto  que u  =  6  es igual a « ¿ 0 2 5  =  6 . se debe rechazar la h ipótesis nula; el 

arreg lo  de olm os sanos y enferm os no  es fortu ito . Parece que los árboles 
en ferm os vienen en grupos. ▲

C uando /t, y n2 son am bos m ayores que. o  iguales a 10. se considera razonable 
suponer que la d istribución  de la variable a lea to ria  correspond ien te  a u  se puede a p ro 
xim ar m uy cercanam ente  con una curva norm al. Para  e fec tuar las corridas de p rueba 
sobre  la base de es ta  suposición, necesitam os los siguientes resultados.

t e o r e m a  1 6 3  Bajo la h ipótesis nula de a lcato ricdad . la m edia y la varianza de 
la variable a lea to ria  que corresponde a u son

2/i, n 2
/i, +  n2

+  1

_  2 n in2(2 n ]n 2 —  n x —  n2) 

(«i +  n2) \ n x +  n 2 -  l )

Estos resu ltados se pueden  o b ten e r d irectam ente  con las fórm ulas dadas en la p á 
gina 549. Los deta lles de esas p ruebas, así com o un enfoque a lternativo  que es m ás fá
cil, se pueden  en co n tra r en  el libro  de  J. D. G ibbons listado en tre  las referencias al final 
de este capítulo.

E JE M P L O  16.10

L o siguiente es un arreg lo  de hom bres. H, y m ujeres, M,  que hacen  fila para  com prar 
bo letos de un concierto  de “ rock” :

H M H M H H H M H M H H H M M H H H H M M H M H

H H M H H H M M M H M H H H M H M H H H H M M H

Pruebe p o r a lea to riedad  en  el nivel 0.05 de significancia.

So lución

1. //(,: El arreg lo  es fortuito .
/ / , ;  El arreg lo  no es fortuito .
a  =  0.05
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u  es e l núm ero  de corridas p o r arriba  y p o r debajo  de la m ediana, y u y a 2  

están  dadas p o r  las fórm ulas del teo rem a 16.3.

3. P uesto  que la m ediana de las velocidades es 59.5, ob tenem os el siguiente 
arreg lo  de a y  b:

b b a b a a b b a b b b b a b a a a a a b b b b a

b b a b b b a a a b a a a b b b b b a a a a a a a

E ntonces, puesto  que n , =  25, n 2 =  25 y u  =  20, ob tenem os

_  2 - 2 5 - 2 5  _
"  -  B Í B  +  1 -  26

, 2 - 2 5 - 2 5 ( 2 - 2 5 - 2 5  -  25 -  25)
*  =  ( 2 5 ~ + 2 5 )^ 2 5  +  25 — l )  =  12'2

_ 20 -  26 _
z  =  — ,------ =  - 1 .7 2

V 122
4. P u esto  que z  =  —1.72 cae en tre  —1.%  y 1.96, no  se puede rechazar la hipó

tesis nula; no  hay evidencia real para  que la m uestra no  se p u ed a  conside
ra r  com o al azar. ▲

EJERCICIOS

1637  V erifique la fórm ula dada en  la página 549 p a ra  la p robab ilidad  de o b ten e r u 
corridas cuando  u =  2 k  +  1, donde k  es un e n te ro  positivo.

1638  Si una perso n a  ob tiene  siete caras y tres cruces en  10 lanzam ientos de una m o
neda balanceada, encuen tre  las p robab ilidades para  2, 3, 4, 5, 6 y 7 corridas.

1639  E ncuen tre  la p robabilidad  de que n { =  6 letras de una clase y n 2 =  5 letras de 
o tra  clase fo rm arán  al m enos 8 corridas.

16.40 Si hay n¡ =  8 letras de una clase y n 2 =  8  letras de o tra  clase, ¿para  cuán tas co
rridas rechazaríam os la h ipótesis nula de a lea to riedad  en  el nivel 0.01 de signi
ficancia?

APLICACIONES

16.41 Éste es el o rd en  en que un co rred o r recibe ó rdenes de com pra, C, y ven ta , V  
p ara  c ierta  acción:

C C C C C C C C V V C V V V V V V C C C C C  

P ruebe p o r a lea to riedad  en el nivel 0.05 de significancia.

16.42 U na conducto ra  com pra gasolina en  una gasolinera Texaco, T,  o  en  una gaso
linera  M obil, M,  y los siguientes arreglos m uestran  el o rden  de  las gasolineras 
donde com pró  gasolina du ran te  c ierto  periodo:
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155, 146 y 158 du ran te  un periodo  de 33 años. H aga uso del hecho que la m e
diana es 138, p ruebe  en  el nivel 0.05 de significancia si hay una tendencia  ver
dadera .

16.51 Éstas son las ventas trim estra les du ran te  seis años (en  m illones de dólares) de 
un fabrican te  de m aquinaria  pesada: 83.8, 102.5, 121.0, 90.5, 106.6, 104.8, 114.7, 
93.6, 98.9, 96.9. 122.6. 85.6, 103.2, 96.9, 118.0, 92.1, 100.5, 92.9, 125.6, 79.2, 110.8, 
95 .1,125.6 y 86.7. ¿E n  el nivel 0.05 de  significancia, hay un ve rdadero  p a trón  cí
clico?

16.52 La teo ría  de las co rridas tam bién  se puede  usar com o una a lte rn a tiv a  de la 
p rueba  d e  sum a de rangos de la  sección 16.4, esto  es. la p ru eb a  de la hipótesis 
nula que dos variables a leatorias independien tes v ienen de poblaciones con ti
nuas idénticas. S im plem ente o rdenados los da tos con jun tam ente, escribim os un 
1 debajo  d e  cada valor qu e  p ertenece  a la p rim era  m uestra  y un 2 debajo  de  ca 
da valor q ue  pertenece  a la segunda m uestra, y después p robam os la a lea to rie- 
d ad  del arreg lo  resu ltan te  de 1 y 2. Si hay muy pocas corridas, e s to  bien puede 
explicarse p o r el hecho  que las dos m uestras v ienen de poblaciones con m edias 
desiguales. C on  respecto  a los da to s  en  la página 539, use esta  técnica p a ra  p ro 
b a r en  el nivel 0.05 de significancia si las dos m uestras v inieron de  poblaciones 
con tinuas idénticas o  si las dos poblaciones tienen  m edias desiguales.

1 6 .7  E L  C O E F IC IE N T E  D E  C O R R E L A C I Ó N  D E  R A N G O S

Puesto qu e  las suposiciones que susten tan  la p ru eb a  de significancia para  los coeficien
tes de correlación  de la sección 14.5 son m ás bien  estrictas, a veces es preferib le  usar 
una alternativa n o  param étríca . M uy popu lar en tre  esas m edidas de asociación no p a 
ram étricas está  e l coeficiente de correlación de rangos, tam bién  llam ado  coeficiente de 
correlación de rangos de Spearman, rs . P ara  un con jun to  dado  de datos asociados en 
pare jas { (x (, y(); i  =  1, 2 , . . . ,  n } , se ob tiene  al o rd en a r  las x  e n tre  sí m ism as y tam bién 
las y.  am bas de m enor a  m ayor o  de  m ayor a  m enor, y después sustituirlas en  la siguien
te fórm ula.

d e f in ic ió n  16.1 E l coeficiente de correlación de rangos está  dado  po r

6 * ¿ ¿ ?  

rs =  1 "  -  1) 

donde d,  es la d iferencia en tre  los rangos asignados a x,  y y¡.

C uando  hay un em pate  en  el rango, p rocedem os com o antes y asignam os a  las o b se r
vaciones em patadas la m edia de los rangos que ocupan con jun tam ente.
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C uando no hay em pates en el rango, rs  es realm ente  igual al coeficiente de co
rrelación r calculado para los rangos. Para verificar esto , sean r, y s, los rangos de  x,  y  y¡.  
A l hacer uso del hecho que la sum a y la sum a de los cuadrados de los prim eros n  en-

n ( /i  +  l )  n ( n  +  1 )(2 /i +  1)
teros positivos son —1 y -~v— ----- ^------------- £-, respectivam ente, encontram os que

2 6

i=l i=l z

± 4 -  " b  +  ’ f -  +  ■)
»-l i=i 0

t r . s ,  =  ' y " -  Ü  -  i -  ¿ d ?
1=1 O ¿ ¿= 1

y si sustituim os estas  expresiones en  la fórm ula para r, ob tenem os la fórm ula para  rs 
dada en la definición 16.1.

E JE M P L O  16.12

A  continuación se  da  el núm ero  de  horas que 10 estudian tes estud iaron  para  un exa
m en y las pun tuaciones que obtuvieron:

Número de horas
estudiadas Puntuación

x  y

8 56
5 44

11 79
13 72
10 70
5 54

18 94
15 85
2 33
8 65

C alcu le  r s .

So lución

Al o rd en ar las x  y las v y al p roceder com o en  la siguiente tabla, ob tenem os
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Rango 
de x

Rango 
de y d d 2

6.5 1 -0 .5 0.25
8.5 9 -0 .5 0.25
4 3 1.0 1.00
3 4 1.0 1.00
5 5 0.0 0.00
8.5 8 0.5 0.25
1 1 0.0 0.00
2 2 0.0 0.00

10 10 0.0 0.00
6.5 6 0.5 0.25

3.00

E ntonces, la  sustitución en  la fórm ula para  rs  nos da

= 1 “  l O ( l t f - l )  = 098 4
C om o se puede  ver a p a rtir  de  este ejem plo, r5  se de te rm ina  con facilidad; c ier

tam en te . a  veces se usa en vez de r  principalm ente a causa de su facilidad de cálculo. 
Si hubiésem os calculado r p a ra  los da tos del ejem plo an terio r, habríam os o b ten id o  r =
0.% , y esto  está  m uy cercano  a  rs =  0.98.

P ara  valores pequeños de n (n  % 10), la  p rueba  de  la hipótesis nula de no  co rre 
lación, c ie rtam en te , la h ipótesis nula de  que las x  y las y  e stán  asociadas a lea to riam en
te en  parejas, se p u ed e  basar en  las tablas especiales de term inadas de las d istribuciones 
m uéstrales exactas de R s (véanse las referencias en  la página 559). La m ayoría de las 
veces, sin em bargo, usam os el hecho  que la distribución de m uestreo  de R s puede a p ro 
xim ar m uy cercanam ente  con la distribución norm al, y para  este  fin necesitam os los si
guientes resultados.

TEOREMA 16.4 Bajo la hipótesis nula de no correlación, la m edia y la varianza 
de R s son

E ( R S) =  0  y v a r( R s ) = ^

U na p rueba  de este  teo rem a se puede en co n trar en  e l libro de G ibbons que se encuen 
tra  en tre  las referencias al final de  este  capítulo. E n el sen tido  estricto , el teo rem a se 
aplica cuando  no hay em pates, pe ro  se puede usar a m enos que el núm ero  de  em pates 
sea  grande.

C on respecto  al e jem plo  16.12, p ruebe en el nivel 0.01 de significancia si el valor o b te 
nido para r s , 0 .98. es significativo.

EJEMPLO 1 6 .1 3
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Solución

1. H0: N o hay correlación.
/ / , :  H ay  correlación.
a  =  0 .0 1

2. R echace la h ipótesis nula si z S  —2.575 o  z  =  2.575. donde

Z = rs X t ¡  — 1

3. Al sustitu ir n  =  10 y rs =  0.98. obtenem os

z  -  0 .98 \ / 10 -  1 =  2.94

4. Puesto  que z =  2.94 excede a 2.575, se debe rechazar la h ipótesis nula; con
cluim os que hay una relación verdadera  (positiva) en tre  el tiem po  de e s tu 
dio y las puntuaciones. ▲

EJERCICIOS

16.53 D ad o  un c o n ju n to  de  Aadas (x n , x I2, . . . ,  x u ), (x 2, , x ^ . - . - . x ^ ) , . . .  y (x n l,
x„2........x„*), el alcance de su asociación, o concordancia, se puede m edir por
m edio  del coeficiente de concordancia:

W  =
12

k 2n ( n 2 — l ) 1=1

_  k { n  +  1) 

' 2

donde R, es la sum a de los rangos asignados a  Xyj, xa , . . .  y x ik cuando las x  con 
el segundo subíndice 1 se o rdenan  en tre  sí m ism as y lo m ism o se hace con las
x  con el segundo subíndice 2__  y las x  con el segundo subíndice k.  ¿C uáles
son los valores m áxim os y m ínim os de W, y qué reflejan con respecto  a la con 
cordancia, o  falta de ella, de  los valores de  las k  variables a leatorias?

APLICACIONES

16.54 Calcule rs  p ara  los da tos siguientes que rep resen tan  las calificaciones de es ta 
dística, x, y  las calificaciones de psicología, y ,  de  18 estudian tes

X y X y
7 8 8 0 9 7 9 0

8 6 7 4 7 4 8 5

4 9 6 3 5 3 7 1

9 4 8 5 5 8 6 7

5 3 5 5 6 2 6 4

8 9 8 6 7 4 6 9

9 4 9 0 7 4 7 1

7 1 8 4 7 0 6 7

7 0 7 1 7 4 7 1



APÉNDICEA
Sumas y productos

A .1  REGLAS PARA SU M A S  Y P R O D U C TO S  
A . 2  SU M AS ESPECIALES

A .1  R E G L A S  P A R A  S U M A S  Y  P R O D U C T O S

Para sim plificar las expresiones que incluyen sum as y productos, en  estad ística se usan  
am pliam ente las no taciones X  y T I. E n la notación usual escribim os

b

2 X- =  *• +  *•♦> +  *•+* +  +  *b
i=a

y
b

1 1  X¡ ~  Xa ' Xj+i ' Xa+2* ••• m X¡f
i~a

para  cualesqu ier en te ro s  no negativos a y  b  con a á  b.
C uando  se  traba ja  con sum as o  p roductos, a  m enudo  es útil aplicar las siguientes 

reglas, las cuales se pueden  verificar al escrib ir las expresiones respectivas en  su to ta li
dad. esto  es, sin  la notación 2  o  f i :

TEOREMA A.1

1. 2  bXi =  k  • 2  Xt
( = 1 i«l

2. 2  *  =  nk
i - i

3. 2  (x>+ y») =  + ¿  y¡
i = i  ¿ - i  i = i

4 .  n  k x t =  * "  •  n  X,
1 = 1  1 = 1

s. n  * =
i = i

560
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«■ ñ ^ ,  =  ( n ^ ) ( n > , )

7. In f j  x¡ =  ¿  ln x¡
1=1 <=i

E n la estad ística tam bién se usan am pliam ente  sum as dobles, sum as trip les y
si aplicam os repe tidam en te  la definición de 2  dada a rriba, tenem os, po r ejem plo

¿  =  2  (*« +  x (í  +  " ■ +  x « ) 
i - l  ; = 1 i=l

=  ( X U  +  X l 2  +  " •  +  * i „ )

+  (-*21 +  -*22 +  +  *2n)

+  (-*ml +  X m 2  +  —  +  X m n )

A dvierta que cuando las x tj se acom odan así en  un arreglo rectangular, el prim er subíndice 
denota el renglón al cual pertenece el elem ento en particular, y el segundo subíndice denota 
la columna.

C uando  trabajam os con sum as dobles, el siguiente teo rem a es de especial interés; 
es consecuencia inm ed ia ta  de la expansión polinom ial de

(x , +  x 2 +  ••• +  x „ )2

T E O R E M A  A.2

( i * , ) ' -  2 * . !V i=l /  i=l

donde

2 2 * . * /  = 2 2  x ‘x ¡i<¡ <=i >—i+i

A .2  SUMAS ESPECIALES

E n  la teoría  de la  estad ística no param étrica , particu larm en te  cuando tra tam os con  su 
m as de rangos, frecuen tem en te  necesitam os expresiones para  sum as de po tencias de 
los prim eros n  en te ro s  positivos, esto  es, expresiones para

S { n , r )  =  1 ' +  2 ' +  3r +  — +  n r
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A J  D ado *, =  1, x 2 =  3. x3 =  —2, x A =  4, x s =  — 1, *6 =  2. =  1 y *8 =  2, encuentre

(a )  £ * , ;  (b ) X  v<-
i = i  < = i

A .4 D ad o  * , =  3, x 2 =  4, x3 =  5, x 4 =  6, x s =  7, /  =  3, j§ =  7, £  =  10, fA =  5
y fc =  2, encuen tre

(a) 5 > ,;  (b> S í :1=1 1=1

(c) ¿ * ? í-
< = i  i = i

A.5 D ado  * , =  2. *2 =  - 3 ,  x 3 =  4, x A =  - 2 ,  y , =  5. y 2 =  - 3 ,  y 3 =  2 y
y 4  =  — 1, encuen tre

(a) 2 * '*  (b) 2 ^
i = i  i = i

(C) ¿ X ? ;  (d) ¿ v ; ;  (e) ¿x,v,.
i=l 1=1 1=1

A .6 D ado * i, =  3, * [2  =  1. * i3 =  2, x i 4  =  2, *21 =  -*22 =  *23 =  —2, x 24 =  5, * 3|
=  3, *32 =  —1, Xjj =  2 y * 34 =  3. encuen tre

3

(a )  2  x¡j separadam en te  para  j  = 1, 2, 3, y 4;
<■1

4

(b ) 2  x ‘> separadam en te  para  r = 1. 2, y 3. 
y-i

3  4

A .7  C on  refe ren c ia  al ejercicio  A .6, evalúe la sum a dob le  2  2  ^ u s a n d o
i- 1 /=i

(a ) los resu ltados del inciso (a ) de  ese ejercicio;
(b) los resu ltados del inciso (b ) de ese ejercicio.



APÉNDICEB
Distribuciones de probabilidad 
especiales

B.1 D I S T R I B U C I Ó N  D E  B E R N O U L L I

f {x;  0 ) =  0 ‘( 1 -  p a ra  *  =  0 ,1

Parám etro: 0  <  6  <  1

M edia y  varianza'. fx =  0 y a 2 — 0{ 1 — 0)

B .2  D I S T R I B U C I Ó N  B I N O M I A L

b { x \ n , d )  =  ( ” ) ^ ( !  “  0 Y p a ra  x  =  0, 1, 2  n

Parámetros: n es un en te ro  positivo y 0  <  6  <  1 

M edia y  varianza: n  =  nO y a 2 =  nd( 1 — 0)

B .3  D I S T R I B U C I Ó N  U N I F O R M E  D I S C R E T A  ( C A S O  E S P E C IA L )

f {x;  k )  =  p a r a *  =  1 ,2 , . . . , k
• v

Parámetro: k  es un e n te ro  positivo

*  +  1 2 * 2 "  1 M edia y  varianza: fx — — - —  y cr =  — ——

564



APÉNDICE

c
Densidades de probabilidad 
especiales

C.1 D I S T R I B U C I O N  B E T A

v \ i x“ *(l — x )fi 1 Para 0 < x < 1/ ( * ; a , / 3) =  { r ( a ) . r ( | 8 )  V > 1
0 en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

Parámetros', a  >  0  y /3 >  0

M edia y  .crianza: a  =  ^  y =  ( a  +  -  -  j

C .2  D I S T R I B U C I Ó N  D E  C A U C H Y

£
TT

p ( * ; a , p )  =  {x _  a ) !  + p

Parámetros: — o o  <  «  <  o o  y  ¡3 >  0

M edia y  varianza: N o existen

C . 3  D I S T R I B U C I O N  JI C U A D R A D A

1 t u l  _ i
-x  2 e 2 p a r a x  >  0

l \x - .c )  =  { r i2 T ( e / 2 Y
0 en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

Parámetros: p es un en te ro  positivo

Media y  varianza: /x =  v y a 2 — 2p
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C . 4  D I S T R I B U C I Ó N  E X P O N E N C I A L

Sección C .7 : Distribución norm al 567

p a ra  x  >  0

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte  

Parámetro: 6  >  0

M edia y  varianza: jjl =  0 y a 2 =  O2

C .5  D I S T R I B U C I Ó N  F

g(/) =

r ( ü ± j ¿ )

r í V r 1'2
/ 2 1 +

o

—  /  ) para  /  >  0
*>2 /

en  cualquier o tra  parte

Parámetros: t>, >  0 y i<2 >  0

Vi
Media: a  =  —

v i ~  2

C .6  D I S T R I B U C I Ó N  G A M M A

/ ( * )  =

1

r r ( « )
o

p a ra  .v >  ü

en  c u a lq u ie r  o tra  p a rte

Parám etros: a  >  ü  y /3 >  0

M edia y  varianza : =  a [i y o -2 — a(32

C . 7  D I S T R I B U C I Ó N  N O R M A L

|  _ Í /ÍZ ÍÍ)2
m ( x ;  ¡i, a )  =  - j =  e  l ' a )  p a ra  —oo <  x  <  oo

(T V  277

Parámetros: fx y fr >  0

Media y  varianza: fi = ¡x y a 2 = a 2
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o
1
2
3
4

5
6
7
8
9
O
1
2
3
4

5
6
7
8
9

10
0
1
2
3
4

5
6
7
8
9
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.15 .20 .25 .30

.0026 .0092 .0231 .0467 .1719 .2188

.0002 .0011 .0038 .0100 .0703 .1094

.0000 .0001 .0004 .0012 .0164 .0312

.0000 .00(K) .0000 .0001 .0017 .0039

.2316 .1342 .0751 .0404 .0046 .0020

.3679 .3020 .2253 .1556 .0339 .0176

.2597 .3020 .3003 .2668 .1110 .0703

.1069 .1762 .2336 .2668 .2119 .1641

.0283 .0061 .1168 .1715 .2600 .2461

.0050 .0165 .0389 .0735 .2128 .2461

.0006 .0028 .0087 .0210 .1160 .1641

.0000 .0003 .0012 .0039 .0407 .0703

.0000 .OOÍX) .(XX) 1 .0004 .0083 .0176

.0000 .0000 .0000 .0000 .0008 .0020

.1969 .1074 .0563 .0282 .0025 .0010

.3474 .2684 .1877 .1211 .0207 .0098

.2759 .3020 .2816 .2335 .0763 .0439

.1298 .2013 .2503 .2668 .1665 .1172

.0401 .0881 .1460 .2001 .2384 .2051

.0085 .0264 .0584 .1029 .2340 .2461

.0012 .0055 .0162 .0368 .1596 .2051

.0001 AAAn .0090 .0746 .1172

.0000 ■UUU1 .WKH .0014 .0229 .0439

.0000 .0000 .0000 .0001 .0042 .0098

.0000 .0000 .0000 .(XXX) .0003 .0016

.1673 .0859 .0422 .0198 .0014 .0005

.3248 .2362 .1549 .0932 .0125 .0054

.2866 .2953 .2581 .1998 .0513 .0269

.1517 .2215 .2581 .2568 .1259 .0806

.0536 .1107 .1721 .2201 .2060 .1611

.0132 .0388 .0803 .1321 .2360 .2256

.0023 .0097 .0268 .0566 .1931 .2256

.0003 .0017 .0064 .0173 .1128 .1611

.0000 .0002 .0011 .0037 .0462 .0806

.0000 .0000 .0001 .0005 .0018 .0126 .0269

.0000 .0000 .(XXX) .0000 .0002 .0054

.0000 .0000 .0000 .0000 .OOÍX) .0005
.0002
.0029
.0161
.0537
.1208
.1934
.2256
.1934
.1208
.0537



.r

10
11
12
13
14

15
16
17
18

0
1
2
3
4

5
6
7
8
9

10
11
12
13
14

15
16
17
18
19

0
1
2
3
4

5
6
7
8
9

10
11
12
13
14

15
16
17
18
19

tadísticas

n u a d ó n )

.05 .1 0 .15 .20 .25 .3 0 .35 .40 .45 .50

.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 8 .0 0 4 2 .0 1 4 9 .0385 .0771 .1 2 4 8 .1 6 6 9

.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 1 0 .0 0 4 6 .0151 .0 3 7 4 .0 7 4 2 .1 2 1 4

.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 2 .0 0 1 2 .0 0 4 7 .0 1 4 5 .0 3 5 4 .0 7 0 8

.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 2 .0 0 1 2 .0 0 4 5 .0 1 3 4 .0 3 2 7

.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0002 .0011 .0 0 3 9 .0 1 1 7

.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 2 .0 0 0 9 .0031

.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 6
.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001
.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .OOÍX) .0 0 0 0

.3 7 7 4 .1351 .0 4 5 6 .0 1 4 4 .0 0 4 2 .0011 .0 0 0 3 .0001 .0 0 0 0 .0 0 0 0

.3 7 7 4 .2 8 5 2 .1 5 2 9 .0 6 8 5 .0 2 6 8 .0 0 9 3 .0 0 2 9 .0 0 0 8 .0 0 0 2 .0 0 0 0

.1 7 8 7 .2 8 5 2 .2 4 2 8 .1 5 4 0 .0 8 0 3 .0 3 5 8 .0 1 3 8 .0 0 4 6 .0 0 1 3 .0 0 0 3

.0 5 3 3 .1 7 % .2 4 2 8 .2 1 8 2 .1 5 1 7 .0 8 6 9 .0 4 2 2 .0 1 7 5 .0 0 6 2 .0 0 1 8

.0 1 1 2 .0 7 9 8 .1 7 1 4 .2 1 8 2 .2 0 2 3 .1491 .0 9 0 9 .0 4 6 7 .0 2 0 3 .0 0 7 4

.0 0 1 8 .0 2 6 6 .0 9 0 7 .1 6 3 6 .2 0 2 3 .1 9 1 6 .1 4 6 8 .0 9 3 3 .0 4 9 7 .0 2 2 2

.0 0 0 2 .0 0 6 9 .0 3 7 4 .0 9 5 5 .1 5 7 4 .1 9 1 6 .1 8 4 4 .1451 .0 9 4 9 .0 5 1 8

.(XXX) .0 0 1 4 .0 1 2 2 .0 4 4 3 .0 9 7 4 .1 5 2 5 .1 8 4 4 .1 7 9 7 .1 4 4 3 ,0 % 1
.0 0 0 0 .0 0 0 2 .0 0 3 2 .0 1 6 6 .0 4 8 7 .0981 .1 4 8 9 .1 7 9 7 .1771 .1 4 4 2
.0 0 0 0 .(XXX) .0 0 0 7 .0051 .0 1 9 8 .0 5 1 4 .0 9 8 0 .1 4 6 4 .1771 .1 7 6 2

.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 1 3 .0 0 6 6 .0 2 2 0 .0 5 2 8 .0 9 7 6 .1 4 4 9 .1 7 6 2

.0 0 0 0 .(XXX) .0 0 0 0 .0 0 0 3 .0 0 1 8 .0 0 7 7 .0 2 3 3 .0 5 3 2 .0 9 7 0 .1 4 4 2

.(XXX) .(XXX) .0 0 0 0 .(XXX) .0 0 0 4 .0 0 2 2 .0 0 8 3 .0 2 3 7 .0 5 2 9 .0 % 1

.(XXX) .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 5 .0 0 2 4 .0 0 8 5 .0 2 3 3 .0 5 1 8

.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .OOÍX) .(XXX) .0001 .0 0 0 6 .0 0 2 4 .0 0 8 2 .0 2 2 2

.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .(XXX) .0001 .0 0 0 5 .0 0 2 2 .0 0 7 4

.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 5 .0 0 1 8
.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 3
.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0
.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .(XXX) .(XXX)

.3 5 8 5 .1 2 1 6 .0 3 8 8 .0 1 1 5 .0 0 3 2 .0 0 0 8 .0 0 0 2 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .(XXX)

.3 7 7 4 .2 7 0 2 .1 3 6 8 .0 5 7 6 .0211 .0 0 6 8 .0 0 2 0 .0 0 0 5 .0001 .0 0 0 0

.1 8 8 7 .2 8 5 2 .2 2 9 3 .1 3 6 9 .0 6 6 9 .0 2 7 8 .0 1 0 0 .0031 .0 0 0 8 .0 0 0 2

.0 5 % .1 9 0 1 .2 4 2 8 .2 0 5 4 .1 3 3 9 .0 7 1 6 .0 3 2 3 .0 1 2 3 .0 0 4 0 .0011

.0 1 3 3 .0 8 9 8 .1821 .2 1 8 2 .1 8 9 7 .1 3 0 4 .0 7 3 8 .0 3 5 0 .0 1 3 9 .0 0 4 6

.0 0 2 2 .0 3 1 9 .1 0 2 8 .1 7 4 6 .2 0 2 3 .1 7 8 9 .1 2 7 2 .0 7 4 6 .0365 .0 1 4 8

.0 0 0 3 .0 0 8 9 .0 4 5 4 .1091 .1 6 8 6 .1 9 1 6 .1 7 1 2 .1 2 4 4 .0 7 4 6 .0 3 7 0
.0 0 0 0 .0 0 2 0 .0 1 6 0 .0 5 4 5 .1 1 2 4 .1 6 4 3 .1 8 4 4 .1 6 5 9 .1221 .0 7 3 9
.0 0 0 0 .0 0 0 1 .0 0 4 6 .0 2 2 2 .0 6 0 9 .1 1 4 4 .1 6 1 4 .1 7 9 7 .1 6 2 3 .1201
.0 0 0 0 .0001 .0011 .0 0 7 4 .0271 .0 6 5 4 .1 1 5 8 .1 5 9 7 .1771 .1602

.(XXX) .0 0 0 0 .0 0 0 2 .0 0 2 0 .0 0 9 9 .0 3 0 8 .0 6 8 6 .1171 .1 5 9 3 .1 7 6 2
.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 5 .0 0 3 0 .0 1 2 0 .0 3 3 6 .0 7 1 0 .1 1 8 5 .1 6 0 2
.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0001 .0 0 0 8 .0 0 3 9 .0 1 3 6 .0 3 5 5 .0 7 2 7 .1201
.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .OOÍX) .0 0 0 2 .0 0 1 0 .0 0 4 5 .0 1 4 6 .0 3 6 6 .0 7 3 9
.(XXX) .0 0 0 0 .(XXX) .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 2 .0 0 1 2 .0 0 4 9 .0 1 5 0 .0 3 7 0

.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 3 .0 0 1 3 .0 0 4 9 .0 1 4 8

.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 3 .0 0 1 3 .0 0 4 6

.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 2 .0011
.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 2
.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .(XXX) .0 0 0 0 .0 0 0 0 .(XXX) .(XXX) .0 0 0 0
.0 0 0 0 .0 0 0 0 .0 0 0 0 .(XXX) .0 0 0 0 .0 0 0 0 .(XXX) .0 0 0 0 .(XXX) .0 0 0 0
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Probabilidades de Poisson t

TABLA II

A
X 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0 .9048 .8187 .7408 .6703 .6065 .5488 .4966 .4493 .4066 .3679
1 .0905 .1637 .2222 .2681 .3033 3293 .3476 .3595 .3659 .3679
2 .0045 .0164 .0333 .0536 .0758 .0988 .1217 .1438 .1647 .1839
3 .0002 .0011 .0033 .0072 .0126 .0198 .0284 .0383 .0494 .0613
4 .0000 .0001 .0002 .0007 .0016 .0030 .0050 .0077 .0111 .0153

5 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0004 .0007 .0012 .0020 .0031
6 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0003 .0005
7 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001

X 1.1 1.2 1.3 1.4
A

1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0

0 .3329 .3012 .2725 .2466 .2231 .2019 .1827 .1653 .14% .1353
1 .3662 .3614 .3543 .3452 .3347 .3230 .3106 .2975 .2842 .2707
2 .2014 .2169 .2303 .2417 .2510 .2584 .2640 .2678 .2700 .2707
3 .0738 .0867 .0998 .1128 .1255 .1378 .14% .1607 .1710 .1804
4 .0203 .0260 .0324 .0395 .0471 .0551 .0636 .0723 .0812 .0902

5 .0045 .0062 .0084 .0111 .0141 .0176 .0216 .0260 .0309 .0361
6 .0008 .0012 .0018 .0026 .0035 .0047 .0061 .0078 .0098 .0120
7 .0001 .0002 .0003 .0005 .0008 .0011 .0015 .0020 .0027 .0034
8 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0002 .0003 .0005 .0006 .0009
9 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0002

X 2.1 2.2 2.3 2.4
A

2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0

0 .1225 .1108 .1003 .0907 .0821 .0743 .0672 .0608 .0550 .0498
1 .2572 .2438 .2306 .2177 .2052 .1931 .1815 .1703 .15% .1494
2 .2700 .2681 .2652 .2613 .2565 .2510 .2450 .2384 .2314 .2240
3 .1890 .1966 .2033 .2090 .2138 .2176 .2205 .2225 .2237 .2240
4 .0992 .1082 .1169 .1254 .1336 .1414 .1488 .1557 .1622 .1680

5 .0417 .0476 .0538 .0602 .0668 .0735 .0804 .0872 .0940 .1008
6 .0146 .0174 .0206 .0241 .0278 .0319 .0362 .0407 .0455 .0504
7 .0044 .0055 .0068 .0083 .0099 .0118 .0139 .0163 .0188 .0216
8 .0011 .0015 .0019 .0025 .0031 .0038 .0047 .0057 .0068 .0081
9 .0003 .0004 .0005 .0007 .0009 .0011 .0014 .0018 .0022 .0027

10 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0003 .0004 .0005 .0006 .0008
11 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002
12 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001

t  B asad o  e n  E . C . M o lin a , Poisson s Exponential Binomial Limil, 1973 R e p rin t , R o b e rt E . K rie g e r  Pub lish ing  
C o m p a n y , M e lb o u rn e . F ia ., co n  p e rm iso  d e l ed ito r.
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T A B L A  II (co n tinu ació n)

X 3.1 3.2 3.3 3.4
A

3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0

0 .0450 .0408 .0369 .0334 .0302 .0273 .0247 .0224 .0202 .0183
1 .1397 .1304 .1217 .1135 .1057 .0984 .0915 .0850 .0789 .0733
2 .2165 .2087 .2008 .1929 .1850 .1771 .1692 .1615 .1539 .1465
3 .2237 .2226 .2209 .2186 .2158 .2125 .2087 .2046 .2001 .1954
4 .1734 .1781 .1823 .1858 .1888 .1912 .1931 .1944 .1951 .1954

5 .1075 .1140 .1203 .1264 .1322 .1377 .1429 .1477 .1522 .1563
6 .0555 .0608 .0662 .0716 .0771 .0826 .0881 .0936 .0989 .1042
7 .0246 .0278 .0312 .0348 .0385 .0425 .0466 .0508 .0551 .0595
8 .0095 .0111 .0129 .0148 .0169 .0191 .0215 .0241 .0269 .0298
9 .0033 .0040 .0047 .0056 .0066 .0076 .0089 .0102 .0116 .0132

10 .0010 .0013 .0016 .0019 .0023 .0028 .0033 .0039 .0045 .0053
11 .0003 .0004 .0005 .0006 .0007 .0009 .0011 .0013 .0016 .0019
12 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004 .0005 .0006
13 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002
14 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001

X 4.1 4.2 4.3 4.4
A

4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 5.0

0 .0166 .0150 .0136 .0123 .0111 .0101 .0091 .0082 .0074 .0067
1 .0679 .0630 .0583 .0540 .0500 .0462 .0427 .0395 .0365 .0337
2 .1393 .1323 .1254 .1188 .1125 .1063 .1005 .0948 .0894 .0842
3 .1904 .1852 .1798 .1743 .1687 .1631 .1574 .1517 .1460 .1404
4 .1951 .1944 .1933 .1917 .1898 .1875 .1849 .1820 .1789 .1755
5 .1600 .1633 .1662 .1687 .1708 .1725 .1738 .1747 .1753 .1755
6 .1093 .1143 .1191 .1237 .1281 .1323 .1362 .1398 .1432 .1462
7 .0640 .0686 .0732 .0778 .0824 .0869 .0914 .0959 .1002 .1044
8 .0328 .0360 .0393 .0428 .0463 .0500 .0537 .0575 .0614 .0653
9 .0150 .0168 .0188 .0209 .0232 .0255 .0280 .0307 .0334 .0363

10 .0061 .0071 .0081 .0092 .0104 .0118 .0132 .0147 .0164 .0181
11 .0023 .0027 .0032 .0037 .0043 .0049 .0056 .0064 .0073 .0082
12 .0008 .0009 .0011 .0014 .0016 .0019 .0022 .0026 .0030 .0034
13 .0002 .0003 .0004 .0005 .0006 .0007 .0008 .0009 .0011 .0013
14 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004 .0005
15 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002

X 5.1 5.2 5.3 5.4
A

5.5 5.6 5.7 5.8 5.9 6.0

0 .0061 .0055 .0050 .0045 .0041 .0037 .0033 .0030 .0027 .0025
1 .0311 .0287 .0265 .0244 .0225 .0207 .0191 .0176 .0162 .0149
2 .0793 .0746 .0701 .0659 .0618 .0580 .0544 .0509 .0477 .0446
3 .1348 .1293 .1239 .1185 .1133 .1082 .1033 .0985 .0938 .0892
4 .1719 .1681 .1641 .1600 .1558 .1515 .1472 .1428 .1383 .1339
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TABLA II (continuación)

X 5.1 5.2 5.3 5.4 5.5
A

5.6 5.7 5.8 5.9 6.0

5 .1753 .1748 .1740 .1728 .1714 .1697 .1678 .1656 .1632 .1606
6 .1490 .1515 .1537 .1555 .1571 .1584 .1594 .1601 .1505 .1606
7 .1086 .1125 .1163 .1200 .1234 .1267 .1298 .1326 .1353 .1377
8 .0692 .0731 .0771 .0810 .0849 .0887 .0925 .0962 .0998 .1033
9 .0392 .0423 .0454 .0486 .0519 .0552 .0586 .0620 .0654 .0688

10 .0200 .0220 .0241 .0262 .0285 .0309 .0334 .0359 .0386 .0413
11 .0093 .0104 .0116 .0129 .0143 .0157 .0173 .0190 .0207 .0225
12 .0039 .0045 .0051 .0058 .0065 .0073 .0082 .0092 .0102 .0113
13 .0015 .0018 .0021 .0024 .0028 .0032 .0036 .0041 .0046 .0052
14 .0006 .0007 .0008 .0009 .0011 .0013 .0015 .0017 .0019 .0022
15 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004 .0005 .0006 .0007 .0008 .0009
16 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0002 .0003 .0003
17 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001

X 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5
A

6.6 6.7 6.8 6.9 7.0

0 .0022 .0020 .0018 .0017 .0015 .0014 .0012 .0011 .0010 .0009
1 .0137 .0126 .0116 .0106 .0098 .0090 .0082 .0076 .0070 .0064
2 .0417 .0390 .0364 .0340 .0318 .0296 .0276 .0258 .0240 .0223
3 .0848 .0806 .0765 .0726 .0688 .0652 .0617 .0584 .0552 .0521
4 .1294 .1249 .1205 .1162 .1118 .1076 .1034 .0992 .0952 .0912
5 .1579 .1549 .1519 .1487 .1454 .1420 .1385 .1349 .1314 .1277
6 .1605 .1601 .1595 .1586 .1575 .1562 .1546 .1529 .1511 .1490
7 .1399 .1418 .1435 .1450 .1462 .1472 .1480 .1486 .1489 .1490
8 .1066 .1099 .1130 .1160 .1188 .1215 .1240 .1263 .1284 .1304
9 .0723 .0757 .0791 .0825 .0858 .0891 .0923 .0954 .0985 .1014

10 .0441 .0469 .0498 .0528 .0558 .0588 .0618 .0649 .0679 .0710
11 .0245 .0265 .0285 .0307 .0330 .0353 .0377 .0401 .0426 .0452
12 .0124 .0137 .0150 .0164 .0179 .0194 .0210 .0227 .0245 .0264
13 .0058 .0065 .0073 .0081 .0089 .0098 .0108 .0119 .0130 .0142
14 .0025 .0029 .0033 .0037 .0041 .0046 .0052 .0058 .0064 .0071
15 .0010 .0012 .0014 .0016 .0018 .0020 .0023 .0026 .0029 .0033
16 .0004 .0005 .0005 .0006 .0007 .0008 .0010 .0011 .0013 .0014
17 .0001 .0002 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004 .0004 .0005 .0006
18 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0002
19 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001

X 7.1 7.2 7.3 7.4 7.5 7.6 7.7 7.8 7.9 8.0

0 .0008 .0007 .0007 .0006 .0006 .0005 .0005 .0004 .0004 .0003
1 .0059 .0054 .0049 .0045 .0041 .0038 .0035 .0032 .0029 .0027
2 .0208 .0194 .0180 .0167 .0156 .0145 .0134 .0125 .0116 .0107
3 .0492 .0464 .0438 .0413 .0389 .0366 .0345 .0324 .0305 .0286
4 .0874 .0836 .0799 .0764 .0729 .06% .0663 .0632 .0602 .0573
5 .1241 .1204 .1167 .1130 .1094 .1057 .1021 .0986 .0951 .0916
6 .1468 .1445 .1420 .1394 .1367 .1339 .1311 .1282 .1252 .1221
7 .1489 .1486 .1481 .1474 .1465 .1454 .1442 .1428 .1413 .13%
8 .1321 .1337 .1351 .1363 .1373 .1382 .1388 .1392 .1395 .13%
9 .1042 .1070 .10% .1121 .1144 .1167 .1187 .1207 .1224 .1241
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T A B L A  II (co n tin u a ció n )

X 7.1 7.2 7.3 7.4 7.5
A

7.6 7.7 7.8 7.9 8.0

10 .0740 .0770 .0800 .0829 .0858 .0887 .0914 .0941 .0967 .0993
11 .0478 .0504 .0531 .0558 .0585 .0613 .0640 .0667 .0695 .0722
12 .0283 .0303 .0323 .0344 .0366 .0388 .0411 .0434 .0457 .0481
13 .0154 .0168 .0181 .01% .0211 .0227 .0243 .0260 .0278 .02%
14 .0078 .0086 .0095 .0104 .0113 .0123 .0134 .0145 .0157 .0169
15 .0037 .0041 .0046 .0051 .0057 .0062 .0069 .0075 .0083 .0090
16 .0016 .0019 .0021 .0024 .0026 .0030 .0033 .0037 .0041 .0045
17 .0007 .0008 .0009 .0010 .0012 .0013 .0015 .0017 .0019 .0021
18 .0003 .0003 .0004 .0004 .0005 .0006 .0006 .0007 .0008 .0009
19 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0002 .0003 .0003 .0003 .0004
20 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002
21 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001

X 8.1 8.2 8.3 8.4 8.5
A

8.6 8.7 8.8 8.9 9.0

0 .0003 .0003 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0001 .0001
1 .0025 .0023 .0021 .0019 .0017 .0016 .0014 .0013 .0012 .0011
2 .0100 .0092 .0086 .0079 .0074 .0068 .0063 .0058 .0054 .0050
3 .0269 .0252 .0237 .0222 .0208 .0195 .0183 .0171 .0160 .0150
4 .0544 .0517 .0491 .0466 .0443 .0420 .0398 .0377 .0357 .0337
5 .0882 .0849 .0816 .0784 .0752 .0722 .0692 .0663 .0635 .0607
6 .1191 .1160 .1128 .1097 .1066 .1034 .1003 .0972 .0941 .0911
7 .1378 .1358 .1338 .1317 .1294 .1271 .1247 .1222 .1197 .1171
8 .1395 .1392 .1388 .1382 .1375 .1366 .1356 .1344 .1332 .1318
9 .1256 .1269 .1280 .1290 .1299 .1306 .1311 .1315 .1317 .1318

10 .1017 .1040 .1063 .1084 .1104 .1123 .1140 .1157 .1172 .1186
11 .0749 .0776 .0802 .0828 .0853 .0878 .0902 .0925 .0948 .0970
12 .0505 .0530 .0555 .0579 .0604 .0629 .0654 .0679 .0703 .0728
13 .0315 .0334 .0354 .0374 .0395 .0416 .0438 .0459 .0481 .0504
14 .0182 .01% .0210 .0225 .0240 .0256 .0272 .0289 .0306 .0324
15 .0098 .0107 .0116 .0126 .0136 .0147 .0158 .0169 .0182 .0194
16 .0050 .0055 .0060 .0066 .0072 .0079 .0086 .0093 .0101 .0109
17 .0024 .0026 .0029 .0033 .0036 .0040 .0044 .0048 .0053 .0058
18 .0011 .0012 .0014 .0015 .0017 .0019 .0021 .0024 .0026 .0029
19 .0005 .0005 .0006 .0007 .0008 .0009 .0010 .0011 .0012 .0014
20 .0002 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004 .0004 .0005 .0005 .0006
21 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002 .0002 .0002 .0003
22 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001

X 9.1 9.2 9.3 9.4 9.5
A

9.6 9.7 9.8 9.9 10

0 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0001 .0000
1 .0010 .0009 .0009 .0008 .0007 .0007 .0006 .0005 .0005 .0005
2 .0046 .0043 .0040 .0037 .0034 .0031 .0029 .0027 .0025 .0023
3 .0140 .0131 .0123 .0115 .0107 .0100 .0093 .0087 .0081 .0076
4 .0319 .0302 .0285 .0269 .0254 .0240 .0226 .0213 .0201 .0189
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TABLA II (continuación)

X 9.1 9.2 9.3 9.4 9.5
A

9.6 9.7 9.8 9.9 10

5 .0581 .0555 .0530 .0506 .0483 .0460 .0439 .0418 .0398 .0378
6 .0881 .0851 .0822 .0793 .0764 .0736 .0709 .0682 .0656 .0631
7 .1145 .1118 .1091 .1064 .1037 .1010 .0982 .0955 .0928 .0901
8 .1302 .1286 .1269 .1251 .1232 .1212 .1191 .1170 .1148 .1126
9 .1317 .1315 .1311 .1306 .1300 .1293 .1284 .1274 .1263 .1251

10 .1198 .1210 .1219 .1228 .1235 .1241 .1245 .1249 .1250 .1251
11 .0991 .1012 .1031 .1049 .1067 .1083 .1098 .1112 .1125 .1137
12 .0752 .0776 .0799 .0822 .0844 .0866 .0888 .0908 .0928 .0948
13 .0526 .0549 .0572 .0594 .0617 .0640 .0662 .0685 .0707 .0729
14 .0342 .0361 .0380 .0399 .0419 .0439 .0459 .0479 .0500 .0521
15 .0208 .0221 .0235 .0250 .0265 .0281 .0297 .0313 .0330 .0347
16 .0118 .0127 .0137 .0147 .0157 .0168 .0180 .0192 .0204 .0217
17 .0063 .0069 .0075 .0081 .0088 .0095 .0103 .0111 .0119 .0128
18 .0032 .0035 .0039 .0042 .0046 .0051 .0055 .0060 .0065 .0071
19 .0015 .0017 .0019 .0021 .0023 .0026 .0028 .0031 .0034 .0037
20 .0007 .0008 .0009 .0010 .0011 .0012 .0014 .0015 .0017 .0019
21 .0003 .0003 .0004 .0004 .0005 .0006 .0006 .0007 .0008 .0009
22 .0001 .0001 .0002 .0002 .0002 .0002 .0003 .0003 .0004 .0004
23 .0000 .0001 .(XX) 1 .0(301 .0001 .0001 .0001 .0001 .0002 .0002
24 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0001

X 11 12 13 14 15
A

16 17 18 19 20

0 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
1 .0002 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
2 .0010 .0004 .0002 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
3 .0037 .0018 .0008 .0004 .0002 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000
4 .0102 .0053 .0027 .0013 .0006 .0003 .0001 .0001 .0000 .(XXX)

5 .0224 .0127 .0070 .0037 .0019 .0010 .0005 .0002 .0001 .0001
6 .0411 .0255 .0152 .0087 .0048 .0026 .0014 .0007 .0004 .0002
7 .0646 .0437 .0281 .0174 .0104 .0060 .0034 .0018 .0010 .0005
8 .0888 .0655 .0457 .0304 .0194 .0120 .0072 .0042 .0024 .0013
9 .1085 .0874 .0661 .0473 .0324 .0213 .0135 .0083 .0050 .0029

10 .1194 .1048 .0859 .0663 .0486 .0341 .0230 .0150 .0095 .0058
11 .1194 .1144 .1015 .0844 .0663 .0496 .0355 .0245 .0164 .0106
12 .1094 .1144 .1099 .0984 .0829 .0661 .0504 .0368 .0259 .0176
13 .0926 .1056 .1099 .1060 .0956 .0814 .0658 .0509 .0378 .0271
14 .0728 .0905 .1021 .1060 .1024 .0930 .0800 .0655 .0514 .0387
15 .0534 .0724 .0885 .0989 .1024 .0992 .0906 .0786 .0650 .0516
16 .0367 .0543 .0719 .0866 .0960 .0992 .0963 .0884 .0772 .0646
17 .0237 .0383 .0550 .0713 .0847 .0934 .0963 .0936 .0863 .0760
18 .0145 .0256 .0397 .0554 .0706 .0830 .0909 .0936 .0911 .0844
19 .0084 .0161 .0272 .0409 .0557 .0699 .0814 .0887 .0911 .0888
20 .0046 .0097 .0177 .0286 .0418 .0559 .0692 .0798 .0866 .0888
21 .0024 .0055 .0109 .0191 .0299 .0426 .0560 .0684 .0783 .0846
22 .0012 .0030 .0065 .0121 .0204 .0310 .0433 .0560 .0676 .0769
23 .0006 .0016 .0037 .0074 .0133 .0216 .0320 .0438 .0559 .0669
24 .0003 .0008 .0020 .0043 .0083 .0144 .0226 .0328 .0442 .0557



X

25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

35
36
37
38
39

.tadísticas

Inuación)

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

.0001 .0004 .0010 .0024 .0050 .0092 .0154 .0237 .0336 .0446

.0000 .0002 .0005 .0013 .0029 .0057 .0101 .0164 .0246 .0343

.0000 .0001 .0002 .0007 .0016 .0034 .0063 .0109 .0173 .0254

.0000 .0000 .0001 .0003 .0009 .0019 .0038 .0070 .0117 .0181

.0000 .0000 .0001 .0002 .0004 .0011 .0023 .0044 .0077 .0125

.0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0006 .0013 .0026 .0049 .0083

.0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0003 .0007 .0015 .0030 .0054

.0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0004 .0009 .0018 .0034

.0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0005 .0010 .0020

.0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0006 .0012

.0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0003 .0007

.0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0004

.0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002

.0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001

.0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001
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TABLA III

Distribución normal estándar

z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .05% .0636 .0675 .0714 .0753
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141
0.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1331 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517
0.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879
0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224

0.6 .2257 .2291 .2324 .2357 .1389 .2422 .2454 .2486 .2517 .2549
0.7 .2580 .2611 .2642 .2673 .2704 2734 .2764 .2794 .2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 .3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389
1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621

1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 .3749 .3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 .4115 .4131 .4147 .4162 .4177
1.4 .4192 .4207 .4222 .4236 .4251 .4265 .4279 .4292 .4306 .4319
1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 .4394 .4406 .4418 .4429 .4441

1.6 .4452 .4463 .4474 .4484 .4495 .4505 .4515 .4525 .4535 .4545
1.7 .4554 .4564 .4573 .4582 .4591 .4599 .4608 .4616 .4625 .4633
1.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 .4678 .4686 .4693 .4699 .4706
1.9 .4713 .4719 .4726 .4732 .4738 .4744 .4750 .4756 .4761 .4767
2.0 .4772 .4778 .4783 .4788 .4793 .4798 .4803 .4808 .4812 .4817

2.1 .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .4842 .4846 .4850 .4854 .4857
2.2 .4861 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 .4881 .4884 .4887 .4890
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 .4911 .4913 .4916
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 .4931 .4932 .4934 .4936
2.5 .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 .4946 .4948 .4949 .4951 .4952

2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 .4960 .4961 ,4%2 ,4%3 .4964
2.7 .4965 .4966 .4967 .4968 .4969 .4970 .4971 .4972 .4973 .4974
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 .4978 .4979 .4979 .4980 .4981
2.9 .4981 .4982 .4982 .4983 .4984 .4984 .4985 .4985 .4986 .4988
3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990

Tam bién, para z =  4.0, 5.0, y 6.0, las probabilidades son 0.49997, 0.4999997 y 0.499999999.
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T A B L A  VII

Factoriales
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/I n! logn!

0 1 0.0000
1 1 0.0000
2 2 0.3010
3 6 0.7782
4 24 1.3802
5 120 2.0792
6 720 2.8573
7 5.040 3.7024
8 40.320 4.6055
9 362,880 5.5598

10 3,628,800 6.5598

11 39,916,800 7.6012
12 479,001,600 8.6803
13 6,227,020,800 9.7943
14 87,178,291,200 10.9404
15 1,307.674,368.000 12.1165

Coeficientes binomiales

i )  ( ; )  o  o  o  G )  ( i )  ( ; )  ( ; )  ( ; )  ( ; . )

0
1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
11 1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11
12 1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66
13 1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286
14 1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001

15 1 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003
16 1 16 120 560 1820 4368 8008 11440 12870 11440 8008
17 1 17 136 680 2380 6188 12376 19448 24310 24310 19448
18 1 18 153 816 3060 8568 18564 31824 43758 48620 43758
19 1 19 171 969 3876 11628 27132 50388 75582 92378 92378

20 1 20 190 1140 4845 15504 38760 77520 125970 167960 184756
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TABLA IX

Valores de rp para a  =  0.011

\  p  
g-L

2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 9 0 .0 2
2 14 .04 14 .04
3 8 .2 6 8 .3 2 8 .3 2
4 6 .51 6 .6 8 6 .7 4 6 .7 6
5 5 .7 0 5 .9 0 5 .9 9 6 .0 4 6 .0 7

6 5 .2 4 5 .4 4 5 .5 5 5 .6 2 5 .6 6 5 .6 8
7 4 .9 5 5 .1 5 5 .2 6 5 .3 3 5 .3 8 5 .4 2 5 .4 4
8 4 .7 4 4 .9 4 5 .0 6 5 .1 3 5 .1 9 5 .2 3 5 .2 6 5 .2 8
9 4 .6 0 4 .7 9 4.91 4 .9 9 5 .0 4 5 .0 9 5 .1 2 5 .1 4 5 .1 6

10 4 .4 8 4 .6 7 4 .7 9 4 .8 8 4 .9 3 4 .9 8 5.01 5 .0 4 5 .0 6

11 4 .3 9 4 .5 8 4 .7 0 4 .7 8 4 .8 4 4 .8 9 4 .9 2 4 .9 5 4 .9 7
12 4 .3 2 4 .5 0 4 .6 2 4.71 4 .7 7 4.81 4 .8 5 4 .8 8 4 .91
13 4 .2 6 4 .4 4 4 .5 6 4 .6 4 4 .7 1 4 .7 5 4 .7 9 4 .8 2 4 .8 5
14 4 .21 4 .3 9 4.51 4 .5 9 4 .6 6 4 .7 0 4 .7 4 4 .7 7 4 .8 0
15 4 .1 7 4 .3 4 4 .4 6 4 .5 5 4.61 4 .6 6 4 .7 0 4 .7 3 4 .7 6

16 4 .1 3 4.31 4 .4 3 4.51 4 .5 7 4 .6 2 4 .6 6 4 .7 0 4 .7 2
17 4 .1 0 4 .2 7 4 .3 9 4 .4 7 4 .5 4 4 .5 9 4 .6 3 4 .6 6 4 .6 9
18 4 .0 7 4 .2 5 4 .3 6 4 .4 5 4 .51 4 .5 6 4 .6 0 4 .6 4 4 .6 6
19 4 .0 5 4 .2 2 4 .3 3 4 .4 2 4 .4 8 4 .5 3 4 .5 7 4 .61 4 .6 4
20 4 .0 2 4 .2 0 4.31 4 .4 0 4 .4 6 4 .51 4 .5 5 4 .5 9 4 .6 2

2 4 3 .9 6 4 .1 3 4 .2 4 4 .3 2 4 .3 9 4 .4 4 4 .4 8 4 .5 2 4 .5 5
3 0 3 .8 9 4 .0 6 4 .1 7 4 .2 5 4 .31 4 .3 6 4 .41 4 .4 5 4 .4 8
4 0 3 .8 2 3 .9 9 4 .1 0 4 .1 8 4 .2 4 4 .2 9 4 .3 3 4 .3 8 4.41
6 0 3 .7 6 3 .9 2 4 .0 3 4.11 4 .1 8 4 .2 3 4 .3 7 4 .31 4 .3 4

1 2 0 3 .7 0 3 .8 6 3 .9 7 4 .0 4 4.11 4 .1 6 4 .2 0 4 .2 4 4 .2 7

oo 3 .6 4 3 .8 0 3 .9 0 3 .9 8 4 .0 4 4 .0 9 4 .1 3 4 .1 7 4 .21

tE s t a  ta b la  se re p ro d u c e  d e  H . L. H a r te r . “C ritica l V a lú es  fo r D u n c a n 's  N ew  M últip le  R an g c  T e s t” . C o n tien e  
a lg u n o s  v a lo re s  co rre g id o s  p a ra  re e m p la z a r  los q u e  b r in d a  D . B . D u n c a n  e n  “ M ú ltip le  R a n g e  an d  M ú ltip le  F  
T e s ts” . Biometrics, vol. 11 (1955). L a  tab la  d e  a rr ib a  se  re p ro d u c e  b a jo  p e rm iso  d e l a u to r  d e  la  B io m c tric  Society .
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TABLA IX (continuación)

Valores de rp para a  =  0.05

\  p
\

2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 17.97
2 6.09 6.09
3 4.50 4.52 4.52
4 3.93 4.01 4.03 4.03
5 3.64 3.75 3.80 3.81 3.81

6 3.46 3.59 3.65 3.68 3.69 3.70
7 3.34 3.48 3.55 3.59 3.61 3.62 3.63
8 3.26 3.40 3.48 3.52 3.55 3.57 3.57 3.58
9 3.20 3.34 3.42 3.47 3.50 3.52 3.54 3.54 3.55

10 3.15 3.29 3.38 3.43 3.47 3.49 3.51 3.52 3.52

11 3.11 3.26 3.34 3.40 3.44 3.46 3.48 3.49 3.50
12 3.08 3.23 3.31 3.37 3.41 3.44 3.46 3.47 3.48
13 3.06 3.20 3.29 3.35 3.39 3.42 3.46 3.46 3.47
14 3.03 3.18 3.27 3.33 3.37 3.40 3.43 3.44 3.46
15 3.01 3.16 3.25 3.31 3.36 3.39 3.41 3.43 3.45
16 3.00 3.14 3.23 3.30 3.34 3.38 3.40 3.42 3.44
17 2.98 3.13 3.22 3.28 3.33 3.37 3.39 3.41 3.43
18 2.97 3.12 3.21 3.27 3.32 3.36 3.38 3.40 3.42
19 2.% 3.11 3.20 3.26 3.31 3.35 3.38 3.40 3.41
20 2.95 3.10 3.19 3.25 3.30 3.34 3.37 3.39 3.41

24 2.92 3.07 3.16 3.23 3.28 3.31 3.35 3.37 3.39
30 2.89 3.03 3.13 3.20 3.25 3.29 3.32 3.35 3.37
40 2.86 3.01 3.10 3.17 3.22 3.27 3.30 3.33 3.35
60 2.83 2.98 3.07 3.14 3.20 3.24 3.28 3.31 3.33

120 2.80 2.95 3.04 3.12 3.17 3.22 3.25 3.29 3.31
oo 2.77 2.92 3.02 3.09 3.15 3.19 3.23 3.27 3.29
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TABLA X

Valores críticos para la prueba de rangos con signo t

n 7o. 10 Toas Toca 7¿.oi

4
5 1
6 2 1
7 4 2 0
8 6 4 2 0
9 8 6 3 2

10 11 8 5 3
11 14 11 7 5
12 17 14 10 7
13 21 17 13 10
14 26 21 16 13
15 30 25 20 16
16 36 30 24 19
17 41 35 28 23
18 47 40 33 28
19 54 46 38 32
20 60 52 43 37
21 68 59 49 43
22 75 66 56 49
23 83 73 62 55
24 92 81 69 61
25 101 90 77 68

tD e  F. Wilcoxon and R. A. Wilcox. Some Rapid Approximaie Statistical Pro- 
cedures, American Cyanamid Company. Pearl River, N.Y.. 1964. Reproducido con 
permiso de American Cyanamid Company.
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Valores críticos para la prueba U t

TABLA XI

V alo res  d e  U 0 toX 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

2 0 0 0 1 1 1 1 2 2 3 3
3 0 0 1 2 2 3 4 4 5 5 6 7 7
4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
5 0 1 2 4 5 6 8 9 11 12 13 15 16 18
6 0 2 3 5 7 8 10 12 14 16 17 19 21 23
7 0 2 4 6 8 11 13 15 17 19 21 24 26 28
8 1 3 5 8 10 13 15 18 20 23 26 28 31 33
9 1 4 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39

10 1 4 7 11 14 17 20 24 27 31 34 37 41 44
11 1 5 8 12 16 19 23 27 31 34 38 42 46 50
12 2 5 9 13 17 21 26 30 34 38 42 47 51 55
13 2 6 10 15 19 24 28 33 37 42 47 51 56 61
14 3 7 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66
15 3 7 12 18 23 28 33 39 44 50 55 61 66 72

V alo re s  d e  t/„os

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

2 0 0 0 0 1 1 1 1
3 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5
4 0 1 2 3 4 4 5 6 7 8 9 10
5 0 1 2 3 5 6 7 8 9 11 12 13 14
6 1 2 3 5 6 8 10 11 13 14 16 17 19
7 1 3 5 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
8 0 2 4 6 8 10 13 15 17 19 22 24 26 29
9 0 2 4 7 10 12 15 17 20 23 26 28 31 34

10 0 3 5 8 11 14 17 20 23 26 29 30 36 39
11 0 3 6 9 13 16 19 23 26 30 33 37 40 44
12 1 4 7 11 14 18 22 26 29 33 37 41 45 49
13 1 4 8 12 16 20 24 28 30 37 41 45 50 54
14 1 5 9 13 17 22 26 31 36 40 45 50 55 59
15 1 5 10 14 19 24 29 34 39 44 49 54 59 64

tE s ta  tabla se basa en D. Auble, “Extended Tables for the Mann-Whitney Statistics”, en Bulletin o f  ihe Instí
lale o f  Educational Research at Indiana University, vol. 1. 1953. Con permiso del autor.
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T A B L A  XI (co n tinu ació n)

Valores de U0fa

X
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

2 0 0 0
3 0 0 1 1 1 2 2 2 3
4 0 1 1 2 3 3 4 5 5 6 7
5 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
6 1 2 3 4 6 7 8 9 11 12 13 15
7 0 1 3 4 6 7 9 11 12 14 16 17 19
8 0 2 4 6 7 9 11 13 15 17 20 22 24
9 1 3 5 7 9 11 14 16 18 21 23 26 28

10 1 3 6 8 11 13 16 19 22 24 27 30 33
11 1 4 7 9 12 15 18 22 25 28 31 34 37
12 2 5 8 11 14 17 21 24 28 31 35 38 42
13 0 2 5 9 12 16 20 23 27 31 35 39 43 47
14 0 2 6 10 13 17 22 26 30 34 38 43 47 51
15 0 3 7 11 15 19 24 28 33 37 42 47 51 56

Valores de U0oí

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

3 0 0 0 1 1 1 2
4 0 0 1 1 2 2 3 3 4 5
5 0 1 1 2 3 4 5 6 7 7 8
6 0 1 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12
7 0 1 3 4 6 7 9 10 12 13 15 16
8 1 2 4 6 7 9 11 13 15 17 18 20
9 0 1 3 5 7 9 11 13 16 18 20 22 24

10 0 2 4 6 9 11 13 16 18 21 24 26 29
11 0 2 5 7 10 13 16 18 21 24 27 30 33
12 1 3 6 9 12 15 18 21 24 27 31 34 37
13 1 3 7 10 13 17 20 24 27 31 34 38 42
14 1 4 7 11 15 18 22 26 30 34 38 42 46
15 2 5 8 12 16 20 24 29 33 37 42 46 51



5 %  Respuestas a ejercicios con num eración im par

C A P Í T U L O  2

1 5  (a) (6 .8 .9 ); (b) |8 |; (c) (1, 2, 3 ,4 .5 . 8); ( d ) { l ,5 | ;  (e) {2, 4, 8 |; ( 0  0 .

2.7 (a) |A u to  5. A uto 6. A uto 7. A uto  8); (b) {Auto 2. A uto 4. A uto  5, A uto  7};
(c) {Auto 1. A uto 8}; (d) {Auto 3, A uto 4. A uto  7. A uto 8).

2.9 (a )  L a casa  tien e  m en o s  d e  tre s  b añ o s, (b )  L a casa n o  tien e  u n a  ch im en ea , (c ) La
casa no cuesta más de $100.000. (d) La casa no es nueva, (e) La casa tiene tres o  más 
baños y una chimenea, (f) La casa tiene tres o  más baños y cuesta más de $100,000. 
(g) La casa cuesta más de $100.000 pero no tiene chimenea, (h) La casa es nueva y 
cuesta más de $100.000. (i) La casa es nueva o cuesta más de $100,000. (j) La casa 
tiene tres o más baños y/o una chimenea, (k) La casa tiene tres o más baños y/o 
cuesta más de $100,000. (1) La casa es nueva y cuesta más de $100,000.

2.11 (a) (H, 1). (H , 2), (H , 3), (H . 4). (H . 5). (H . 6) (T, H. H). (T. H. T). (T. T . H ) y (T.
T. T); (b) (H . 1). (H . 2), (H , 3), (H , 4), (H , 5). (H . 6), (T. H. T ) y (T, T , H); (c) 
(H . 5). (H , 6), (T, H. T). (T, T, H ) y (T. T . T).

2.13 (a) 5*"1; (b)

2.15 { ( . r ,> 0 l ( * - 2 ) 2 +  (>- +  3)2 =S9}.

2.17 (a) El evento de que una conductora tenga seguro de responsabilidad civil, (b) El
evento de que una conductora no tenga seguro contra accidentes, (c) El evento de que 
una conductora tenga seguro de responsabilidad civil o  seguro contra accidentes, pero 
no ambos, (d) El evento de que una conductora no tenga ambas clases de seguro.

2.19 (a) región 5; (b) regiones 1 y 2 juntas; (c) regiones 3, 5 y 6 juntas; (d) regiones 1, 3 .4
y 6 juntas.

2.21 Las cifras son inconsistentes y se deben poner en duda los resultados del estudio.

2.35 (a) Permisible; (b) no permisible porque la suma de las probabilidades excede a 1;
(c) permisible; (d) no permisible porque P(E)  es negativa; (e) no permisible porque 
la suma de las probabilidades es m enor que 1.

2.37 (a) La probabilidad de que no pasará no puede ser negativa, (b) 0.77 +  0.08 =
0.85 *■ 0.95; (c) 0.12 +  0.25 +  0.36 +  0.14 +  0.09 +  0.07 =  1.03 >  1;
(d) 0.08 +  0.21 +  0.29 +  0.40 =  0.98 <  1.

2.39 (a) 0.29; (b) 0.80; (c) 0.63; (d) 0.71.

2.41 (a) 1; (b) J; (c) ¿¡; (d) jfc; (e) J¿.

2.43 $ .

2.45 (a) fiüs; (b ) (c) ¿g ; (d)
2.47 (a) P( A  U  B)  es m enor que P(A) .  (b) P(A  í~l B)  excede a P( A) .  (c) P( A  U B)

excede a 1.

2.49 0.34.

2¿1  fi.
2 ^ 3  0.94.

2.55 (a) 3 a 2; (b) l i a  5; (c) 7 a 2 en contra

2S7 5 a 3.
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2.75 (a) h  (b) (c) (d) (e) J; (f)
2.77 j | .
2.79 1|.

2.81
2.83 0.44.
2.85 (a) 0.096; (b ) 0.048; (c) 0.0512; (d) 0.76.
2.87 (a) Los eventos son independientes por parejas: (b) los eventos no son independientes.
2.89 (a) 0.1406; (b) 0.1198.
2.91 0.7176.
2.93
2.97 0.76.
2.99 0.5684.
2.101 (a) 0.0944; (b) 0.8051.
2.103 (a) 0.032; (b ) 0.09375; (c) 0.625.
2.105 (a) 0.6757.

C A P Í T U L O  3

3.1 (a) No, porque /(4 )  es negativa; (b) sí; (c) no. porque la suma de las probabilidades
es m enor que 1.

3.5 0  <  k  <  1.
3.9 (a) No, porque /r(4) excede a 1; (b) no. porque F{2)  es m enor que F( l ) ;  (c) sí.

0 para jr < 1

13 para 1 S X < 2
para 2 5 X < 3

n para 3 g X < 4

« para 4 s X < 5
1 para .t g 5

3.13 (a) 4 : ( b ) i ;  (c) J; ( d ) | ;  (e) (f) i .
3.17 (a) f { 3) =  l f { 4) =  l f { 5) =  J ,/{ 6 )  =  * y f{ 7)  =

0 para z <  3
p ara  3 25 Z < 4

i p ara  4 §  z < 5
i para 5 s  z < 6
s p ara  6 S  z < 7

,1 p ara  z s  7

0 para .r < 0
para 0 £ .r < 1

s para 1 S .r < 2

9 para 2 25 X < 3
1 para x g 3

(a ) f c  (b )  ft.
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4.49
4.51
4.53
4.55
4.57 
4.59 
4.61

4.63

4.65
4.69
4.71
4.73
4.77
4.79
4.81
4.83

CAPÍTULO 5

5.11
5.13
5.15
5.17
5.19
5.21
5.23
5.25
5.27
5.29

5.33

5.43

5.47
5.53

5.55
5.57

15
44-

H =  0 y a 2 = 7.2.

(a) 0.631; (b) 0.553.

(a) Entre 0.230 y 0.290; (b) entre 0.200 y 0.320.

8.

0.

Por ejem plo, / ( 0 .0) =  l  y g(0)/;(0) =  de m anera que / ( 0 ,0) ^  g(0)/i(0).

(O  K W ' r ) =  (1 _ h y  H .V K I =  1. El M  =  1. f.( r )  =  I y

cov(a', y) =  0.
(a) 143; (b) 54.

75.

mai-i = \ y oii-i = $•
Mui/4=  V y ^yii/4 =  ii •
0.0224.

(a) m =  0.74 y a  = 0.68; (b) n  =  1.91 y «r =  1.05.

0.8.

2.95 minutos.

MÍ =  Mt2) +  MÍO- MÍ =  MÍ3) +  3m(2) +  MÓ) y MÍ -  Mi4) +  <̂y, +  7M(2) +  MÍi)-

(a) Ev(/) = 1 -  0  + en (b) /> ( /)  = [ 1 + *(/ -  1)]".
(a ) o j  =  0  cuando 0 =  ¿; (b) a 3 —* 0 cuando n —* oo.

0.0086.

(a) 0.3025; (b) 0.3025.

(a) 0.2205; (b) 0.2206.
0.2041.

0.9222.

0.0754.

(a) 0.0538.

Ky) = ( j  \ 1 )**(1 "  ° y  Para y  = ° ’ 2 ......

/i(0; 4 , 9 ,5 )  =  /»(1; 4 ,9 ,5 )  =  h ( 2; 4. 9, 5) =  h{3; 4, 9 ,5 )  =  $  y
* ( 4 :4 ,9 .5 )  « A .
(a) 0.0060; (b) 0.0076.

M: =  A.M3 =  AyM4 =  A +  3A2.
(a) 0.1298; (b) 0.1101.
(a) 0.0180; (b) 0.0180.
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6.41

6.45

6.55

6.57

6.59

6.61

6.63

6.65

6.67

6.71

6.73

6.77

6.79

6.81

6 ^ 3

CA PÍTULO  7

7.1

7 J

7.5

7.7

7.9

7.11

7.13

7.15

7.17

7.21

(a) n  =  0.2; (b) 0.3164.

=  0  y /x4 =  3<r4.

(a) 0.1271; (b ) 0.6406: (c) 0.1413; (d) 0.5876.

(a) z =  1.92: (b) z =  2.22; (c) z =  1.12: (d) z =  ±1.44.

(a) 0.6826; (b) 0.9544; (c) 0.9984; (d) 0.99994.

(a) 0.6280; (b ) 0.6279.

(a) 0.0668; (b ) 0.2860; (c) 0.6490.

6.094 onzas.

(a) No; (b) sí; (c) no.

0.1446.

(a) 0.24; (b ) 0.49; (c) 0.96. 

cr, =  6, ar2 =  3 y p  =  — J.

p^ _  <A ~  <r¡________

V((TÍ +  O^)2 -  4pVJ<75 
(a) 0.2990; (b ) 0.18.

(a) 14.5 libras; (b) 23.625 pulgadas.

(a) G(_y) =  1 — é~y para y >  0 y G( y )  =  0 en cualquier o tra  parte; (b) g (y ) =  
é~y para y >  0  y g (y) =  0 en cualquier otra parte.

g(y)  =  2y para 0 <  y  <  1 y g (y) =  0  en cualquier o tra  parte.

(a) f {y)  = —— • (é~y/*x — e~r/0¡) para y >  0 y f {y)  =  0 en cualquier otra parte;
9\ — S¡

(b) f {y)  =  4^ • ye~T/t para y >  0 y f { y )  =  0  en cualquier otra parte.

(a) F(y)  =  0; (b) F{y)  =  (c) f ( y )  =  1 -  \{2 -  y )2; (d) F(y)  =  1. Tam 
bién, / (y )  =  0  para y S  0, f [ y )  = y  para 0  <  y  S  1, /{y ) =  2 — y para 1 <  y <  2
y f ( y )  — 0  para y £  2.

g (u ) =  e~v para v  >  0 y g( v)  =  0 en cualquier otra parte.

s (z )  =  ¿ • (20• ln 2 -  10) paraO  <  z S  5 ,g (z )  =  ^2z -  20 -  20-ln  para

5 <  z <  10. y g (z ) =  0  en cualquier otra parte.

g(y)  =  n  * r  para 0  < y S  1, g( y )  =  ^ ------- — para 1 <  y  <  2 y

g ( y )  =  0  en cualquier otra parte. 

h ( 0 ) =  ¡ y h ( l )  =  l

g(y) =  0 ( l -  e)-*14̂ 5 para y  =  - 1 , - 6 ,  - 1 1 .......
1 i

g (y ) =  - =  • — • e '  " para y >  0  y g(y) =  0 en cualquier otra parte.
a v l T T  -
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Es u n  t e x t o  clásico q u e  p r o p o r c i o n a  só lid o s  f u n d a m e n t o s  m a t e m á t ic o s  d e  la 
e stad ística . P a ra  u t i l i z a r l o  se r e q u ie r e n  c o n o c im ie n t o s  d e  C á lc u lo  d if e re n c ia l  

e in t e g r a l .

E n  el l ib r o  se d e s a r ro l la  c l a r a m e n t e  la t e o r ía  m e d i a n t e  la d e m o s t r a c ió n  y 
e je m p l i f ic a c ió n  d e  los t e o r e m a s  im p o r t a n t e s ;  la e x p o s ic ió n  d e  los te m a s  es 

c la ra  y  d e  b u e n  n iv e l  m a t e m á t ic o .  Esta o b r a  c o n t ie n e  u n  m a y o r  n ú m e r o  d e  
ejercicios, a p l ic a c io n e s  y  p r o b l e m a s  p a ra  re s o lv e r  c o n  la c o m p u t a d o r a ,  y 
e n s e ñ a  al a l u m n o  a m o d e l a r  s itu a c io n e s  d o n d e  in t e r v ie n e  la in c e r t id u m b r e .  

Los a u t o r e s  d a n  u n  t r a t a m i e n t o  c u id a d o s o  a la p r o b a b i l id a d .

E n t r e  los t e m a s  n u e v o s  se e n c u e n t r a n :  el m o d e l o  d e  análisis  d e  v a r ia n z a  e n  

d o s  s e n t id o s  c o n  in t e r a c c ió n ,  u n a  re v is ió n  d e  las c o m p a r a c io n e s  m ú lt ip le s  
y, e n  los a p é n d ic e s ,  las p r o p ie d a d e s  d e  las f u n c io n e s  d e  d is t r ib u c ió n  y 
d e n s id a d  d e  p r o b a b i l i d a d  especiales.

O T R A S  O B R A S  D E  IN T E R É S  P U B L I C A D A S  P O R  P E A R S O N :
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c o n d ic io n e s  e n  la f ro n te ra , te rc e ra  e d ic ió n  

G E R A L D :  A n á lis is  n u m é r ic o  c o n  a p lic a c io n e s , s e x ta  e d ic ió n  

M A R S D E N :  C á lc u lo  v e c to r ia l, c u a rta  e d ic ió n
M E N D E N H A L L :  P r o b a b il id a d  y  e s ta d ís tica  p a ra  in g e n ie r ía  y  ciencias, c u a rta  

e d ic ió n  

P IT A :  C á lc u lo  v e c to r ia l
T H O M A S :  C á lc u lo . V a ria s  va ria b le s , n o v e n a  e d ic ió n

W A L P O L E :  P r o b a b i l id a d  y  e s ta d ís tica  p a ra  in g e n ie ro s , s e x ta  e d ic ió n


